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1. Елементи комбінаторики

Нехай задано множину, що містить скінчене число елементів. (Студенти в групі, яблука в кошику, набір кісток доміно і т.д.) Такі множини називатимемо кінцевими і позначати {а,b,c,d}. Якщо кожному елементу кінцевої множини поставлені у відповідність натуральні числа, то така впорядкована множина називається перестановкою і позначається (а,b,c,d).
Перестановки: з множини п елементів є підмножини по п елементів в кожній, які різняться  між собою порядком розташування елементів.

З трьохелементної множини  - 6: (а,b,c), (а,c,b), (b,a,c), (b,c,a), (с,a,b), (с,b,a).

 Скільки перестановок можна скласти з n-елементної множини?
 Число перестановок із n-елементної множини по n елементів  обчислюється за формулою: Рn = n!, де n! – добуток послідовно упорядкованих натуральних чисел .
n! = n(n - 1)(n - 2)(n - 3) ….3*2*1=1*2*3*….*(n – 3) (n - 2)(n - 1) n.
Зауваження: 0!= 1!=1.
Корисна рекурентна формула Pn = n*Pn-1. Простий і комбінаторний зміст числа перестановок: скількома способами можна упорядкувати кінцеву n-елементну множину.
 Розміщенням із n по k називається впорядкована k-елементна підмножина n-елементної множини. По логіці визначення ясно, що до k 
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Число розміщень з n по k позначається 
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 - це добуток k старших співмножника  натурального числа n, тобто 
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Помноживши і ділячи цей вираз на (n – k )! отримаємо ще формулу:
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Комбінацією із n по k називається невпорядкована k-елементна підмножина n-елементної множини. По суті визначення ясно, що k < n. Число поєднань із n 
по k позначається 
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. Очевидно, що невпорядкованих підмножин 
n-елементної множини в k! менше ніж впорядкованих підмножин, тобто      
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Умноживши і ділячи цей вираз на (n – k)! можна одержати ще формулу:
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На практиці, для обчислення 
[image: image16.wmf]k
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 використовують формулу (**)

Деякі важливі властивості числа поєднань, які необхідно застосовувати при рішенні різних задач:

1) 
[image: image17.wmf]0

n

C

 = 
[image: image18.wmf]0

0

C

 = 1; 
 2) 
[image: image19.wmf]1

n

C

 = n;  
3) 
[image: image20.wmf]k

n

C

 = 
[image: image21.wmf]k

n

n

C

-

 - цю формулу зручно застосовувати при к > n/2

          4) 
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Розміщення з повтореннями з n елементів по k елементів може містити будь-який елемент скільки завгодно разів від 1 до k включно, або не містити його зовсім, тобто кожне розміщення з повтореннями з n елементів по k елементів може складатися не лише з різних елементів, але з k яких завгодно елементів і які довільно повторюються.
Число розміщень з повтореннями обчислюється за формулою:
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Поєднання з повтореннями з n елементів по k (k < n ) елементів може містити будь-який елемент скільки завгодно раз від 1 до k включно, або не містити його зовсім, тобто кожне поєднання з повтореннями з n елементів по k елементів може складатися не лише з k різних елементів, та з k яких завгодно елементів, які довільно повторюються. Слід зазначити, що якщо, наприклад два з'єднання по k елементів відрізняються один від одного лише порядком розташування елементів, то вони не вважаються| різними поєднаннями.

Число розміщень з повтореннями обчислюється за формулою:
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Зауваження: k може бути і більше за n.

Нехай є (n + k + s) предметів. Скількома способами можна розділити ці предмети на три групи так, щоб в одній групі було n предметів, в іншій k предметів, в третій s предметів? Це завдання на перестановки з повтореннями. Число перестановок з повтореннями знаходиться по формулі:
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Приклад 1.1.Скількома способами можна розсадити за п(ятнадцятьма партами 15 студентів по одному за партою?

Розв'язання.
У даному випадку маємо справу з перестановками з 15 елементів, тобто Р15=15!

Відповідь: 15!.
	  Приклад 1.2. Скільки чотирилітерних "слів" можна скласти з літер "М" і "А"? Випишіть ці слова і перевірте отриманий результат. 


Розв'язання.Складемо декілька таких "слів": МММА, МАМА, МААА ...  Склад вибірки змінюється, порядок елементів у вибірці істотний. Значить, це - розміщення з повтореннями з 2 літер "М" і "А" по 4: [image: image33.png]



Випишемо всі ці 16 «слів»:ММММ, МММА, ММАМ, МАММ, АМММ, ММАА, МАМА, АММА, АМАМ, ААММ, МААМ, АМАА, ААМА, АААМ, МААА, АААА.

Відповідь:16.

	   Приклад 1.3. Вздовж дороги розташовані 6 світлофорів, кожен з яких має 3 стани: "червоний", "жовтий", "зелений". Скільки може бути різних ситуацій на дорозі, що спричинені станами цих світлофорів?


Розв'язання. Випишемо декілька комбінацій: ЧЧЖЗЗЧ, ЖЖЖЖЖЖ, ЗЖЖЗЧЧ... Ми бачимо, що склад вибірки змінюється і порядок елементів істотний (адже якщо, наприклад, у вибірці ЧЧЖЗЗЧ поміняти місцями Ж і З, ситуація на дорозі буде іншою). Тому застосовуємо формулу розміщень з повтореннями з 3 по 6: [image: image34.png]


.

Відповідь: 729.
	Приклад 1.4.  15 занумерованих більярдних куль розмістили у 6 луз. Скількома способами це можна зробити?


Розв'язання. 
Поставимо у відповідність кожному числу від 1 до 15 номер лузи, у якій знаходиться куля. Одержимо впорядковану вибірку довжиною 15, яка складається з чисел 1, 2, 3, 4, 5, 6 (номер відповідної лузи).
 Кількість таких вибірок дорівнює  [image: image35.png]—1s

As =6



.

Відповідь. 615.
Приклад 1.5. Скількома можливими способами можна вибрати з 15 людей делегацію в складі 3 осіб.

Розв'язання. Шукане число (кількість можливих вибірок) є числом сполучень
 із 15 по 3:  [image: image36.png]



Відповідь: 1365.
Приклад 1.6. Скільки є можливих способів для утворення дозору з трьох солдатів та одного офіцера, якщо є 80 солдат і 3 офіцери?

Розв'язання. При одному офіцері і 80 солдатах можна утворити дозор[image: image37.png]


способами. При трьох офіцерах число способів буде в три рази більше, а саме                [image: image38.png]


.

Відповідь:246480.
Приклад 1.7.Знайти число діагоналей опуклого десятикутника.

Розв'язання. Вершини десятикутника утворюють сукупність 10 точок площини, з яких довільні три не лежать на одній прямій. З'єднуючи будь-яку пару цих точок відрізками, одержимо:[image: image39.png]



відрізків,10 з яких є сторонами многокутника. Отже, діагоналей 45-10=35.

Відповідь:35.

Комбінаторні рівняння і нерівності:
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Комбінаторні задачі.
1. У картці спортлото 36 клітинок. Гравець повинен відзначити 6. Яке число всіх можливих варіантів?

2. Скількома способами можна вибрати чотирьох чоловік на 4 різних посади з 15 кандидатів на ці посади?

3. У групі 28 студентів. Скількома способами можна вибрати 6 делегатів на профспілкову конференцію?

4. Правління фірми вибирає трьох чоловік на різні посади з 10 кандидатів. Скількома способами це можна зробити?

   5. Скількома способами можна вибрати 6 тістечок в кондитерській, де є 14 різних видів тістечок?

   6. З 20 війскових необхідно скласти наряд з 6 чоловік. Скількома способами це можна зробити?

   7. Скільки прямих можна провести через 8 точок, ніякі три з яких не лежать на одній прямій?

   8. Скільки різних правильних дробів можна скласти з чисел 1,2,3,5,7,11,13, що беруться попарно? ( будь-яких, зокрема неправильних?)

   9. У групі дитячого садку 10 дітей. Скількома способами їх можна поставити в колону парами?

  10. Скількома способами можна переставити літери слова «молоко» так, щоб три літери «о» не йшли підряд?

11. Скільки тризначних чисел можна скласти з цифр 1,2,3,4,5,6 а) без повторень; б) з повтореннями?

12. Скількома способами можна переставити цифри числа 1 2 3 4 5 6 7 8 9  так, щоб парні цифри залишилися на парних місцях?

13. Студенту необхідно скласти 4 іспити впродовж 8 днів. Скількома способами це можна зробити?

14. На конференції з математики повинні виступити 4 студенти А, Б, С, Д. Скількома способами їх можна розмістити в списку доповідачів, якщо Б не може виступати до того моменту поки не виступить А?

15. Фахівець з інформаційних технологій щодня «відвідує» 6 певних сайтів в Інтернеті. Якщо порядок перегляду цих сайтів випадковий, то скільки існує способів його здійснення? 

16.  У скількох точках перетинаються діагоналі опуклого 10- кутника, якщо ніякі три з них не перетинаються в одній точці? 
17. Замок сейфа відкривається, якщо набрана правильна комбінація з чотирьох цифр від 0 до 9. Коду Ви не знаєте. Знайти найбільше число безуспішних спроб,якщо: а) код не містить однакових цифр; б) код містить однакові цифри.
18. З відділення військовослужбовців (12 чоловік) формується варта, що складається з начальника варти, його заступника і трьох вартових. Скількома способами можливо сформувати такий караул? Знайдіть три різні підходи до рішення задачі.
19. Скільки можна зробити кісток доміно, використовуючи числа 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9?
20. Скількома способами можна розмістити 12 предметів в трьох різних ящиках?
21. Скількома способами можна розбити 2n робітників на бригади по дві люди?
22. На прикордонній заставі 40 рядових і 8 офіцерів. Скількома способами можна скласти наряд по охороні кордону, якщо він складається з двох офіцерів і чотирьох рядових?
23. У будівельному загоні 15 студентів. Скількома способами можна їх можна розбити на три бригади чисельністю 3, 7 і 5 чоловік? Вирішіть це ж завдання за умови, що в кожній бригаді призначається старший. 
24. Скільки можна виготовити трибарвних прапорців, якщо використовувати наступні кольори: білий, синій, червоний, жовтий, зелений, чорний?
25. Група з 28 студентів обмінялася фотокартками. Скільки було фотокарток?
26. В команду повинні бути відібрані 4 спортсмени з 10. Скількома способами це можна зробити, якщо два певні спортсмени повинні увійти до команди?
2. Елементи теорії ймовірності
Класичне визначення ймовірності
Події, що спостерігаються нами можна розділити на достовірні, неможливі і випадкові.

Достовірною називається подія, яка обов'язково відбудеться, якщо буде здійснена певна сукупність умов.

Неможливою називають подію, яка свідомо не відбудеться, якщо буде здійснена певна сукупність умов.

Випадковою називають подію, яка може відбутися, або не відбутися, якщо буде здійснена певна сукупність умов. Тобто під випадковою подією, пов'язаною з деяким випробуванням, розумітимемо будь-яку подію, яка або відбувається, або не відбувається при здійсненні цього випробування.

Замість слів «здійснена сукупність умов» зазвичай говорять «проведено  випробування».

Події називають несумісними, якщо поява одного з них виключає появу інших подій в одному і тому ж випробуванні.

Система подій утворює повну групу для даного випробування, якщо будь-яким результатом його з'являється одна або тільки одна подія цієї групи.

Можливі результати одного випробування, що виключають один одного, називаються елементарними результатами випробування.

Результати випробування називаються такими, що сприяють деякій події, якщо при внаслідок  цих результатах з'являється вказана подія.

Події називаються рівноможливими, якщо немає підстав вважати одне з них більш чи менш за можливе, чим інші.

Визначення. Ймовірністю Р(А) події А називають відношення числа подій, що сприяють цій події результатів m до загального числа n всіх можливих елементарних результатів  випробування, утворюючих повну групу, тобто 
Р(А)=
[image: image68.wmf]n

m


Властивості ймовірності:

1. Ймовірність достовірної події рівна одиниці.

2. Ймовірність неможливої події рівна нулю.

3. Ймовірність випадкової події є число між нулем і одиницею.

 Таким чином, ймовірність будь-якої події А задовольняє нерівності 0 ( P(A)  ( 1.

Відносна частота і статистична ймовірність
Класичне визначення ймовірності при переході від простих прикладів до складних завдань натрапляє на труднощі принципового характеру. По-перше, число елементарних результатів випробування не завжди звичайно, по-друге, дуже часто неможливо представити результат у вигляді сукупності елементарних результатів, по-третє, важко вказати підстави, що дозволяють рахувати елементарні результати рівноможливими. Тому використовують також статистичне визначення ймовірності.

Відносною частотою події А називають відношення числа випробувань m, в яких подія А з'явилася , до загального  числа n фактично проведених 
випробувань ,тобто  
                                          W (A) = 
[image: image69.wmf]n

m

.
При однотипних масових випробуваннях у багатьох випадках спостерігається стійкість відносної частоти події, яка полягає в тому, що в різних дослідах відносна частота змінюється мало (тим менше, чим більше проведено випробувань), коливаючись біля деякого постійного числа. Це число називається ймовірністю події  А в статистичному сенсі.

Для здійснення статистичної ймовірності події А потрібний:

а) можливість хоча б принципово, проводити необмежене число випробувань, в кожному з яких подія А настає або не настає;

в) стійкість відносної частоти події А в різних серіях великого числа випробувань.
Приклад 2.1..В урні міститься 11 кульок: чотири білі і сім чорних. Навмання виймають три кульки. Яка ймовірність, що серед вийнятих кульок усі три – чорні?

Розв'язання.    Подія А - серед вийнятих кульок усі три – чорні. Імовірність події А обчислюється за формулою

Р(А)=
[image: image70.wmf]n

m


Кількість всіх можливих подій п=
[image: image71.wmf])!
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=35:165≈0,212
Відповідь: Р(А)= 0,212
Приклад 2.2. З п(яти букв розрізної абетки складене слово  “ книга ” . Дитина, що не вміє читати , розсипала ці букви і склала потім їх у довільному порядку. Знайти ймовірність того, що в неї знову вийшло слово “ книга ”.

Розв'язування:  З п(яти різних букв можна скласти 5!=
[image: image75.wmf]5
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=120 наборів. Із цих наборів тільки один сприятливий. Отже, за формулою класичної імовірності одержуємо Р(А)=
[image: image76.wmf]120
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;
Відповідь: Р(А)= 
[image: image77.wmf]120
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Приклад 2.3. Підкидають одночасно п гральних кубика п . Яка ймовірність , що сума очок на кубіках буде (п +1)?
Розв'язування: Подія А- сума очок буде (п +1).Ймовірність події А  обчислюєм за формулою Р(А)=
[image: image78.wmf]n
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Відповідь: Р(А)=
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Задачі на безпосереднє обчислення ймовірності.
1. На трьох однакових картках надруковані літери К, Д, П. Картки покладені літерами вниз і перемішані. Після чого витягуються по одній, перевертаються і кладуться зліва на право. Яка ймовірність, що Ви прочитаєте назву нашого навчального закладу? 

2. Куб, всі грані якого пофарбовані, розпиляний на 1000 кубиків однакового розміру, які потім ретельно перемішані. Знайти ймовірність того, що навмання витягнутий кубик матиме пофарбованих граней: а) одну, б) дві, в)три.

3. При стрільбі відносна частота влучень виявилася рівною 0.85. Знайти їх число , якщо всього було зроблено 120 пострілів.

4. Учасники жеребкування тягнуть з ящика жетони з номерами від 1 до 100. Знайти ймовірність того, що номер першого навмання витягнутого жетона не містить цифри 5.

5. Набираючи номер телефону абонент забув останні 2 цифри і, пам'ятаючи лише те, що ці цифри різні набрав їх навмання. Знайти ймовірність того, що набрані потрібні цифри.

6. В ящику з 10 деталей 7 стандартних. Знайти ймовірність того, що серед узятих навмання 6 деталей - 4 стандартних. (Це, так зване завдання  про вибірку, узагальніть її і складіть аналогічні.)

7. Вісім різних книг розставляються поряд на одній полиці. Знайти ймовірність того, що дві певні книги виявляться поставленими поряд.

8. В забігу беруть участь 5 спортсменів: А, Б, В, Г, Д, кожний з яких має однакові шанси на успіх. Яка ймовірність того, що перші три місця займуть відповідно бігуни А, Б, В?

9. Автобус повинен зробити 8 зупинок. Знайти ймовірність того, що жодні два пасажири з п'яти, що їдуть в автобусі, не вийдуть на одній і тій же зупинці.

10. З 15 квитків виграшними є чотири. Яка ймовірність того, що серед 6-ти квитків, узятих на успіх, буде два виграшних?

11. Монета підкинута двічі. Знайти ймовірність того, що хоч би один раз з'явиться цифра.

12. В коло вписаний квадрат. Яка ймовірність того, що точка, навмання поставлена в колі, опиниться усередині квадрата?

13. Двоє друзів умовилися зустрітися у визначеному місці між 13 і 14 годинами. Той ,що прийшов першим чекає другого протягом 20 хвилин, після чого йде. Визначити ймовірність зустрічі друзів, якщо моменти їх приходу у вказаному проміжку часу рівноможливі.

14. З коробки, що містить картки з літерами а, к, о, р, р, т, т витягують одну за іншої літери і розташовують у порядку витягання. Яка ймовірність, що Ви прочитаєте слово трактор? 
3.Теореми складання і множення ймовірності

Сумою (А+В) подій називається подія, що полягає в тому, що в результаті випробування з’явиться або подія А, або  подія В, або обидва разом ( іншими словами, сумою А+В подій А і В називається подія, що полягає в появі хоч би однієї з цих  подій): 

    Якщо події А і В несумісні, то (А + В) – це або подія А, або подія В.

Сумою декількох подій називається подія, що полягає в появі хоч би однієї з цих подій.

Добутком  (А*В) подій А і В називається подія, що полягає в сумісній появі і події А, і події В одночасно.

    Добутком декількох подій називається подія, що полягає в їх сумісній появі.

Подією, протилежною події А, називається подія, що позначається 
[image: image81.wmf]A

 і полягає в тому, що в результаті випробування подія А не відбудеться ( не з’явиться ).

3.1.Теорема суми ймовірності несумісних подій
Ймовірність суми двох несумісних подій рівна сумі ймовірності цих подій:

P(A + B)= P(A)+ P(B)

Наслідок 1. Ймовірність появи одного з декількох попарно несумісних подій, байдуже якого, рівна сумі ймовірності цих подій:

                    Р(А1 + А2+ ...+ Аn)= P(A1)+ P(A2)+ P(A3)+ ...+ P(An).

Наслідок 2. Якщо події А1 A2, A3,…,An утворюють повну групу подій, то сума їх ймовірності|ймовірності| рівна одиниці:  P(A1)+ P(A2)+ P(A3)+ .+ P(An)= 1.

Наслідок3. Сума ймовірності протилежних подій рівна одиниці:

P(A)+ P(
[image: image82.wmf]A

) = 1.

Подія А називається незалежною від події В, якщо ймовірність події А не залежить від того, відбулася подія В чи ні.

Декілька подій називаються незалежними в сукупності, якщо будь-яке з них не залежить від будь-якої сукупності інших.

Подія А називається залежною від події В, якщо ймовірність події А міняється залежно від того, відбулася ця подія В чи ні.

Ймовірність події А, обчислювана за умови, що подія В відбулася, називається умовною ймовірністю події А і позначається Pв(A)
3.2 Теорема множення ймовірності
Ймовірність добутку двох подій рівна добутку  одного з них на умовну ймовірність іншого, обчислену за умови, що перше з них відбулося:

P(AB)= P(A) PА(B)= P(B) Pв(A).

Наслідок 1. Якщо подія А не залежить від події В, то і подія В не залежить від події А.

Наслідок 2. Ймовірність добутку двох незалежних подій дорівнює добутку ймовірності цих подій:

P(AB)= P(A) P(B).

Для обчислення ймовірності сумісної появи більшого числа подій, наприклад, чотирьох, використовують формулу:

P(ABCD)= P(A) PА(B) PАВ(C) PАВС (D).

Для декількох незалежних в сукупності подій ймовірність їх добутку дорівнює добутку їх ймовірностей:

P(A1A2A3…Ап)= P(A1) P(A2)….P(An).
Наслідок 3. Ймовірність появи хоч би однієї з подій A1A2A3…Ап незалежних в сукупності, дорівнює різниці одиниці і добутку ймовірності протилежних подій 
[image: image83.wmf]A

1, 
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n:   P(A1 + A 2 +…+An) = 1 – P(
[image: image86.wmf]A

1) P(
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2)… P(
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n) 
Дві події називаються сумісними, якщо поява однієї з них не виключає появи іншої в одному і тому ж випробуванні.

3.3. Теорема складання ймовірності сумісних подій
 Ймовірність появи хоч би однієї з двох сумісних подій дорівнює сумі ймовірностей цих подій без ймовірностей їх сумісної| появи:

P(A + B)= P(A)+ P(B) – P(A*В). 
Приклад 3.1.  Для кожного приладу імовірність того, що він увімкнений у цей момент, дорівнює 0,6. Знайти імовірність того, що в цей момент увімкнений хоча б один із трьох приладів.

Розв'язання. Знайдемо імовірність протилежної події 
[image: image89.wmf]A

, яка полягає в тому, що в цей момент не ввімкнений жодний із трьох приладів. Одержимо 
Р(
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)=1-0,064=0,936.

Відповідь:  Р(А) =0,936.

Приклад 3.2. Два стрілки роблять по одному пострілу по мішені. Ймовірність враження мішені для першого стрілка дорівнює 0,8, для другого - 0,7. Яка ймовірність того,що мішень буде вражена однією кулею.
Розв’язання: події: В-мішень вражена одною кулею, А- перший влучив; Е- другий влучив; Ā,Ē – протилежні події А і Е. Р(Ā)∙= 1-0,8= 0,2; Р(Ē) = 1- 0,7= 0,3. Очевидно,що В= А∙Ē +Ā∙Е  => Р(В)=Р(А∙Ē +Ā∙Е )= Р(А)∙Р(Ē) + Р(Ā)∙Р(Е )= =0,8∙0,3+0,2∙0,7= 0.38
Завдання на теореми складання і множення ймовірності
1. У магазин поступило 30 телевізорів, 5 серед яких мають приховані дефекти. Навмання відбираються 2 телевізори для перевірки. Яка ймовірність того, що обидва вони не мають дефектів?

2. Ймовірність безвідмовної роботи двох незалежно працюючих сигналізаторів дорівнюють 0.6 і 0.7. Знайти ймовірність того, що спрацюють: а) обидва сигналізатори, б) хоч би один сигналізатор.

3. Вироби перевіряються на стандартність. Ймовірність того, що виріб стандартний дорівнює 0.8. Знайти ймовірність того, що з двох перевірених виробів тільки один стандартний.

4. Партія товару, що складається з 15 ящиків, підлягає прийманню, якщо при перевірці навмання двох вибраних ящиків опиниться, що вироби, які містяться в них, задовольняють стандарту Знайти ймовірність приймання партії, що міститься в 5 ящиках нестандартні вироби.

5. У групі фахівців 3 економісти і 5 юристів. Для проведення перевірки роботи фірми навмання відбираються 4 фахівці. Яка ймовірність того, що ця  група складається з двох юристів і двох економістів?

6. У партії деталей 12 стандартних виробів і 3 нестандартних. 5 деталей, вибраних навмання, перевіряють на відповідність стандарту. Знайти ймовірність того, що серед них не опиниться нестандартних.

7. У екзаменаційному квитку три питання, Ймовірність відповіді на перше питання - 0.9; на другій - 0.7; на третій - 0.5. Знайти ймовірність різних оцінок.

8. На складі телевізійного ательє з наявних 20 мікросхем 6 виготовлені першим заводом, інші - другим. Знайти ймовірність того, що дві навмання узяті мікросхеми виготовлені першим заводом.

9. Студент знає 20 питань з 25-ти. Знайти ймовірність того, що студент знає запропоновані йому екзаменатором три питання.

10. У робочому селищі 11 торгових точок, 8 з яких - ЧП. Для перевірки навмання відбираються 5. Яка ймовірність того, що в число тих, що перевіряються потраплять лише приватні торгівельні підприємства? 


11.Підкинуто монета і гральна кістка. Знайти ймовірність поєднання подій: «з'явився герб», з'явилося 6 очок».


12.Монета кидається доти поки 2 рази підряд не випаде однією і тією ж стороною. Знайти ймовірність наступних подій: а)опит закінчиться до шостого кидання; б)потрібно парне число кидань.


13.Ймовірності влучення мішені першим стрільцем рівна 0,8, другим 0,6. Знайти ймовірність наступних подій: а) мішень уражена двома попаданнями; б) одним пострілом; в)мішень не уражена. 


14.В урні знаходиться 5 білих, 4 чорних і 3 синіх кулі. Кожне випробування полягає в тому, що навмання витягують одну кулю, не повертаючи його в урну. Знайти ймовірність того, що при першому випробуванні з'явиться біла куля, при другому чорна і при третьому – синій.


15.Три електричні лампочки послідовно включені в ланцюг. Ймовірність того, що одна (будь-яка) лампочка перегорить, якщо напруга в мережі перевищить номінальне, рівна 0,6. Знайти ймовірність того, що при підвищеній напрузі струму в ланцюзі не буде.


16. В урні 7 білих і 9 червоних куль. З урни навмання виймають першу кулю, визначають колір. Потім друга куля. Знайдіть ймовірність, що вони обидва білі.


16.1.З урн (завдання 16) одночасно виймають дві кулі. Знайдіть ймовірність того, що вони обидва білі. (Це різні завдання?)

4. Формула повної ймовірності, формули Байеса 
Нехай подія А може відбутися в результаті здійснення однієї події з деякої повної групи подій  H1, H2,… .Hn. Події цієї групи звичайно називають гіпотезами.  Тоді            P(A)= P(H1)PH1(A) + P(H2)PH2 (A) +….+ P(Hn) PHn(A)      (1)
(формула повної ймовірності), причому

P(H1)+P(H2) +…+ P(Hn)= 1.

    Нехай в результаті випробування відбулася подія А, яке могло наступити тільки разом з однією з подій H1,H2,…,Hn, утворюючих повну групу подій (вони називаються гіпотезами). Потрібно ізнайти ймовірність подій H1, H2,. Hn після випробування, коли подія А мала місце, тобто PA(Hi), i = 1,2,…,n. Для знаходження цієї ймовірності використовують 
формули Байеса (формули гіпотез):
                PA (Hi) =
[image: image93.wmf])
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Зауваження.

1.Ймовірність PA(H1) називається післядієвою (апостеріорною) ймовірністю гіпотез Hi, а ймовірність P(Hi) - додієвою (апріорними) ймовірністю гіпотез Hi. Ця ймовірність розрізняється.

2.Знаменник в правій частині формули (2) співпадає з правою частиною 
формули (1) і рівний P(A).
Завдання

1 Два автомати проводять деталі, які поступають на загальний конвеєр. Ймовірність отримання нестандартної деталі на першому автоматі рівна 0.06, на другому - 0.02. Продуктивність першого автомата втричі більша, ніж другого. а) Знайти ймовірність того, що навмання узята з конвеєра деталь нестандартна. б) Узята з конвеєра деталь виявилася нестандартною. Знайти ймовірність того, що вона виготовлена на першому автоматі.

 2 Три хлібокомбінати міста виробляють продукцію, що забезпечує місто хлібобулочними продуктами в пропорції 2:3:5. Перший хлібокомбінат виробляє 30% продукції вищої якості, другий - 40%, третій - 60%. Знайти ймовірність того, що придбаний хлібобулочний виріб виявився вищої якості. Придбаний продукт виявився вищої якості, і знайти ймовірність того, що цей виріб виготовлений на другому хлібокомбінаті. 

3. Повідомлення можна передати листом, по телефону і факсом з однаковою ймовірністю. Ймовірність того, що повідомлення дійде до одержувача в кожній з перерахованих можливостей відповідно рівні 0.7, 0.6 і 0.9. 1) Яка ймовірність отримання повідомлення? 2) Повідомлення адресатом одержане, яка ймовірність, що воно передане факсом?

4. В групі 25 студентів: 4 відмінники, 9 хорошистів, інші - трієчники. Ймовірність отримання оцінки “відмінно” на екзамені з математики для перших - 0.95, для других - 0.7, для трієчників - 0.3. 1) Яка ймовірність того, що навмання узятий студент  одержав на екзамені п'ятірку? 2)  Знайти ймовірність, що він отримав «добре».

5. З 1000 екземплярів однотипного товару 300 належать першій партії, 500 - другій і 200 - третій. У першій партії 6%, в другій 5%, в третій 4% бракованого товару. 1) Визначити ймовірність того, що навмання вибраний екземпляр є бракований. 2) Навмання вибраний екземпляр виявився стандартним, і знайти ймовірність того, що він належить третій партії.

6. В торгове підприємство поступають однотипні вироби з трьох фірм-виробників: 30% з першої, 50% з другої, 20% - з третьої. Серед виробів першої фірми 80% першого ґатунку, другої - 90%, третя фірма виготовляє 70% виробів першого ґатунку.
1) Куплений один виріб, Знайти ймовірність того, що він - першого ґатунку. 
2) Куплений виріб виявився не першого ґатунку і знайти ймовірність того, що він виготовлений третьою фірмою.

7. В ящику три деталі, причому  рівно імовірні всі можливі припущення про число стандартних деталей. У цей ящик кинута стандартна деталь після чого навмання витягується одна деталь. Знайти  ймовірність того, що ця деталь стандартна.

8. В урні 7 білих і 3 червоних кулі. З урни віддаляються  дві кулі, про колір яких невідомо. Після цього з урни витягується одна куля, ізнайти ймовірність того, що ця куля червона.

9. На двох верстатах виробляють  однакові деталі. Ймовірність того, що деталь стандартна, для першого верстата рівна 0.8, для другого - 0.9. Продуктивність другого верстата втричі більша, ніж  першого. 1) Знайти ймовірність того, що узята навмання деталь стандартна. 2) Узята навмання деталь виявилася бракованою, і знайти ймовірність того, що вона зроблена на першому верстаті.

10 В комп'ютерному класі коледжу 7 IОM типу Pentium і 5 комп'ютерів інших модифікацій. Ймовірність збою в роботі протягом навчального заняття для Pentium дорівнює 0.9, для інших комп'ютерів - 0.7.  Студент на занятті працює за довільно вибраним комп'ютером. 1) Знайти ймовірність того, що протягом заняття його комп'ютер не “зависне”. 2) На занятті комп'ютер дав збій в роботі, і знайти ймовірність того, що студент працював на Pentium.

11.Ззнайти ймовірність того, що до першої навмання витягнутої кістки доміно можна приставити і другу.

12. В ящик, що містить три однакові деталі, кинута стандартна деталь, а потім витягнута одна деталь. Знайти ймовірність того, що витягнута стандартна деталь, якщо рівно імовірні всі можливі припущення про число стандартних деталей, що спочатку знаходилися в ящику.

13.Групі студентів для проходження виробничої практики виділено 30 місць: 15 – на «Азоті», 8 – на «Кванті», 7 – на «Ернесті». Яка ймовірність того, що студент і студентка, які товаришують, будуть направлені на одне підприємство, якщо керівник практики нічого  не знає про їх відносини?

14.З колоди, в якій 36 карти, навмання виймають 4 карти. знайдіть ймовірність того, що а) всі ці карти різних мастей; б) ці карти однієї масті; у) ці карти бубнової масті; г) дві карти однієї масті, інші дві іншої масті.

15.Яка ймовірність того, що при n киданнях  гральної кістки хоч би один раз з'явиться шістка?
5. Повторювані незалежні експерименти за схемою Бернуллі
Нехай проводиться серія  з n випробувань, в результаті кожного з яких подія А може відбутися або не відбутися. Припускаємо, що ймовірність p появи події А в кожному випробуванні постійна, тобто не залежить ні від номера випробування, ні від результатів попередніх випробувань.

Послідовність випробувань, що задовольняють вказаній умові, називається послідовністю незалежних випробувань (або схемою Бернуллі).
5.1.Формула Бернуллі
Таким чином, в схемі Бернуллі для кожного випробування є лише два результати: 

1) подія А,  P(A)= p;   2) подія P(
[image: image95.wmf]A

) = q  = 1 - р.

Ймовірність Pn(k) того, що в серії з n випробувань в схемі Бернуллі подія А наступить рівно до раз (байдуже, в якій послідовності), виражається формулою Бернуллі   

Pn (k) = 
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У деяких завданнях потрібно визначити ймовірність того, що в n випробуваннях подія А відбудеться не менше k разів. Використовуючи теорему складання ймовірності і формулу Бернуллі, шукану ймовірність визначають по формулі:

Pn (m > k) = Pn (k) + Pn (k+1) +.+ Pn (n).

Кількість n випробувань, яку необхідно провести  для того, щоб з ймовірністю, не менше Р, можна було стверджувати, що подія А відбудеться хоч би один раз, визначаємо по формулі:

                                                   n 8 
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Найімовірніше значення kо(мода) появ події А в n  випробуваннях 
рівне цілій частині нерівності:

          пр- q < kо< np+p,   
причому:
1) якщо число пр- q - дробове, то kо одне найімовірніше;
2) якщо число пр- q - ціле, то найімовірніших значень два: kо  і   kо +1;
3) якщо число пр. -  ціле,то kо= пр..
5.2. Локальна теорема Лапласа

   Формула Бернуллі стає складно застосовною при великих n. Це пов'язано з обчисленням  
[image: image102.wmf]k
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Існує практично зручний спосіб обчислення ймовірності Pn(k) -наближений, але достатньо точний при великих значеннях n.
Теорема Лапласа. Нехай p - ймовірність появи події А в одному випробуванні, причому 0 < p < 1.  Тоді ймовірність того, що в умовах схеми Бернуллі в n випробуваннях подія А настане рівно k раз, приблизно виражається  рівністю

Pn (k) 
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Формула (1) дає тим більше точний результат, чим більше за n.
Для функції  
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(x) складені таблиці, лише для x > 0, оскільки 
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(x)- парна функція, тобто 
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(-х) = 
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(x).  (Див. додатки В).

5.3. Інтегральна теорема Лапласа

У багатьох завданнях потрібно обчислити Pn(k1, k2) того, що в серії з n випробувань подія А відбудеться не менше k1 і не більше k2 разів. Обчислення цієї ймовірності за допомогою формули Бернуллі при великих n вельми складне.

Зручний наближений спосіб обчислення ймовірності Pn(k1, k2) в схемі Бернуллі дає інтегральна теорема Лапласа.

Якщо ймовірність настання події А в кожному з n незалежних випробувань постійна і рівна p  (0 < p < 1), то має місце наближена нерівність

Pn (k1, k2)=
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Для обчислення ймовірності Pn (k1, k2) формулу (1) представляють у вигляді:

Pn (k1, k2) = Ф(x1) – Ф(x2)     (1*),
де  x1 =
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Ф(х)=
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, функція Лапласа, для якої складені таблиці значень. Оскільки Ф(х) функція непарна, тобто Ф(-х)= -Ф(х), то таблиці складені лише для х> 0. (Див. додатки Б)
Зауваження 1. Формула (1) (або (1*)) дає добрі результати при достатньо великих n.

Зауваження 2. Ймовірність того, що подія А наступить не менше kо раз в n випробуваннях можна обчислювати за формулою (1*), вважаючи k1 = kо k2 = n.

5.4. Теорема Пуассона
Розглянемо схему Бернуллі з малою ймовірністю p появи події А в одному випробуванні і з великою кількістю n випробувань. Нехай при великому n мала ймовірність p така, що pn = λ, де  λ - деяке число. Ймовірність Pn(k) в такій схемі Бернуллі описується теоремою Пуассона. 
Нехай n- достатньо велике, λ >0 постійно і p =
[image: image123.wmf]n
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 наближається до 0. Тоді в схемі Бернуллі з n незалежних випробувань, в кожному з яких ймовірність  настання події А рівна p, має місце наближена рівність:

Pn (k) 
[image: image124.wmf]»
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  (формула Пуассона).
(Таблиця значень для формули Пуассона приведена в Додатку А).

Зауваження. Формулу Пуассона можна застосовувати у випадках, коли число n випробувань «велике», імовірність події p «мала», а  λ = np «ні мале і не велике».
Приклад 5.4.1. Ймовірність влучення в ціль при кожному пострілі - 0,001.Яка ймовірність влучення в ціль двічі при 5000 пострілів.
Розв'язання: р=0,001-мала, п=5000 велике, ймовірність обчислимо за формулою Пуассона, т=2, λ=п∙р=5000∙0,001=5; Р5000(2)= (52⁄2!)∙е-5≈0,0842
Відповідь: Р5000(2)= 0,0842
Завдання

   1. Ймовірність збою в роботі комп'ютера в одному сеансі роботи рівна 0.1. Знайти ймовірність двох збоїв в шести сеансах роботи.

2 Ймовірність появи події А в одному випробуванні рівна 0.4. проведене 5 випробувань. Знайти ймовірність того, що подія А наступить не більше одного разу.

3 Фірма випускає вироби, з яких 80% вищої якості. Яка ймовірність при відборі 100 виробів виявити рівно 18 виробів вищої якості?

4 Хлібокомбінат випускає 90% продукції першого ґатунку Яка ймовірність того, що з 400 виробів хлібокомбінату першого ґатунку опиниться не менше 380?

5 Що ймовірніше виграти у рівносильного суперника (нічиї виключені): три партії з чотирьох або п'ять партій з восьми?

6  Рекламна агенція гарантує, що в якійсь лотереї 2% квитків виграшні. Ви придбали 100 лотерейних квитків. Що ймовірніше, що чотири квитки виявляться виграшними або виграшних не буде жодного.

7 Ймовірність появи події в кожному випробуванні рівна 0.25. Знайти ймовірність того, що в 300 випробуваннях подія наступить від 50 до 80 разів.

8 Схожість насіння нової культури 85%. На дослідницькій ділянці посіяли 500шт. насіння. Знайти ймовірність того, що проростуть від 400 до 450 насіння.
9 Ймовірність появи події А в одному випробуванні рівна 0.4. проведене 400 випробувань. Знайти ймовірність того, що подія А наступить не менше 190 і не більше 215 разів.

10 Друкарня гарантує ймовірність браку палітурки книг 0.0001. Книга видана тиражем 25000 екземплярів. Яка ймовірність того, що в цьому тиражі тільки одна книга має брак палітурки?

     11 Ймовірність появи події А в одному випробуванні рівна 0.9. проведене 100 випробувань. Знайти ймовірність того, що подія А наступить не менше 80 разів.

     12.Известно, що в даному селі 80% сімей мають телевізори. Знайти ймовірність того, що серед 6 випадково відібраних сімей 2 опиняться без телевізора.

     13.В квартирі 8 електролампочок. Ймовірність роботи лампочки протягом року рівна 0,9. Яка ймовірність того, що протягом року доведеться замінити не менше половини лампочок.?  

     14.При проведенні деякого випробування ймовірність появи деякого результату 0,01. скільки разів його потрібно провести, щоб з ймовірністю 0,5 можна було чекати хоч би однієї появи цього результату?  

      15.Яка ймовірності того, що серед навмання 500 вибраних людей двоє народилися 8-го березня? 

       16.Знайти таке число kо, щоб з ймовірністю 0,9, можна було б стверджувати, що серед 900 новонароджених більш  kо хлопчиків. Ймовірність народження хлопчика 0,515.

6.Одновимірні випадкові величини.

Випадковою величиною називається величина, яка в результаті випробування набуває того або іншого числового значення з деякої множини. При цьому наперед невідомо, яке значення буде набувати випадкова величина в результаті досліду.
 Випадкова величина називається дискретною, якщо всі її можливі значення ізольовані один від одного і їх можна занумерувати. 

Випадкову величину  називають безперервною, якщо вона може приймати будь-які значення з деякого проміжку.

Випадкові величини позначатимемо заголовними літерами, наприклад, X, Y, а їх можливі значення відповідними малими літерами x1, x2, . xn; y1, y2,.., ym.       
 Ймовірність того, що випадкова величина прийме значення, дорівнює xi, позначають 

P(X = xi)= pi.

Законом розподілу випадкової величини називається відповідність між її можливими значеннями і ймовірністю, з якою ці значення приймаються.

6.1. Дискретні випадкові величини

Простою формою завдання цього закону для дискретних випадкових величин є таблиця, перший рядок якої містить всі можливі значення випадкової величини, а друга – їх ймовірність:

	Х
	x1
	x2
	.
	xn

	р
	p1
	p2
	.
	pn


Відзначимо, що p1 + p2 +.+ pn = 1.

Для того, щоб надати закону наочнішого вигляду, вдаються до його графічного зображення: по осі абсцис відкладають можливі значення випадкової величини, а по осі ординат – їх ймовірність. Точки (xi, pi ), i =1, 2,..,n, сполучають відрізками прямих. Одержану фігуру називають багатокутником розподілу. 

Числові характеристики дискретної випадкової величини
Мода Мо - випадкова величина,що має найбільшу ймовірність.
Математичне сподівання 

Математичним сподіванням дискретної випадкової величини називається сума добутків можливих значень випадкової величини на їх ймовірності, тобто, якщо X - дискретна випадкова величина, закон розподілу якої має вид:

	Х
	x1
	x2
	.
	xn

	р
	p1
	p2
	.
	pn


знаходиться по формулі:     M(X)= x1p1 + x2p2 + .+ xnpn.

Відзначимо, що при великому числі дослідів значень випадкової величини, що середнє арифметичне спостерігалися, наближається до її математичного сподівання .

Зауваження. Математичне сподівання випадкової величини є величина невипадкова.

Основні властивості математичного сподівання 
1.Математичне сподівання постійної величини дорівнює постійній, тобто, якщо 

C = const, то M(C)= C  

2. Постійний множник можна виносити за знак математичного сподівання, тобто
    M(CX)= CM(X).

  3.Математичне сподівання суми двох випадкових величин дорівнює сумі математичних сподівань цих величин, тобто 
M(X+Y)= M(X)+M (Y)

4. Математичне сподівання добутку двох незалежних випадкових величин дорівнює добутку їх математичних сподівань, тобто M(XY)= M(X)*M(Y), де X і Y- незалежні випадкові величини.

5.Якщо проводиться n незалежних випробувань, в кожному з яких ймовірність появи події А постійна і рівна р. Тоді математичне сподівання М(Х) числа появи події А в n незалежних випробуваннях М(Х)= np (для біноміального закону розподілу випадкової величини)
Дисперсія дискретної випадкової величини

Нехай X – випадкова величина. Випадкову величину |X – M(X)| називають відхиленням. Очевидно, що математичне сподівання відхилення дорівнює 0:

             M [X – M(X)] = 0

Дисперсією (розсіянням) випадкової величини називають математичне сподівання квадрата відхилення від її математичного сподівання, тобто
             D (X) = M(X - M(X))2.    (1)

Дисперсія характеризує міру розсіяння можливих значень випадкової величини по відношенню до її математичного сподівання.

Нерідко замість формули (1) в обчисленнях використовують еквівалентну їй формулу  
D (X) = M(X2) – (M(X))2      (2)

Властивості дисперсії:

1) Дисперсія постійної величини дорівнює нулю, тобто D(С)=0

2) Постійний множник можна виносити за знак дисперсії, підносячи його до квадрату, тобто D(CX)=C2DX.

3) Дисперсія суми або різниці двох незалежних випадкових величин рівна сумі їх дисперсій
 D(X ± Y)= D(X)± D(Y)
4) Дисперсія числа появи події А в n незалежних випробуваннях, в кожному з яких ймовірність події А постійна, рівна добутку числа випробувань на ймовірності появи і не появи події в одному випробуванні:
 D(X)= npq.

Наслідок: D(C + X)= D(X), де C – постійна.

Зауваження. Дисперсія D(X)  має розмірність квадрата одиниці розмірності випадкової величини X. Це створює певні незручності, тому вводять показник розсіяння випадкової величини, що має ту ж розмірність, що і випадкова величина. Для цього обчислюють квадратний корінь з дисперсії. Одержану величину називають середнім квадратичним відхиленням (стандартом) і позначають σ(X), тобто 
σ(X)= 
[image: image126.wmf]D(X)


Відзначимо, що середнє квадратичне відхилення суми кінцевого|скінченного| числа взаємно незалежних випадкових величин:

σ(X1 + X2 + X3 + … + Xn )= 
[image: image127.wmf])
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Початковим моментом k-го порядку для випадкової величини Х називають математичне сподівання величини Хk:
[image: image128.wmf])
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Користуючись цими моментами формулу для обчислення дисперсії можна записати так:

D (X) = M(X2) – (M(X))2 = 
[image: image131.wmf]2
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           Центральним моментом порядку k випадкової величини Х називають математичне сподівання величини (Х – М(Х))к
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Неважко вивести співвідношення:
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    Приведемо знамениту в теорії ймовірності нерівність П.Л. Чебишева:

P( (x - а( ( ()(
[image: image136.wmf]2
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, де х – значення випадкової величини, а – математичне сподівання, ( - будь-яке наперед задане скільки завгодно мале число. Ця нерівність дозволяє оцінити ймовірність відхилення випадкової величини від її математичного сподівання. З цієї нерівності можна одержати закон великих чисел:
(P(w – p)< () ( 1, де w – відносна частота появи події А в n незалежних випробуваннях, p – класична ймовірність його появи в кожному окремому випробуванні, тобто: з ймовірністю, скільки завгодно близькою до одиниці, можна  стверджувати, що при достатньо великому числі незалежних випробувань частота появи спостережуваної події як завгодно мало відрізняється від його ймовірності в окремому випробуванні.
Приклад 6.1.1. Знайти математичне сподівання а) M(X), b) дисперсію D(X), в)середнє квадратичне відхилення 
[image: image137.wmf]s

(X) , d) моду дискретної випадкової величини X по заданому закону розподілу.

	Х
	   1     
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	9
	10
	11
	12

	p
	0,05
	0,05
	0,05
	0,1
	0,15
	0,2
	0,15
	0,1
	0,05
	 0,05
	0,05


Розв'язування:  Обчислимо математичне сподівання:
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Обчислимо дисперсію: 
[image: image139.wmf]8875

,

7

25

,

6

05

,

0

12

05

,

0

11

05

,

0

10

1

,

0

9

15

,

0

7

2

,

0

6

15

,

0

5

1

,

0

4

05

,

0

3

05

,

0

2

05

,

0

1

)

(

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

=

-

×

+

×

+

×

+

+

×

+

+

×

+

×

+

×

+

×

+

×

=

Х

D


Обчислимо середнє квадратичне відхилення 
[image: image140.wmf]s

(X):


[image: image141.wmf]s

(X)=  
[image: image142.wmf]D(X)

=√7,8875  ≈2,81
Мода (випадкова величина,що має найбільшу ймовірність):Мо=6. 
Відповідь:М(Х)=6,25; D(X)= 7,8875, 
[image: image143.wmf]s

(X)= 2,81 , Мо=6.
Приклад 6.1.2. Порівняти роботу двох дилерів Х таYз продажі нерухомого майна, якщо закони розподілу кількості проданих за тиждень об’єктів для кожного дилера мають такий вигляд .
	Х
	1
	2
	3
	4

	Р
	0,3
	0,2
	0,2
	0,3


	Y
	1
	2
	3
	4

	 Р
	0,2
	0,3
	0,3
	0,2


Розв’язування. Знайдемо для кожної випадкової величини Х та Y математичне сподівання: 
[image: image144.png]MX =1-0,3+2-0,2+3-0,2+4 0,3 =2,5



 [image: image145.png]MY =1-0,2+2-0,3+3:0,3+4 -0,2 =2,5.




Оскільки M(X)=M(Y) (середні значення для обох дилерів співпадають), то для порівняння їх роботи ми змушені шукати дисперсії.

[image: image146.png]MX?* =1 -03+2° -0,2+3° -0,2+4° 0,3 =7,7;




[image: image147.png]MY? =17 -02+2° -0,3+3% -0,3+4° -0,2 =7,3;




[image: image148.png]DX =Mx?- (MXx)* =7,7- (2,5)* =1,45;




[image: image149.png]DY =MY? - (MY)* =7,3- (2,5)* =1,05.




Відповідь: Отже, при однакових математичних сподіваннях кількості об’єктів проданих кожним дилером розсіювання в першого є більшим, ніж у другого, тобто результати другого є стійкішими, кращими. 
Приклад 6.1.3.В містечку тільки три великих підприємства. Ймовірність невчасної сплати податку першим підприємством дорівнює 0,05, другим – 0,07 і третім – 0,09. Записати закон розподілу дискретної випадкової величини  Х– кількість підприємств, що вчасно сплатять податок. Обчислити математичне сподівання величини X.

Розв’язування. Випадкова величина X може приймати чотири значення: 0, 1, 2 та 3. Для кращого розуміння розглянемо ще чотири події. Нехай подія Аk ={вчасно сплатять податок k підприємств} (k=0,1,2,3). Знайдемо ймовірності цих подій, тобто ймовірності того, що величина X прийме кожне з розглянутих значень.

Позначимо ймовірність вчасної сплати податку i-им підприємством через pi, а невчасної: qi=1- pi . За умовою задачі p1=0,95, p2 =0,93; p3=0,91, а q1= 0,05; q2 = 0,07; q3 =0,09. Тоді  P(A0)=P(X=0)= q1q2 q3 = 0,05 *0,07 *0,09=0,000315

P(A1)=P(X=1)= p1q2 q3+ q1p2 q3 + q1q2 p3 = 0,013355

P(A2)=P(X=2)= p1p2 q3+ q1p2 p3 + p1q2 p3 = 0,182345

P(A3)=P(X=3)= p1p2 p3 = 0,95 *0,93 *0,91=0,803985

Отже, закон розподілу дискретної випадкової величини X у табличній формі запишеться таким чином

	X
	0
	1
	2
	3

	P
	0,000315
	0,013355
	0,182345
	0,803985


Математичне сподівання цієї величини буде
M(X)=0 *0,000315+1*0,013355+2*0,182345+3*0,803985=2,79
Завдання

1.Знайти математичне сподівання а) M(X), b) дисперсію D(X), в)середнє квадратичне відхилення 
[image: image150.wmf]s

(X) дискретної випадкової величини X по заданому закону розподілу.

                         1.1                                                                     1.2

	 X
	1 
	3
	4
	7

	p
	0,1
	0,5
	0,2
	0,2


	X
	-3
	0
	1
	3

	P
	0,1
	0,2
	0,4
	0,3


                              1.3                                                                     1.4

	   X
	2
	3
	5
	6

	   р
	0,3
	0,2
	0,1
	0,4


	 X          
	-3
	-2
	1
	3

	p
	0,1
	0,5
	0,2
	0,2


                             1.5                                                                     1.6

	X
	1
	2
	4
	5

	p
	0,4
	0,3
	0,1
	0,2


	 X
	-3
	-2
	1
	     2

	P
	0,1
	0,2
	0,5
	0,2


             1.7                                                                  1.8 

	X
	2
	5
	6
	8

	p
	0,1
	0,6
	0,1
	0,2


	X
	-4
	-2
	0
	5

	p
	0,4
	0,2
	0,1
	0,3


                             1.9                                                               1.10
	X
	2
	3
	6
	8

	p
	0,1
	0,4
	0,3
	0,2


	X
	1
	3
	5
	6

	p
	0,5
	0,1
	0,1
	0,3


2. Знайти математичне сподівання числа появи події А в 20-ти незалежних випробуваннях, якщо в кожному випробуванні ймовірність появи події рівна 0,25.

3. Випадкова величина Х може приймати два можливі значення: x1 з ймовірністю 0,3 і x2 з ймовірністю 0,7, причому x2 > x1.  Знайти х1 і х2, знаючи, що М(Х)= 2,7 і D(X)= 0,21 
4. Стрілок вражає мішень з ймовірністю - 0,7. Він робить 4 постріли. Побудувати закон розподілу випадкової величини Х: х0 - мішень не уражена, х1 – мішень уражена одним пострілом і т.д. Знайти математичне сподівання, дисперсію і середнє квадратичне відхилення  

5. У мисливця 4 патрони. Він стріляє по зайцю, поки не влучить або поки не кінчаться патрони. Знайдіть математичне сподівання кількості пострілів, якщо ймовірність попадання при одному пострілі 0,25. 

      6. Стрільба по мішені ведеться до k-го попадання. Запаси патронів не обмежені. Ймовірність попадання р. Обчислити|, скільки в середньому буде витрачено патронів.
       7. В урні а білих і b червоних куль. Навмання виймають k куль (k < а + b). Знайти математичне сподівання і дисперсію числа вийнятих білих куль.

      8. З всієї продукції фірми, що випускається, 95% складають стандартні вироби. Навмання відібрані 6 виробів. Нехай Х - число стандартних деталей серед цих відібраних. Знайдіть D(x).


      9. Автомобіль на дорозі зустріне 4 світлофори, кожний з яких пропустить його з ймовірністю 0,6. Знайдіть математичне сподівання і дисперсію числа світлофорів до першої зупинки.
6.2.Неперервні випадкові величини
Функція розподілу і щільність ймовірності
Закон розподілу, розглянутий вище (у вигляді таблиці), придатний тільки для дискретних випадкових величин. Для характеристики неперервних випадкових величин вводять функцію розподілу F(x)= P (X < x), яка називається також інтегральною функцією розподілу або інтегральним законом розподілу випадкової величини X (x-довільне дійсне число).

Відмітимо, що функція розподілу має сенс і для дискретних випадкових величин і може бути записана у вигляді: F(x)= 
[image: image151.wmf]å
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[image: image152.wmf]
Властивості функції розподілу:

1. F(x) – величина безрозмірна і 0  < F(x) <  1 

2. F(x) – неспадна функція, тобто, якщо x1 >x2 то F(x1) > F(x2)
3. Р( а < X < b)= F(b) - F(a)
4.
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     Графік функції розподілу показаний на рис.2.

Для неперервних випадкових величин нерідко замість функції F(x) зручніше використовувати функцію f(x), яка визначається рівністю f(x)=F’(x) і називається щільністю ймовірності або диференціальним законом неперервної випадкової величини Х.   Графік щільності показаний на рис.1.

Властивості щільності ймовірності
1. f(x) = 0

2.
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 якщо ж можливі значення випадкової величини належать відрізку
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                          0       при  x < а
          f(x)=        FI(x) при a <x < b
                          0       при  x > b
3. Р( а < x <` b)= 
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                         Рис. 1.                                                                                   Рис. 2 .
Числові характеристики безперервної випадкової величини

Мода Мо(Х) для неперевної випадкової величини Х називають те її можливе значення , якому відповідає локальне максимальне значення щільності розподілу ймовірності:

                                      f(Мо)= max f(x)
Зокрема, якщо розподіл має 2 однакових максимума,то цого називають бімодальним або двомодальним і більше – мультимодальним.
Медіана Ме(Х) для неперевної випадкової величини Х називають те її можливе значення , якому відповідає рівність:

Р(Х < Ме(Х))= Р(Х > Ме(Х))
Геометрично Ме(Х) - точка,в якій ордината f(x) поділяє навпіл площу , обмежену кривою розподілу. 
Математичне сподівання M(X) безперервної випадкової величини X, можливі значення якої належать відрізку
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, визначається формулою 

M(X) =
[image: image162.wmf]ò
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, 
де f(x) - щільність ймовірності випадкової величини X.

Якщо можливі випадкові значення випадкової величини належать всій числовій осі, то 
M(X) =  
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Аналогічно дисперсії дискретної випадкової величини визначається дисперсія безперервної випадкової величини:

D (X) = 
[image: image164.wmf]ò
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Якщо можливі значення випадкової величини належать всій числовій осі, то  
D(X)= 
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Практично замість формул (*) і (**) зручніший використовувати відповідно формули:

D (X) =
[image: image166.wmf]ò
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;                  D(X)=
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Зауваження. Властивості  M(X) і D(X) аналогічні відповідним властивостям числових характеристик дискретної випадкової величини.

σ (X) = 
[image: image168.wmf])

(

X

D

  - середнє квадратичне відхилення випадкової величини (стандарт).

Приклад 6.2.1.Закон розподілу неперервної випадкової величини X задано функцією
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Знайти щільність розподілу ймовірностей f(x). Обчислити ймовірність того, що випадкова величина належить проміжку P(2,5<X<3,5).
Розв'язання.Обчислюємо похідні від закону розподілу X
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Це і буде щільність розподілу ймовірностей. Імовірність події (2,5<X<3,5) обчислимо за формулою:Р(2,5 <Х< 3,5)= F(3,5) -F(2,5)= 1,53/8 - 0,53/8=0,40625

Завдання.
Випадкова величина Х задана функцією розподілу F(x).  Знайти:

а) функцію щільності розподілу f(x);

б) математичне сподівання M(X);

в) дисперсію D(X) і середнє квадратичне відхилення ( (X)
г) побудувати  графіки функцій F(x) і f(x).

 SHAPE  \* MERGEFORMAT 


       SHAPE  \* MERGEFORMAT 


        SHAPE  \* MERGEFORMAT 


       SHAPE  \* MERGEFORMAT 
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             SHAPE  \* MERGEFORMAT 
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6.2.1 Рівномірний розподіл

    Розподіл ймовірності називається рівномірним, якщо на інтервалі, якому належать всі можливі значення безперервної випадкової величини, щільність ймовірності зберігає постійне значення, а поза цим інтервалом вона рівна нулю.

Для рівномірно розподіленої випадкової величини X,  можливі значення якої належать відрізку 
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 (див. рис3.), щільність ймовірності має вид:

f (x) = 
[image: image182.wmf]
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                                                                     рис.3

  Функція розподілу F(x)= 
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   див. рис.4
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                                                     рис.4
Числові характеристики  M(X)=
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Приклад 6.2.1.1.Автобуси деякого маршруту  йдуть за розкладом з  інтервалом 5хвилин. Знайти ймовірність того, що пасажир , який підійде до зупинки, буде очікувати черговий автобус  менше 3 хвилин.
Розв’язання:Випадкова величина Х – термін очікування розподілена рівномірно в інтервалі [0,5]. Її щільність буде   f(x)= 1\5 при 0< х <5 та  f(x)=0  при х< 0; х > 0. 
Пасажир буде очікувати черговий автобус  менше 3 хвилин, якщо він підійде до зупинки через 2хв. після відправлення  попереднього автобуса. Тобто  шукана ймовірність рівна ймовірності того , що випадкова величина Х буде мати значення з проміжку [2,5], тобто Р(2 < х <5) = (1/5)∙х2|5=(1/5)∙(5-2)= 3/5

Завдання.

 Для випадкової величини X, розподіленої рівномірно на відрізку [а,b], написати функцію розподілу F(x), щільність ймовірності f(x). Знайти математичне сподівання М(Х), дисперсію D(X) і середнє квадратичне відхилення  ( (X), якщо заданий відрізок:


6.1.1  [1,5];      
  6.1.2   [2,6];



6.1.3  [4,8];     
  6,1.4   [0,5];


 6.1.5  [9,11];  
  6.1.6   [8,10];


6.1.7  [4,9];
            6.1.8   [3,13];


6.1.9  [1,6];
            6.1.10 [10,15].

6.2.2. Нормальний розподіл

Безперервна випадкова величина X має нормальний закон розподілу, якщо її функція щільності ймовірності  має вигляд:

                        f(x) =
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,   де a є R,  σ > 0 - параметри розподілу.
Графік функції f (x) називають нормальною кривою або кривою Гауса  -  рис.5.  
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                            рис.5                                                         рис.6.
Вона має  властивості:  

1)  крива симетрична відносно прямої x = а;

2) функція має максимум  f(x) = 
[image: image193.wmf]p
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3) при   x 
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  ± ∞  крива наближається до осі Ox;

4) крива орієнтована угнутістю вниз при x є (а - σ, а + σ) і угнутістю вгору при 

x 
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), а – це математичне сподівання нормальної випадкової величини, 
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 - її середнє квадратичне відхилення

     Ймовірність попадання нормальної випадкової величини в інтервал (α, β) визначається по формулі:

P(α  < X < β)=
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ø

ö

ç

è

æ

-

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

s

a

s

b

a

Ф

a

Ф

, де Ф(х) – функція Лапласа.
     Значення Ф(х) – додатку Б, враховуючи , що Ф(-х) = Ф(х).
     Ймовірність попадання нормальної випадкової величини в інтервал, симетричний відносно математичного сподівання, визначається формулою:

P(
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      Зокрема , з цієї формули одержуємо P(
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)= 2 Φ(3)= 0,9973

звідки слідує правило трьох сигм для нормального розподілу: практично достовірно, що відхилення нормальної випадкової величини від її математичного сподівання не перевищує потрійного середнього квадратичного відхилення.(Слова «практично достовірно означають, що лише в 0,27% випадків відхилення нормальної випадкової величини від її математичного сподівання може перевершити 3
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Нормально розподілені випадкові величини широко зустрічаються в природі, на практиці. Видатним  російським математиком А.М. Ляпуновим була доведена центральна гранична теорема теорії ймовірності, з якої витікає наступний наслідок : якщо випадкова величина є сумою дуже великого числа взаємно незалежних випадкових величин, вплив кожної з яких на всю суму нескінченно мале, то ця випадкова величина має розподіл, близький до нормального. 
Приклад6.2.2.1. Для випадкової величини X, розподіленої по нормальному закону, відомі математичне сподівання M(X)=а=2 і дисперсія D(X) =1. Записати щільність ймовірності f(x) і знайти ймовірність попадання випадкової величини X в інтервал  ((,()=(2,4).
Розв'язання:щільність розподілу f(x)=[1/1√(2π)]∙е-(х-2)*2/2∙1
Р(2< Х< 4)= Ф((4-2)/1)- Ф((2-2)/1) = Ф(2)-Ф(0)= 0,4772- 0=0,4772
В додатку Б значення функції Ф(2)=0,4772; Ф(0)=0
Завдання.
1.  Для випадкової величини X, розподіленої по нормальному закону, відомі математичне сподівання M(X) і дисперсія D(X). Записати щільність ймовірності f(x) і  знайти ймовірність попадання випадкової величини X в інтервал  ((,():

1  M(X)= 1,  D(X)= 1   (2,4);
                      6  M(X)= 2,  D(X)= 4  (1,5);


2  M(X)= 3,  D(X)= 4  (2,6);                       7  M(X)= 2,  D(X)= 9  (1,3);


3  M(X)= 5,  D(X)= 4  (3,7);                       8  M(X)= 6,   D(X)= 16  (4,7);


4  M(X)= 1,  D(X)= 4  (0,3);
                      9  M(X)= 3,  D(X)= 16  (1,5);

5  M(X)= 8,  D(X)= 4  (5,10);                    10  M(X)= 4,  D(X)= 9  (2,7)

2. Математичне сподівання нормально розподіленої випадкової величини дорівнює 10, а дисперсія 4. Знайти ймовірність того, що в результаті випробування ця випадкова величина прийме значення з інтервалу [12; 14].

3. Дослідниками встановлено, що 20% школярів не знають правил вуличного руху. У випадковій вибірці 1600 учнів. Скільки учнів знають правила вуличного руху з гарантією в 95%? 

4. На базар поступила крупна партія яловичини. Припускається, що вага туш – випадкова величина, що підкоряється нормальному закону розподілу з математичним сподіванням а = 950кг. і середнім квадратичним відхиленням ( = 150кг.

4.1.Визначте ймовірності того, що вага випадково відібраної туші: 
а) буде більше за 1250кг.; б) виявиться меншим 850кг.; в) знаходитиметься між 800 і 1300кг.; г) відхилиться від математичного сподівання менше, ніж на 50кг.; 
д) відхилиться від математичного сподівання більше, ніж на 50кг.

4.2.Знайдіть границі, в яких відхилення ваги випадково відібраної туші від свого математичного сподівання не перевищить потрійного середнього квадратичного відхилення (проілюструйте правило трьох сигм).

4.З ймовірністю 0,899 визначити границі, в яких знаходитиметься вага випадково відібраної туші. Яка за цієї умови максимальна  величина відхилення ваги випадково відібраної туші від свого математичного сподівання?
     5. Фірма збирається придбати партію з 10000 одиниць деякого товару. З минулого досвіду відомо, що 1%  товарів даного типа має дефекти. Яка ймовірність того, що в даній партії опиниться від 950 до 1050 дефектних одиниць товару?

     6. Підлягають дослідженню 400 проб руди. Ймовірність промислового вмісту метала в кожній пробі для всіх проб однакова і рівна 0,8. Знайти ймовірність того, що для проб з промисловим вмістом металу відхилиться від ймовірності промислового вмісту металу в кожній пробі не більше, ніж на 0,05.
    7.Фирма, що займається продажем товарів по каталогу, щомісячно отримує замовлення поштою. Число цих замовлень є нормально розподілена випадкова величина з середнім квадратичним відхиленням  (= 560 і невідомим математичним сподіванням. У 90% випадків число щомісячних замовлень перевищує 12439. Знайдіть очікуване середнє число замовлень, що отримуються фірмою за місяць.

    8.Вага тропічного грейпфрута – нормально розподілена випадкова величина з невідомим математичним сподіванням і дисперсією, рівною 0,04. Агрономи знають, що 65% фруктів важать менше, ніж 0,5кг. Знайдіть очікувану вагу випадково вибраного грейпфрута. 

   9.Для вступу до деякого університету необхідно скласти вступні іспити. В середньому їх витримують лише 25% абітурієнтів. У приймальну комісію подано 1 889 заяв. Чому дорівнює ймовірність того, що хоча б 500 абітурієнтів складуть всі іспити (наберуть прохідний бал)? 

    10.Вага товарів, що поміщаються в контейнер певного розміру, - нормально розподілена випадкова величина. Відомо, що 65% контейнерів з товаром мають чисту вагу більше, ніж 4,9 т. і 25% - мають вагу менше, ніж 4,2 т. Знайдіть очікувану середню вагу і середнє квадратичне відхилення чистої ваги контейнера.

    11.Комп,ютерна система містить 45 однакових мікроелементів. Ймовірність того, що будь-який мікроелемент працюватиме в заданий час, дорівнює 0,80. Для виконання деякої операції потрібно, щоб принаймні 30 мікроелементів були в робочому стані. Чому дорівнює ймовірність того, що операція буде виконана успішно? 

6.2.3. Показовий розподіл

Безперервна випадкова величина X має показниковий (експоненціальний) закон розподілу, якщо функція її щільності ймовірності має вид:
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Графік функції у = f(x) має вид на рис.6.
[image: image204.png]O"

A 4




       рис.6
Функція розподілу показової випадкової величини Х має вид:

F(x)= 
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Графік функції у = F(x) має вид на рис.7.
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              рис.7

Для показникової випадкової величини Х:  
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Ймовірність попадання в інтервал [а;b]:   P(а <X < b)=  F(b) - F(a) 

Приклад 6.2.3.1. Написати щільність ймовірності f(x), функцію розподілу F(x). Знайти математичне сподівання М(х), дисперсію D(x) та середнє квадратичне відхилення ((х), якщо: ( = 0,8.

Розв’язання:   Щільність ймовірності f(x)
                      f(x)= 0,8e -0,8x,  x ≥ 0,  при  x < 0     f(x)= 0                                            

    Функцію розподілу 

                  F(x)  = {1 - 0,8e -0,8x,  x ≥ 0,    при  x < 0     f(x)= 0
Математичне сподівання М(х) та середнє квадратичне відхилення ((х)

М(х)= ((х)=1/0,8= 5/4=1,25; дисперсія D(x)= 1:0,82 = 100/64= 1,5625

Відповідь: М(х)= ((х)=1,25; D(x)= 1,5625 ; функції розподілу в розв’язанні .
Приклад 6.2.3.2. Термін безвідмовної роботи приладу розподілений по показовому розподілу  f(t)= 0,01e -0,01t, де t – час в годинах . Знайти ймовірність роботи приладу безвідмовно 100 годин.

Розв’язання: ймовірність виходу зі строю приладу на протязі терміну часу t
 Р(Т< t)= F(t) , тому ймовірність роботи приладу безвідмовно t годин буде
Р(Т> t)= 1- F(t); Р(Т> 100) = 1- 1+ e -0,01t = e -0,01∙100 = e -1 = 0,368
Відповідь: Р(Т> 100)=  0,368

Завдання.
1.Випадкова величина Х розподілена по показовому закону щільністю ймовірності   
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1.Написати щільність ймовірності f(x), функцію розподілу F(x). Знайти математичне сподівання М(х), дисперсію D(x) та середнє квадратичне відхилення ((х), якщо: 

1.1  ( = 1; 1.2 ( = 2;  1.3 ( = 4; 1.4 ( = 0,4; 1.5  (= 5; 1.6 ( = 8; 1.7 ( = 10;  1.8 ( = 0,5;

1.9 ( = 0,25;  1.10 ( = 0,1;  1.11 ( = 0,125;  1.12  (= 0,525;  1.13 ( = 0,9.

2. Термін безвідмовної роботи електронної схеми розподілений за законом p(x)= 0,03е-0,03x, де х означає час в годинах. Знайти ймовірність того, що мікросхема пропрацює безвідмовно не менше 100 годин.

3. 98% паливних насосів дизельних тракторів виходить з ладу після 3000 мотогодин. Яка ймовірність того, що насос вийде з ладу в інтервалі часу від 2000 до 2500 мотогодин?
7.Система двох випадкових дискретних величин Х i Y 
  Закон розподілу двох дискретних випадкових величин є таблиця з  переліком можливих значень Y = уі,  Х = хj та відповідних цим значенням вірогідностей спільної появи їх, а саме:

	        \  Х=хj
Y=уі  \
	     х1
	   х2
	   х3
	     …
	   хj
	    ….
	      хт
	     руі

	       у1
	    р11
	  р12   
	   р13   
	    …
	   р1j   
	    …
	    р1т
	   ру1

	        у2
	     р21   
	   р22
	   р23
	   …
	   р23
	
	   р2т
	   ру2

	      …
	   …
	    …
	    …
	  …
	   ….
	      ….
	    …
	    …

	        уі
	     рі1
	     рі2
	     рі3
	
	     рі j
	     
	     ріт
	    руі

	      …
	   …
	    …
	      …
	  …
	   ….
	      ….
	    …
	    …

	       уп
	      рп1
	     рп2
	      рп3
	
	    рп j
	
	    рпт
	     рут

	       рхj
	     рхj
	  рхj
	     рхj
	
	    рхj
	
	    рхт
	       1


          Основні числові характеристики для системи випадкових величин (X,Y)
Числові характеристики складових:
Математичне сподівання складової Х та Х2:
M(X)= x1p1 + x2p2 + ….+ xтpт;        M(X2)=( x1)2p1 +( x2)2p2 + ….+ (xт)2pт.

Дисперсія:        
D (X) = M(X - M(X))2          або      D (X) = M(X2) – (M(X))2
Середнє квадратичне відхилення: 
σ (X)= σx=
[image: image209.wmf]D(X)


Математичне сподівання складової Y та Y 2 :

M(Y)=y1p1 + y2p2 + ….+ ynpn ;   M(Y2)=( у1)2p1 + (у2 )2p2 + ….+( уn )2pn;
Дисперсії:            
D (Y) = M(Y  - M(Y))2    або     D (Y) = M(Y 2) – (M(Y))2
Середнє квадратичне  відхилення:  
σ( Y)= σy = √ D (Y)
Математичне сподівання складової (ХY):

М(ХY)=∑∑ уі хj pij
 Кореляційний момент                            
Кху = М(ХY) – М(Х)М(Y)
Якщо кореляційний момент Кху = 0,то між Х і Y,що належать системі (Х,Y) - відсутній. Коли  Кху  ≠ 0,то зв’язок існує.
Коефіцієнт кореляції    
rxy= Кху/σyσx ,        
 rxy|< 1.
Приклад 7.1.Розподіл вірогідності дискретної двовимірної випадкової величини задано таблицею.

Знайти : 1) закони розподілу складових Х і Y; 

2) математичне очікування і дисперсії складових.

	           X
          Y
	           4
	          9
	         12

	             6
	         0,16
	       0,14
	       0,35

	             7
	         0,20
	       0,10
	       0,05

	
	
	
	


Розв’язання:   1)  закони розподілу складових  Х і Y, коефіцієнт кореляції:

	            Х
	           4
	          9
	         12

	р
	         0,36
	       0,24
	       0,40


	          Y  
	           6
	          7

	             р
	         0,65
	       0,35


1) Математичні очікування (сподівання): 
М(Х)=4∙0,36+9∙0,24 +12∙0,40 =  8,4,         М(Y)=6∙0,65+7∙0,35 = 6,35  
М(ХY)= 4∙6∙0,16+4 ∙7∙0,2+9∙6 ∙0,14+9∙7∙0,1+12∙6∙0,35+12∙7∙0,05 =  52.7 

Дисперсії:  D (X) = M(X2) – (M(X))2  =42*0,36+92*0,24 +122*0,40 –8,42 =  12.24  

 D (Y) = M(Y2) – (M(Y))2= 62*0,65+72*0,35 –6,352= 0.2275
Середні  квадратичні відхилення: σx=
[image: image210.wmf]D(X)

≈3.499; σу=√ D (Y)≈0.477.
Кореляційний момент :  Кху = М(ХY) – М(Х)М(Y)= 52.7-8,4∙6,35= -0.64

                                                          Кху= -0.64
Коефіцієнт кореляції: 

rxy= Кху /σyσx = -0.64 : (3.499∙0.477) ≈ -0.38
rxy= -0.38

Контрольна робота з розділу «Теорія ймовірностей»
Мета виконання контрольної роботи є перевірка знань та навичок , необхідних для розв’язання завдань з теорії ймовірностей. Повний комплект контрольної роботи складається з 30 варіантів, які рівноцінні за об’ємом та ступенем складності. 

При розв’язуванні задач потрібно обґрунтувати кожен етап , опираючись теоретичні положення курсу. Якщо задача має декілька способів розв’язування, то слід вибрати найбільш раціональний. Ознайомившись з умовою завдання, слід 
осмислити  її зміст, пригадати розділи теорії ,покладені в основу задачі  та поєднати їх з умовою задачі. Відповіді на поставлені завдання повинні  супроводжуватись короткими та обґрунтованими поясненнями.
Шкала  оцінювання:
 «5» - від 17 до 20 балів 

«4» - від 13 до 16 балів 

«З» - від 10 до 12 балів

Зразки варіантів контрольної роботи з дисципліни  наведені нижче
Контрольне завдання № 1

1. Класичне означення ймовірності. (2б)

Підкидають п гральних кубиків. Визначити вірогідність того, що сума очок,які випали на гранях кубиків буде дорівнювати п.

2. Теореми додавання і множення ймовірностей. (2б) 

У мішку змішані нитки, серед яких 80% білі, а інші – червоні. Визначити вірогідність того, що вийняті навмання дві нитки виявляться одного кольору.

3. Формула повної ймовірності. Формула Байєса. (3б)

Є два однакові ящики з кульками. В першому ящику 4 білих і 6 чорних куль, в другому - 5 білих і 10 чорних. Навмання вибирають один ящик і витягають з нього кулю. Яка ймовірність того, що витягнута куля виявиться білою?

4. Повторні незалежні випробування за схемою Бернуллі. (2б)

Вироби деякого виробництва містить 5% браку. Знайти вірогідність того, що серед 600 взятих навмання виробів 25 бракованих.

5. Дискретні випадкові величини і їх числові характеристики. (3б) 

Закон розподілу дискретної випадкової величини заданий таблицею.

Знайти : 1) невідому ймовірність розподілу; 2) математичне сподівання  М(Х));

3) дисперсію D(Х), середнє квадратичне відхилення.

	xi
	20
	25
	30
	35
	40

	pi
	0,2
	0,3
	 
	0,1
	0,2


6. Система двох випадкових величин. (4б) 

Розподіл вірогідності дискретної двовимірної випадкової величини задано таблицею.

Знайти : 1) закони розподілу складових Х і Y; 
       2) математичні очікування 

2)  дисперсії складових, середнє квадратичне відхилення, 

3) коефіцієнт кореляції rxy .

	           X
         Y
	           3
	          7
	         12

	           5
	         0,16
	       0,14
	       0,35

	           7
	         0,20
	       0,10
	       0,05


7. Непереревна випадкова величина. (4б) 

Неперервна випадкова величина Х задана інтегральною функцією розподілу. 
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      а = 3; в = 4.
Знайти : а) диференціальну функцію f(x) і побудувати її графік;

б) вірогідність того, що в результаті випробування Х набуде значення, що належить 
інтервалу ( а; в);в) математичне сподівання .

Контрольне завдання №2

1. Класичне означення ймовірності. (2б)

З шести карток з буквами І Д С Т У К навмання одну за одною вибирають

чотири картки і розташовують в ряд в порядку появи. Яка ймовірність того, що вийде
 слово «СТУК»?

2. Теореми додавання і множення ймовірностей. (2б) 

Робітник обслуговує три верстати. Вірогідність того, що впродовж зміни його уваги буде 
потребувати перший верстат рівна 0,3, другий – 0,35, третій – 0,15. Знайти вірогідність 
того, що впродовж зміни уваги робітника будуть потребувати будь-які два верстати.

3. Формула повної ймовірності. Формула Байєса. (3б)

Підприємство має три джерела постачання комплектуючих- фірми А,В,С. На долю фірми А 
доводиться 50% загального обсягу поставок , В – 30% і С – 20%. З практики відомо,
 що 10% що поставляється фірмою А деталей – браковані, В - 5% і С – 6%. 
Яка імовірність того, що навмання взята деталь буде стандартна.

4. Повторні незалежні випробування за схемою Бернуллі. (2б)

Вірогідність отримання доброго результату при проведенні маркетингових досліджень дорівнює 0,7.Знайти вірогідність найімовірнішого числа вдалих досліджень, якщо загальна їх кількість – 8.

5. Дискретні випадкові величини і їх числові характеристики. (3б) 

Закон розподілу дискретної випадкової величини заданий таблицею.

Знайти:1) невідому ймовірність розподілу; 2) математичне сподівання М(Х); 

3) дисперсію D(Х), середнє квадратичне відхилення.

	xi
	10
	20
	30
	40
	50

	pi
	0,1
	0,3
	 
	0,1
	0,3


6. Система двох випадкових величин. (4б) 

Розподіл вірогідності дискретної двовимірної випадкової величини задано таблицею.

Знайти : 1) закони розподілу складових Х і Y; 

       2) математичні очікування 

1) дисперсії складових, середнє квадратичне відхилення, коефіцієнт кореляції rxy .

	           X
       Y
	          7
	        12
	      16

	         6
	       0,13
	       0,15
	     0,18

	         8
	       0,26
	       0,17
	     0,11


7. Непереревна випадкова величина. (4б) 

Неперервна випадкова величина Х задана інтегральною функцією розподілу.
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а = -1; в = 2.
Знайти : а) диференціальну функцію f(x) і побудувати її графік;б) вірогідність того, що в результаті випробування Х набуде значення, що належить інтервалу ( а; в);
в) математичне сподівання .

Контрольне завдання №3

1. Класичне означення ймовірності. (2б)

Підкидають п гральних кубиків. Визначити вірогідність того, що сума очок,які випали на гранях кубиків буде дорівнювати (п+1).

2. Теореми додавання і множення ймовірностей. (2б) 

Вірогідність того, що студент , що прийшов в бібліотеку, замовив навчальний посібник по теорії ймовірності рівна 0,05. Знайти ймовірність того, що серед трьох перших студентів, що прийшли в бібліотеку, тільки один замовить навчальний посібник.

3. Формула повної ймовірності. Формула Байєса. (3б)

У студентській групі 20 чоловік, з них 4 людини  склали  іспит по вищій математиці на «відмінно», 11- на «добре» і 5 на «задовільно». Вірогідність вирішити запропоноване завдання для відмінника складає 0,9, для хорошиста- 0,8, для трієчника-0.7. Обчислити вірогідність того,що навмання вибраний студент не вирішить завдання.

4. Повторні незалежні випробування за схемою Бернуллі. (2б)

Серед насіння гречки є 0,2% насіння бур,янів. Яка вірогідність при випадковому відборі 5000 насіння виявити не більше 3-х насіння бур,янів.

5. Дискретні випадкові величини і їх числові характеристики. (3б) 

Закон розподілу дискретної випадкової величини заданий таблицею.

Знайти:1) невідому ймовірність розподілу; 2) математичне сподівання М(Х)); 3) дисперсію D(Х), середнє квадратичне відхилення.

	xi
	15
	25
	35
	45
	55

	pi
	
	0,3
	0,1
	0,2
	0,2


6. Система двох випадкових величин. (4б) 

Розподіл вірогідності дискретної двовимірної випадкової величини задано таблицею.

Знайти : 1) закони розподілу складових Х і Y;       2) математичні очікування 

3) дисперсії складових, середнє квадратичне відхилення, коефіцієнт кореляції rxy .

	           X
       Y
	          5
	          10
	        15

	         3
	        0,19
	         0,11
	        0,25

	         4
	        0,15
	        0,25
	        0,05


7. Непереревна випадкова величина. (4б) 

Неперервна випадкова величина Х задана інтегральною функцією розподілу.
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                а = 0; в = 6.
Знайти : а) диференціальну функцію f(x) і побудувати її графік;

б) вірогідність того, що в результаті випробування Х набуде значення, що належить 
інтервалу ( а; в);в) математичне сподівання .
Контрольне завдання №4

1. Класичне означення ймовірності. (2б)

На складі 15 телевізорів, 10 з яких виготовлені на Сімферопольському заводі «Фотон». Знайти вірогідність, що серед чотирьох вибраних навмання телевізорів, немає виготовлених в Сімферополі.

2. Теореми додавання і множення ймовірностей. (2б) 

Серед зроблених робітником  деталей 6% браку. Яка вірогідність того, що серед взятих на випробування чотирьох деталей хоча б одна бракована.

3. Формула повної ймовірності. Формула Байєса. (3б)

В групі спортсменів 20 лижників, 6 велосипедистів і 4 бігуни. Вірогідність виконати кваліфікаційну норму така: для лижника 0,9, для велосипедиста  0,8 і для бігуна 0,75. Знайти вірогідність того, що навмання вибраний спортсмен не виконає норму.

4. Повторні незалежні випробування за схемою Бернуллі. (2б)

Вірогідність появи успіху в кожному випробуванні дорівнює 0,4.Знайти вірогідність того, що при 550 випробуваннях успіх настане не мене 210 і небіле 240 разів.

5. Дискретні випадкові величини і їх числові характеристики. (3б) 

Закон розподілу дискретної випадкової величини заданий таблицею.

Знайти:1) невідому ймовірність розподілу; 2) математичне сподівання М(Х)); 3) дисперсію D(Х), середнє квадратичне відхилення.

	xi
	10
	30
	50
	70
	90

	pi
	0,3
	0,1
	
	0,1
	0,3


6. Система двох випадкових величин. (4б) 

Розподіл вірогідності дискретної двовимірної випадкової величини задано таблицею.

Знайти : 1) закони розподілу складових Х і Y; 2) математичні очікування 

3)  дисперсії складових, середнє квадратичне відхилення, коефіцієнт кореляції rxy .

	           X
        Y
	          8
	          13
	        17

	          10
	        0,19
	         0,11
	        0,25

	          12
	        0,15
	        0,25
	        0,05


7. Непереревна випадкова величина. (4б) 

Неперервна випадкова величина Х задана інтегральною функцією.
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α=0; β=1.

Знайти : а) диференціальну функцію f(x) і побудувати її графік;

б) вірогідність того, що в результаті випробування Х набуде значення, що належить 
інтервалу ( а; в);в) математичне сподівання .

Контрольне завдання №5

Завдання 1. Класичне означення ймовірності.(2б.)

У теці 10 квитанцій, три з яких заповнені невірно. Навмання витягнуті 6 квитанцій. Знайти вірогідність того, що серед витягнутих – дві квитанції заповнені невірно.

Завдання 2. Теореми додавання і множення ймовірностей.(2б.)

Радист тричі викликає кореспондента. Вірогідність того, що буде прийнятий перший виклик рівна 0.4, другий – 0.7, третій – 0.3. Події, що полягають в тому, що цей виклик буде одержано, незалежні. Знайти вірогідність того, що кореспондент почує виклик радиста.

Завдання 3. Формула повної вірогідності. Формула Байєса.(3б.)

У першій урні 3 білих і 7 чорних куль, в другій – 6 білих і 4 чорних куль. З навмання взятої урни вийняли навмання одну кулю. Яка вірогідність того, що вийнята куля раніше знаходилася в другій урні, якщо відомо, що вона біла.

Завдання 4. Повторні незалежні випробування за схемою Бернуллі.(2б.)

Вірогідність того, що будь-який абонент подзвонить на комутатор впродовж години, рівна 0.01. Телефонна станція обслуговує 900 абонентів. Яка вірогідність того, що впродовж години подзвонять п’ять абонентів?

Завдання 5. Дискретні випадкові величини і їх числові характеристики.(3б.)

Закон розподілу дискретної випадкової величини заданий у вигляді таблиці. Знайти: 
1) невідому ймовірність; 2) математичне очікування М(Х);3) дисперсію D(X); середнє квадратичне відхилення σ(X).

	X1
	20
	30
	40
	50
	60

	P1
	0.1
	0.4
	0.1
	
	0.1


Завдання 6. Система двох випадкових величин. (4б) 

Розподіл вірогідності дискретної двовимірної випадкової величини задано таблицею.

Знайти : 1) закони розподілу складових Х і Y; 2) математичні очікування 3) дисперсії 
складових, середнє квадратичне відхилення, 4) коефіцієнт кореляції rxy .

	           X
  Y
	3
	11
	14

	7
	0.18
	0.02
	0.3

	8
	0.21
	0.10
	0.19


Завдання 7. Неперервна випадкова величина.(4б.)

Неперервна випадкова величина Х задана інтегральною функцією.
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α=4; β=5.

Знайти : а) диференціальну функцію f(x) і побудувати її графік;

б) вірогідність того, що в результаті випробування Х набуде значення, що належить 
інтервалу ( а; в);в) математичне сподівання .

Контрольне завдання №6

Завдання 1.Класичне означення ймовірності.(2 б.)
 У групі 13 студентів ,серед яких 5 відмінників. За списком навмання відібрані 8 студентів. Знайти вірогідність того ,що серед них троє відмінників.

Завдання 2.Теорема додавання і множення ймовірностей.(2 б.)

По цілі стріляють два торпедні катери. Вірогідність попадання в ціль для першого катера дорівнює 0.7, для другого -0.85.Для ураження цілі досить попадання в неї однієї торпеди. Кожен катер робить по одному пострілу. Визначити вірогідність того ,що ціль уражена.

Завдання 3.Формула повної вірогідності Формула Байєса.(3 б.)

Для участі в студентських відбіркових спортивних змаганнях виділено з першої групи другого курсу 4 студенти ,з другої групи 6 студентів ,з третьої групи 5 студентів. Вірогідність того ,що студент першої ,другої і третьої групи потрапить у збірну інституту ,відповідно рівні 0.6, 0.9, 0.5. Знайти вірогідність того ,що навмання вибраний студент не потрапить у збірну. 

Завдання 4.Повторні незалежні випробування за схемою Бернуллі.(2 б.)

У перші класи має бути прийняті 400 дітей . Визначити вірогідність того ,що 

серед них виявиться 200 дівчаток , якщо вірогідність народження хлопчика дорівнює 0.515.

Завдання 5.Повторні незалежні випробування за схемою Бернуллі.(3 б.)

Закон розподілу дискретної випадкової величини заданий у вигляді таблиці.

Знайти: 1) невідому ймовірність; 2) математичне очікування М(Х);3) дисперсію D(X); середнє квадратичне відхилення σ(X).

	Х1
	1.5
	3.5
	5.5
	7.5
	9.5

	Р1
	
	0.3
	0.1
	0.4
	0.1


Завдання 6. Система двох випадкових величин. (4б) 

Розподіл вірогідності дискретної двовимірної випадкової величини задано таблицею.

Знайти: 1) закони розподілу складових Х і Y; 2) математичні очікування; 3) дисперсії складових, середнє квадратичне відхилення, 4)коефіцієнт кореляції rxy .
	           X
 Y
	9
	12
	18

	11
	0.19
	0.34
	0.07

	12
	0.17
	0.18
	0.05


 Завдання 7.Неперервна випадкова величина.(4 б.)
Неперервна випадкова величина Х задані інтегральною функцією.
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α = -2; β = 2.
Знайти : а) диференціальну функцію f(x) і побудувати її графік;

б) вірогідність того, що в результаті випробування Х набуде значення, що належить 
інтервалу ( а; в);в) математичне сподівання .
Контрольне завдання №7
Завдання 1. Класичне означення ймовірності. (2 б.)

У комп'ютерному класі 10 машин, 7 з яких підключені до мережі Internet. Навманя вибрані три машини. Знайти вірогідність того, що одна з них підключена до мережі Internet.
Завдання 2. Теореми додавання і множення ймовірностей» (2 б.)

Для повідомлення про аварію встановлені два незалежно працюючих пристрої. Вірогідність того, що при аварії спрацює перший пристрій рівна 0.7, друге - 0.9. Знайти вірогідність того, що при аварії спрацює тільки один пристрій.

Завдання 3. Формула шовної вірогідності. Формула Байєса. (З б)

У першому ящику 20 деталей, з них 15 стандартних. У другому ящику 25 деталей, з них 20 стандартних. Знайти вірогідність того, що навмання витягнута деталь з навмання узятого ящика - стандартна.

Завдання 4. Повторні незалежні випробування за схемою Бернуллі. (2 б.)
Вірогідність народження хлопчика дорівнює 0.515, а дівчинки - 0.485. У деякій сім'ї шестеро дітей. Знайти вірогідність того, що серед них не більше двох дівчаток.
    Завдання 5. Дискретні випадкові величини і їх числові характеристики. (З б)
Закон розподілу дискретної випадкової величини заданий у вигляді таблиці.

Знайти: 1) невідому ймовірність; 2) математичне очікування М(Х);

3) дисперсію D(X); середнє квадратичне відхилення σ(X).

	Xі
	10
	35
	50
	75
	90

	Pі
	
	0.3
	0.1
	0,3
	0.1


Завдання 6. Система двох випадкових величин. (4б) 

Розподіл вірогідності дискретної двовимірної випадкової величини задано таблицею.

Знайти: 1) закони розподілу складових Х і Y; 2) математичні очікування; 3)дисперсії складових, середнє квадратичне відхилення, 4)коефіцієнт кореляції rxy .
	           X
      Y
	2
	8
	17

	5
	0.22
	0.18
	0.03

	6
	0.12
	0.32
	0.13


Завдання 7. Неперервна випадкова величина. (4 б)
Неперервна випадкова величина X задана інтегральною функцією.
F(X)=[image: image218.png][
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       α = 5;β=6.9

Знайти : а) диференціальну функцію f(x) і побудувати її графік;

б) вірогідність того, що в результаті випробування Х набуде значення, що належить 
інтервалу ( а; в); в) математичне сподівання .
Контрольне завдання №8

    Завдання 1. Класичне означення ймовірності. (2 б.)

Пристрій містить 7 елементів, з яких три зношені. При включенні пристрою включаються випадковим чином три елементи. Знайти вірогідність того, що виключеними виявляться два зношенні елементи.

    Завдання 2. Теореми додавання і множення ймовірностей. (2 б.)

Деталь проходить три операції обробки. Вірогідність того, що вона виявиться бракованою після першої операції рівна 0.05 після другої - 0.07, після третьої – 0.1. знайти вірогідність того, що після трьох операцій деталь виявиться бракованою, припускаючи, що поява браку на окремих операціях - незалежні події. 

     Завдання 3. Формула повної вірогідності. Формула Байєса. (3 б.)

Збирач отримав 5 коробок деталей виготовлених заводом №1 і 4 коробки деталей виготовлених заводом №2. Вірогідність того, що деталь заводу 1 стандартна рівна 0.9, а заводу №2 – 0.72. Збирач навмання витягнув деталь з навмання узятої коробки.  Знайти вірогідність того, що витягнута деталь стандартна.

     Завдання 4. Повторні незалежні випробування за схемою Бернуллі.(2 б.)

Є група, що складається з 500 чоловік. Знайти вірогідність того, що у двох чоловік день народження припадає на новий рік. Вважати, що вірогідність народження у фіксований день дорівнює [image: image222.png]-



 

      Завдання 5. Дискретні випадкові величини і їх числові характеристики (3 б.)

Закон розподілу дискретної випадкової величини _ заданий у вигляді таблиці.

Знайти: 1) невідому ймовірність; 2) математичне очікування М(Х);

3) дисперсію D(X); середнє квадратичне відхилення σ(X).

	[image: image223.png]



	5
	25
	50
	75
	80
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	0.1
	
	0.1
	0.3
	0.1


   Завдання 6. Система двох випадкових величин. (4б) 

Розподіл вірогідності дискретної двовимірної випадкової величини задано таблицею.

Знайти : 1) закони розподілу складових Х і Y; 2) математичні очікування; 3) дисперсії складових, середнє квадратичне відхилення, 4)коефіцієнт кореляції rxy .

	           X
            Y
	10
	13
	19

	12
	0.21
	0.07
	0.15

	13
	0.06
	0.32
	0.19


  Завдання 7. Неперервна випадкова величина. (4 б.)
	Неперервна випадкова величина Х задана інтегральною функцією.
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 α= 0,5; β= 5.
	


Знайти : а) диференціальну функцію f(x) і побудувати її графік; б) вірогідність того, що в результаті випробування Х набуде значення, що належить 
інтервалу ( а; в); в) математичне сподівання .

Контрольне завдання №9

Завдання 1. Класичне означення ймовірності. (2б.)
У ящику міститься 10 деталей,  з них 4 браковані, навмання  вийняли три деталі. Знайти вірогідність того, що серед взятих тільки одна бракована. 

Завдання 2. Теореми додавання і множення ймовірностей. (2 б.)

У механізм входять три деталі. Робота механізму порушується, якщо хоч би одна деталь вийде з ладу. Вірогідність вийти з ладу для першої деталі – 0.1, для другої – 0.15, для третьої – 0.05. Знайти вірогідність нормальної роботи механізму.

Завдання 3. Формула повної вірогідності. Формула Бейсса. (3 б.)

У студентській групі 25 чоловік, з них 5 здали екзамен з вищої математики на «відмінно», 12 на «добре» і 8 на «задовільно». Вірогідність вирішити запропоноване завдання для відмінника складає 0.9, для хорошиста 0.8, для трієчника 0.7. Визначити вірогідність того, що наугад вибраний студент вирішить завдання.

Завдання 4. Повторні незалежні випробування за схемою Бернуллі. (2 б.)

Вірогідність поразки мішені при одному пострілі дорівнює 0.8. Знайти вірогідність того, що при 300 пострілах мішень буде уражена не менше 230 разів.   

Завдання 5. Дискретні випадкові величини і їх числові характеристики (3 б.) 

Закон розподілу дискретної випадкової величини заданий у вигляді таблиці.

Знайти: 1) невідому ймовірність; 2) математичне очікування М(Х);

3) дисперсію D(X); середнє квадратичне відхилення σ(X).

	Х1
	40
	50
	60
	70
	80

	Р1
	0.1
	
	0.1
	0.5
	0.1


    Завдання 6. Система двох випадкових величин. (4б) 

Розподіл вірогідності дискретної двовимірної випадкової величини задано таблицею.

Знайти : 1) закони розподілу складових Х і Y; 2) математичні очікування ;3) дисперсії складових, середнє квадратичне відхилення, коефіцієнт кореляції rxy .

	           X
        Y
	3
	5
	12

	2
	0.17
	0.06
	0.12

	4
	0.24
	0.15
	0.26


      Завдання 7. Неперервна випадкова величина. (4б.)
Неперервна випадкова величина Х задана інтегральною функцією.

F(X)=[image: image227.png]-9)*
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Знайти : а) диференціальну функцію f(x) і побудувати її графік; б) вірогідність того, що в результаті випробування Х набуде значення, що належить 
інтервалу ( а; в);в) математичне сподівання .

Контрольне завдання №10

Завдання 1. Класичне означення ймовірності. (2б.)

Набираючи номер телефону абонент забув три останні цифри і, пам’ятаючи лише, що ці цифри різні набрав їх навмання. Знайти вірогідність того, що набрані потрібні цифри.

Завдання 2. Теореми додавання і множення ймовірностей. (2б.)

Екзаменаційний білет містить три питання. Вірогідність того, що студент відповість на перше питання рівна 0.9, а на друге – 0.6, на третє – 0.8. Знайти вірогідність того, що студент складе іспит, якщо для цього необхідно відповісти принаймні на одне питання.

Завдання 3. Формула повної вірогідності. Формула Байєса. (3б.)

На заводі виготовляють комплектуючі деталі. Перша машина робить 25% усіх виробів, друга 35%, третя 40%. Брак складає відповідно 5%, 4% і 10%. Яка вірогідність того, що випадково вибрана деталь має дефект?

Завдання 4. Повторні незалежні випробування за схемою Бернуллі. (2б.)

У урні 20 білих і 10 чорних куль. Вийняли 4 кулі, причому кожну вийняту кулю повертають у урну перед витягуванням наступного і кулі в урні перемішують. Яка вірогідність того, що з чотирьох вийнятих куль виявляться дві чорних?

Завдання 5. Дискретні випадкові величини і їх числові характеристики. (3б.)

Закон розподілу дискретної випадкової величини,заданий у вигляді таблиці.

Знайти: 1) невідому ймовірність; 2) математичне очікування М(Х);

3) дисперсію D(X); середнє квадратичне відхилення σ(X).

	    x₁
	35
	50
	75
	80
	90

	    p₁
	0.1
	0.5
	0.1
	
	0.1


Завдання 6. Система двох випадкових величин. (4б) 

Розподіл вірогідності дискретної двовимірної випадкової величини задано таблицею.

Знайти : 1) закони розподілу складових Х і Y; 2) математичні очікування; 3) дисперсії складових, середнє квадратичне відхилення,  4).коефіцієнт кореляції rxy .

	           X
   Y
	11
	17
	20

	13
	0.06
	0.31
	0.07

	15
	0.18
	0.17
	0.21


Завдання 7. Неперервна випадкова величина. (4б.)
Неперервна випадкова величина Х задана інтегральною функцією.
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α  = -2.3; β = 3.

Знайти : а) диференціальну функцію f(x) і побудувати її графік;

б) вірогідність того, що в результаті випробування Х набуде значення, що належить 
інтервалу ( а; в);в) математичне сподівання .

Контрольне завдання №11

8. Класичне означення ймовірності. (2б)

У відділі працюють 7 чоловіків та 3жінки. У відрядження відібрали 5 чоловік. Визначити вірогідність того, що серед них два чоловіки.

9. Теореми додавання і множення ймовірностей. (2б) 

У мішку змішані нитки, серед яких 80% білі, а інші – червоні. Визначити вірогідність того, що вийняті навмання дві нитки виявляться не одного кольору.

10. Формула повної ймовірності. Формула Байєса. (3б)

Є два однакові ящики з кульками. В першому ящику 4 білих і 6 чорних куль, в другому - 5 білих і 10 чорних. Навмання вибирають один ящик і витягають з нього кулю. Яка ймовірність того, що витягнута куля виявиться чорною?

11. Повторні незалежні випробування за схемою Бернуллі. (2б)

Вироби деякого виробництва містить 5% браку. Знайти вірогідність того, що серед 25 взятих навмання виробів 5 бракованих.

12. Дискретні випадкові величини і їх числові характеристики. (3б) 

Закон розподілу дискретної випадкової величини заданий таблицею.

Знайти :1) невідому ймовірність розподілу; 2) математичне сподівання  М(Х);

3) дисперсію D(Х), середнє квадратичне відхилення σ(X).
	xi
	20
	25
	30
	35
	40

	pi
	 
	0,3
	0,1 
	0,1
	0,2


13. Система двох випадкових величин. (4б) 

Розподіл вірогідності дискретної двовимірної випадкової величини задано таблицею.

Знайти : 1) закони розподілу складових Х і Y; 2) математичні очікування; 3) дисперсії складових, середнє квадратичне відхилення, 4).коефіцієнт кореляції rxy .

	           X
       Y
	           3
	          6
	         9

	             1
	         0,16
	       0,14
	       0,35

	             3
	         0,20
	       0,10
	       0,05


14. Непереревна випадкова величина. (4б) 

Неперервна випадкова величина Х задана інтегральною функцією розподілу. 
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   а = 3; в = 5.
Знайти : а) диференціальну функцію f(x) і побудувати її графік;

б) вірогідність того, що в результаті випробування Х набуде значення, що належить
 інтервалу ( а; в);в) математичне сподівання .

Контрольне завдання №12

1. Класичне означення ймовірності. (2б)

З шести карток з буквами І Л С Т У К навмання одну за одною вибирають

чотири картки і розташовують в ряд в порядку появи. Яка ймовірність 

того, що вийде слово «СТІЛ»?

2. Теореми додавання і множення ймовірностей. (2б) 

Робітник обслуговує три верстати. Вірогідність того, що впродовж зміни його уваги буде
 потребувати перший верстат рівна 0,3, другий – 0,35, третій – 0,15. Знайти вірогідність 
того, що впродовж зміни уваги робітника будуть потребувати будь-які два верстати.

3. Формула повної ймовірності. Формула Байєса. (3б)

Підприємство має три джерела постачання комплектуючих- фірми А,В,С.На долю фірми А
доводиться 50% загального обсягу поставок , В – 30% і С – 20%. З практики відомо, що 
10% що поставляється фірмою А деталей – браковані, В - 5% і С – 6%. 
Яка імовірність того, що навмання взята деталь буде стандартна.

4. Повторні незалежні випробування за схемою Бернуллі. (2б)

Вірогідність отримання доброго результату при проведенні маркетингових досліджень дорівнює 0,7. Знайти вірогідність найімовірнішого числа вдалих досліджень, якщо загальна 
їх кількість – 8.

5. Дискретні випадкові величини і їх числові характеристики. (3б) 

Закон розподілу дискретної випадкової величини заданий таблицею.

Знайти:1) невідому ймовірність розподілу; 2) математичне сподівання М(Х); 3) дисперсію D(Х), середнє квадратичне відхилення σ(X).

	xi
	10
	20
	30
	40
	50

	pi
	0,1
	0,3
	 
	0,1
	0,3


6. Система двох випадкових величин. (4б) 

Розподіл вірогідності дискретної двовимірної випадкової величини задано таблицею.

Знайти : 1) закони розподілу складових Х і Y; 2) математичні очікування  дисперсії складових, середнє квадратичне відхилення, коефіцієнт кореляції rxy .

	           X
       Y
	          7
	        12
	      16

	         6
	       0,13
	       0,15
	     0,18

	         8
	       0,26
	       0,17
	     0,11


7. Непереревна випадкова величина. (4б) 

Неперервна випадкова величина Х задана інтегральною функцією розподілу.
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а = -1; в = 2.
Знайти : а) диференціальну функцію f(x) і побудувати її графік;

б) вірогідність того, що в результаті випробування Х набуде значення, що належить 
інтервалу ( а; в); в) математичне сподівання .
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Таблиця значень функції Лапласа (інтеграл ймовірності)  [image: image236.png]
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Продовження таблиці значень функції Лапласа

(інтеграл ймовірностей)

[image: image238.jpg]T -ﬂ- [+ T . T + ]

283 03977
236 04979
238 04980
290 04981
29 04982
2901 04984
296 04985
298 04956
300 | 049865
320 | 049931
340 | 049966
360 | 0499831
380 | 099938
400 | 0499968
330 | 0499997
500 | 0.500000





Додаток В
Значення функції Гаусса    [image: image239.png]
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