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Передмова
Навчальнi завдання повнiстю охоплюють теми практичних занять,

що проводяться у другому семестрi при вивченнi на механiко–матема-
тичному факультетi нормативного курсу лiнiйної алгебри.

Кожне завдання складається з чотирьох частин. Спочатку наводя-
ться приклади розв’язання типових задач. Друга й третя частини мi-
стять задачi, що розглядаються на практичних заняттях (задачi другої
частини є обов’язковими, третьої — розрахованi на сильнiших студен-
тiв), а четверта — задачi для домашнього завдання. Важчi задачi позна-
чено зiрочками, причому кiлькiсть зiрочок є мiрою складностi задачi.
До задач наведено вiдповiдi, а для багатьох з них — i вказiвки до розв’я-
зання.

При посиланнi на задачу використовується подвiйна нумерацiя: пер-
ша цифра — номер заняття, а друга — номер задачi.

Пiсля кожного заняття наведено посилання на найбiльш доступнi
пiдручники, у яких можна знайти необхiдний теоретичний матерiал.
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Позначення

НСД(a, b) — найбiльший спiльний дiльник чисел a та b;
НСК(a, b) — найменше спiльне кратне чисел a та b;
A> — матриця, транспонована до матрицi A;
|A| — потужнiсть множини A;
(a) — база векторного простору, що складається з векторiв a1, . . . ,an;
A ⊆ B — A є пiдмножиною B;
A ⊂ B — A є власною пiдмножиною B (тобто A ⊆ B i A 6= B);
B(M) — множина всiх пiдмножин n–елементної множини M ;
C — множина, або адитивна група, або поле комплексних чисел;
C∗ — мультиплiкативна група поля комплексних чисел;
Cn — група за множенням усiх комплексних коренiв степеня n з 1;
def(ϕ) — дефект лiнiйного вiдображення ϕ;
diag(a1, . . . , an) — дiагональна матриця з a1, . . . , an на дiагоналi;
dim V — розмiрнiсть векторного простору V ;
Eij — матрична одиниця (матриця, в якої в i–му рядку на j–му мiсцi

стоїть 1, а решта елементiв — нулi);
Eij(k) — матриця, яка вiдрiзняється вiд одиничної матрицi E тим,

що додатково на мiсцi (i, j) стоїть k;
Ei(k) — матриця, яка вiдрiзняється вiд одиничної матрицi E тим,

що на мiсцi (i, i) стоїть k;
GLn(P ) — повна лiнiйна група — група за множенням усiх невиро-

джених матриць порядку n з коефiцiєнтами з поля P ;
Hom(V,W ) — множина всiх лiнiйних вiдображень з простору V у

простiр W ;
Imϕ = {w ∈ W | iснує такий v ∈ V, що ϕ(v) = w} — образ лiнiйного

вiдображення ϕ : V → W ;
Ker ϕ = {v ∈ V | ϕ(v)=0} — ядро лiнiйного вiдображення ϕ :V →W ;
L(S) або 〈S〉 — лiнiйна оболонка системи векторiв S;
Mn×m(P ) — множина усiх матриць розмiру n×m з коефiцiєнтами з

поля P ;
Mn(P ) — множина усiх квадратних матриць порядку n з коефiцiєн-

тами з поля P ;
N0 — множина N ∪ {0};
0 — нульовий вектор;
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Pij — матриця, яка вiдрiзняється вiд одиничної матрицi E тим, що
на (i, i)–му та (j, j)–му мiсцях стоять нулi, а на (i, j)–му та (j, i)–му
мiсцях стоять одиницi;

Pn — арифметичний векторний простiр розмiрностi n над полем P ;
P [x] — векторний простiр усiх многочленiв вiд x з коефiцiєнтами з

поля P ;
Pn[x] — векторний простiр усiх многочленiв вiд x степеня не бiльшо-

го нiж n з коефiцiєнтами з поля P ;
Pn[x1, . . . , xk] — простiр усiх многочленiв степеня не бiльшого нiж n

вiд змiнних x1, . . . , xk з коефiцiєнтами з поля P ;
P(n)[x1, . . . , xk] — простiр усiх однорiдних многочленiв степеня n вiд

змiнних x1, . . . , xk з коефiцiєнтами з поля P ;
Q+ — мультиплiкативна група всiх додатних рацiональних чисел;
Q∗ — мультиплiкативна група поля рацiональних чисел;
R+ — мультиплiкативна група всiх додатних дiйсних чисел;
R∗ — мультиплiкативна група поля дiйсних чисел;
r(ϕ) або rank(ϕ) — ранг лiнiйного вiдображення ϕ;
T(a)→(b) — матриця переходу вiд бази (a) до бази (b);
trA — слiд матрицi A;
Vϕ(λ) — кореневий пiдпростiр перетворення ϕ, що вiдповiдає вла-

сному числу λ;
V

(λ)
ϕ — власний пiдпростiр перетворення ϕ, що вiдповiдає числу λ;

[v](e) — координати вектора v в базi (e);
v, w, . . . — вектори лiнiйного простору V ;
Zn— множина класiв лишкiв за модулем натурального числа n;
O — нульове перетворення або нульова матриця;
ε — тотожне перетворення;
[ϕ] — матриця лiнiйного вiдображення ϕ;
ϕ ◦ ψ або ϕψ — композицiя вiдображень ϕ i ψ (тобто (ϕ ◦ ψ)(x) =

ψ(ϕ(x)) ).
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Векторнi простори та їх пiдпростори позначатимуться великими бу-
квами латинського алфавiту V , W , U , . . . , вектори — малими жирними
буквами v, w, u, . . . . Для елементiв поля скалярiв P використовува-
тимемо малi букви грецького алфавiту α, β, µ, . . . . n–вимiрний ари-
фметичний векторний простiр над полем P позначатимемо символом
Pn.

Якщо поле скалярiв (коефiцiєнтiв) в умовi задачi явно не вказане,
вважається, що ним є поле дiйсних або поле комплексних чисел.

Заняття 1. Простори та їх пiдпростори
Необхiднi поняття. Непорожня множина V елементiв довiльної

природи називається векторним (лiнiйним) простором над полем ска-
лярiв P , якщо на множинi V введено дiї додавання та множення на
скаляри, якi задовольняють аксiоми векторного простору :

(1) дiя додавання кожнiй впорядкованiй парi u, v елементiв з V ста-
вить у вiдповiднiсть однозначно визначений елемент w = u + v з
V так, що:

(a) для будь-яких елементiв u та v маємо: u + v = v + u (кому-
тативнiсть додавання векторiв);

(b) для будь-яких елементiв u, v та w маємо: (u + v) + w = u +
(v+w) (асоцiативнiсть додавання векторiв);

(c) знайдеться такий елемент 0, що для довiльного u ∈ V ви-
конується рiвнiсть: u + 0 = 0 + u = u (iснування нульового
вектора);

(d) для кожного елемента u ∈ V знайдеться такий елемент x ∈ V ,
що u+ x = x+ u = 0 (iснування протилежного вектора);

(2) дiя множення на скаляри з поля P кожному елементу u ∈ V i ска-
ляру α ∈ P ставить у вiдповiднiсть однозначно визначений еле-
мент v = α · v з V так, що:

(a) для будь-яких скалярiв α, β ∈ P та елемента u ∈ V маємо:
(αβ) · u = α · (β · u) (асоцiативнiсть множення на скаляри);

(b) для кожного елемента u ∈ V та одиницi 1 поля P маємо:
1 · u = u (унiтарнiсть множення на скаляри);
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(3) i, нарештi, два дистрибутивнi закони:

(a) для будь-яких скалярiв α, β ∈ P та елемента u ∈ V маємо:
(α + β) · u = α · u+ β · u;

(b) для будь-яких скаляра α ∈ P та елементiв u, v ∈ V маємо:
α · (u+ v) = α · u+ α · v.

Нехай S — деяка система векторiв. Множину всiх векторiв, якi мо-
жна подати у виглядi лiнiйної комбiнацiї якоїсь скiнченної пiдсистеми
з S, називають лiнiйною оболонкою системи S i позначають L(S).

Система векторiв S називається системою твiрних векторного про-
стору V , якщо лiнiйна оболонка системи S збiгається з простором V ,
тобто якщо L(S) = V .

Векторний простiр називається скiнченновимiрним, якщо в ньому
iснує скiнчена система твiрних. У противному разi простiр називається
нескiнченновимiрним.

Лiнiйно незалежна система твiрних векторного простору називає-
ться його базою.

Кiлькiсть векторiв у базi простору V називається розмiрнiстю про-
стору V i позначається dim V . Простiр розмiрностi n також називають
n–вимiрним.

(Лiнiйним) пiдпростором векторного простору V називається непо-
рожня множина векторiв з V , що сама утворює векторний простiр вiд-
носно тих дiй, якi заданi на V . Кожен простiр мiстить два тривiальнi
пiдпростори — нульовий пiдпростiр {0 } та сам простiр.

Необхiднi твердження. 1. Непорожня множина W векторiв з V
утворює лiнiйний пiдпростiр тодi й лише тодi, коли виконуються такi
двi умови:

a) для довiльних векторiв a та b з W їх сума a+ b знову належить
W ;

b) для довiльних скаляра α ∈ P та вектора a ∈ W добуток α · a
знову належить W .

2. Кожна максимальна лiнiйно незалежна система векторiв просто-
ру V є його базою. Навпаки, кожна база простору V є максимальною
лiнiйно незалежною системою векторiв.

Приклади розв’язання типових задач
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Задача 1. На множинi R+ додатних дiйсних чисел наступним чином
визначимо додавання i множення на скаляри з поля R :

a ¢ b = ab, µ¯ a = aµ .

Доведiть, що вiдносно цих дiй множина R+ є векторним простором
над полем R.

Розв’язання. Сума додатних чисел i довiльний степiнь додатного числа
знову є додатними. Тому дiї на множинi R+ визначенi коректно. Аксiоми
векторного простору перевiряються безпосередньо:

1) (a ¢ b) ¢ c = ab · c = a · bc = a ¢ (b ¢ c).
2) Нульовий вектор x повинен для кожного a ∈ R+ задовольняти

рiвнiсть a = a ¢ x = ax. Отже, ним може бути лише число 1. I справдi,
a ¢ 1 = a · 1 = a = 1 · a = 1 ¢ a.

3) Протилежний до a вектор b має задовольняти рiвнiсть 1 = a¢b =
ab. Тому b має збiгатися з a−1. I справдi, a¢a−1 = a ·a−1 = 1 = a−1 ·a =
a−1 ¢ a.

4) Дiя ¢ є комутативною, бо a ¢ b = ab = ba = b ¢ a.
5) Крiм того, 1¯ a = a1 = a.
6) Також легко бачити, що

µ¯ (β ¯ a) = µ¯ aβ = (aβ)µ = aµ·β = (µ · β)¯ a .

Перевiримо виконання дистрибутивних законiв:
7) для довiльних скалярiв µ, β ∈ R та вектора a ∈ R+

(µ + β)¯ a = aµ+β = aµ · aβ = aµ ¢ aβ = (µ¯ a) ¢ (β ¯ a) ;

8) для довiльних скаляра µ ∈ R та векторiв a, b ∈ R+

µ¯ (a ¢ b) = µ¯ (ab) = (ab)µ = aµ · bµ = aµ ¢ bµ = (µ¯ a) ¢ (µ¯ b) .

Задача 2. Доведiть, що для довiльних попарно рiзних дiйсних чисел
a1, a2, . . . , an система функцiй ea1x, ea2x, . . . , eanx є лiнiйно незале-
жною.

Розв’язання. I спосiб. Це очевидно для n = 1. Далi застосуємо iндукцiю
за n. Припустимо, що

µ1e
a1x + · · ·+ µn−1e

an−1x + µneanx = 0 . (1)
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Диференцiюючи рiвнiсть (1), отримаємо:

a1µ1e
a1x + · · ·+ an−1µn−1e

an−1x + anµneanx = 0 . (2)

Якщо тепер вiд (2) вiдняти рiвнiсть (1), помножену на an, то одержимо
рiвнiсть

(a1 − an)µ1e
a1x + · · ·+ (an−1 − an)µn−1e

an−1x = 0 . (3)

За припущенням iндукцiї функцiї ea1x, . . . , ean−1x є лiнiйно незале-
жними. Тому

(a1 − an)µ1 = · · · = (an−1 − an)µn−1 = 0 . (4)

Оскiльки числа a1, a2, . . . , an попарно рiзнi, то жоден з множникiв a1 −
an, . . . , an−1 − an не дорiвнює 0. Тому µ1 = · · · = µn−1 = 0. Але тодi з
(1) одразу випливає, що й µn = 0. Отже, рiвнiсть (1) виконується лише
тодi, коли всi коефiцiєнти µ1, µ2, . . . , µn дорiвнюють 0. Тому функцiї
ea1x, ea2x, . . . , eanx — лiнiйно незалежнi.

II спосiб. Для доведення лiнiйної незалежностi функцiй ea1x, ea2x,
. . . , eanx потрiбно показати, що рiвнiсть (1) виконується для довiльних
дiйсних x лише тодi, коли всi коефiцiєнти µ1, µ2, . . . , µn дорiвнюють 0.
Зокрема, (1) має виконуватися i при x = 0, x = 1, x = 2, . . . , x = n− 1,
тобто:

µ1(ea1)0 + · · ·+ µn−1(ean−1)0 + µn(ean)0 = 0,
µ1(ea1)1 + · · ·+ µn−1(ean−1)1 + µn(ean)1 = 0,
µ1(ea1)2 + · · ·+ µn−1(ean−1)2 + µn(ean)2 = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
µ1(ea1)n−1 + · · ·+ µn−1(ean−1)n−1 + µn(ean)n−1 = 0.

(5)

Система (5) є системою n лiнiйних однорiдних рiвнянь вiдносно невiдо-
мих µ1, . . . , µn−1, µn. Така система має ненульовий розв’язок лише тодi,
коли її визначник дорiвнює нулю. Визначник

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 · · · 1 1
(ea1)1 · · · (ean−1)1 (ean)1

(ea1)2 · · · (ean−1)2 (ean)2

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
(ea1)n−1 · · · (ean−1)n−1 (ean)n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(6)
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системи (5) є визначником Вандермонда, який дорiвнює нулю лише тодi,
коли знайдуться такi рiзнi iндекси i та j, що eai = eaj . Але тодi ai = aj ,
що неможливо за умовою задачi. Тому система (5) має лише нульовий
розв’язок µ1 = 0, µ2 = 0, . . . , µn = 0 i функцiї ea1x, ea2x, . . . , eanx —
лiнiйно незалежнi.

Задача 3. З’ясуйте, чи буде пiдпростором простору R[x] усiх много-
членiв множина : a) усiх многочленiв степеня n; b) усiх многочленiв,
що мiстять лише члени парних степенiв ; c) усiх многочленiв, для
яких дане число a ∈ R буде коренем ; d) усiх многочленiв, для яких да-
не число a ∈ R буде простим коренем ; e) усiх многочленiв f(x), якi
задовольняють рiвнiсть f(1) + f(2) + f(3) = 0.

Розв’язання. Непорожня пiдмножина векторного простору буде пiдпро-
стором тодi й лише тодi, коли вона замкнена вiдносно додавання векто-
рiв i множення векторiв на скаляри.

a) Якщо у двох многочленiв степеня n коефiцiєнти при старших чле-
нах протилежнi, то їх сума є многочленом меншого степеня. Отже, мно-
жина всiх многочленiв степеня n пiдпростору не утворює.

b) Якщо многочлени f(x) i g(x) мiстять лише члени парних степенiв,
то довiльне кратне αf(x) i сума f(x) + f(x) також мiстять лише члени
парних степенiв. Тому такi многочлени утворюють пiдпростiр.

c) Якщо f(a) = 0 i g(a) = 0, то (αf)(a) = αf(a) = 0 i (f + g)(a) =
f(a) + g(a) = 0. Тому такi многочлени утворюють пiдпростiр.

d) При додаваннi многочленiв кратнiсть кореня може збiльшуватися.
Наприклад, для многочленiв (x−a)2 +(x−a) i (x−a)2− (x−a) число a
є простим коренем, а для їх суми 2(x−a)2 — коренем кратностi 2. Тому
множина вказаних многочленiв пiдпростору не утворює.

e) Нехай f(1) + f(2) + f(3) = 0 i g(1) + g(2) + g(3) = 0. Тодi

(αf)(1) + (αf)(2) + (αf)(3) = αf(1) + αf(2) + αf(3) =

= α
(
f(1) + f(2) + f(3)

)
= α · 0 = 0.

Також

(f +g)(1)+(f +g)(2)+(f +g)(3) = f(1)+g(1)+f(2)+g(2)+f(3)+g(3) =

=
(
f(1) + f(2) + f(3)

)
+

(
g(1) + g(2) + g(3)

)
= 0 + 0 = 0.

Отже, множина таких многочленiв замкнена вiдносно додавання i мно-
ження на скаляри, а тому утворює пiдпростiр.
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Задача 4. Знайдiть однорiдну систему лiнiйних рiвнянь, пiдпростiр
розв’язкiв якої породжується векторами a1 = (1, 1, 1, 1), a2 = (1, 0, 1, 0),
a3 = (2, 3, 2, 3).

Розв’язання. Запишемо з невизначеними коефiцiєнтами рiвняння вiд-
повiдної однорiдної системи лiнiйних рiвнянь: a1x1+a2x2+a3x3+a4x4 =
0. Умова, що кожен з векторiв a1, a2, a3 є розв’язком, дає три рiвняння
для коефiцiєнтiв:

a1 · 1 + a2 · 1 + a3 · 1 + a4 · 1 = 0,
a1 · 1 + a3 · 1 = 0,
a1 · 2 + a2 · 3 + a3 · 2 + a4 · 3 = 0.

(7)

Таким чином, отримали систему лiнiйних рiвнянь для коефiцiєнтiв a1,
a2, a3, a4. Розв’язуючи її, отримуємо:




1 1 1 1
1 0 1 0
2 3 2 3

∣∣∣∣∣∣

0
0
0


 Ã




1 0 1 0
1 1 1 1
2 3 2 3

∣∣∣∣∣∣

0
0
0


 Ã

Ã




1 0 1 0
0 1 0 1
0 3 0 3

∣∣∣∣∣∣

0
0
0


 Ã




1 0 1 0
0 1 0 1
0 0 0 0

∣∣∣∣∣∣

0
0
0


 . (8)

Вибираючи за вiльнi невiдомi a3 i a4, одержуємо для (7) фундамен-
тальну систему розв’язкiв: (−1, 0, 1, 0) i (0,−1, 0, 1). За цими розв’язками
виписуємо лiнiйно незалежнi рiвняння, якi й дають шукану однорiдну
систему лiнiйних рiвнянь

−x1 + x3 = 0,
−x2 + x4 = 0.

(9)

Справдi, ранг системи (9) дорiвнює 2, тому пiдпростiр її розв’язкiв має
розмiрнiсть 4 − 2 = 2. З iншого боку, кожен з векторiв a1, a2, a3 є
розв’язком системи (9). З розв’язання (8) системи (7) випливає, що ранг
системи векторiв a1, a2, a3 дорiвнює 2. Тому цi вектори також породжу-
ють пiдпростiр розмiрностi 2. Отже, вони породжують увесь пiдпростiр
розв’язкiв.

Основнi задачi
5. Наведiть приклад множини з додаванням i множенням на скаляри з
поля R, в якiй виконуються всi аксiоми векторного простору, крiм:

a) аксiоми унiтарностi (2 b); b) аксiоми (3 a).
12



6. На множинi B(M) усiх пiдмножин n–елементної множини M насту-
пним чином визначимо додавання i множення на скаляри з поля Z2:

A + B = (A ∪B)r (A ∩B), 1 ·A = A, 0 ·A = ∅ .

a) Доведiть, що вiдносно цих дiй множина B(M) є векторним про-
стором над полем Z2.

b) Знайдiть яку–небудь базу i розмiрнiсть цього простору.
c) З’ясуйте, чи буде пiдпростором цього простору множина всiх пiд-

множин, що мiстять: (i) парну кiлькiсть елементiв; (ii) непарну кiль-
кiсть елементiв.

7. Доведiть лiнiйно незалежнiсть над R систем функцiй:
a) sin x, cosx; b) 1, sinx, cos x; c) sin x, sin 2x, . . . , sinnx;
d) 1, cosx, cos 2x, . . . , cos nx; e) 1, sin x, sin2 x, . . . , sinn x.

8. З’ясуйте, чи буде лiнiйно незалежною над R система функцiй:
a) 1, cosx, sin x, cos2 x, sin2 x, . . . , cosn x, sinn x (n > 1);
b) cosx, sin x, cos2 x, sin2 x, . . . , cosn x, sinn x (n > 3).

9. З’ясуйте, чи буде пiдпростором простору Mn(R) усiх дiйсних матриць
порядку n множина: a) усiх симетричних матриць; b) усiх кососиме-
тричних матриць; c) усiх вироджених матриць; d) усiх невироджених
матриць; e) усiх дiагональних матриць; f) усiх матриць зi слiдом нуль;
g) усiх верхнiх трикутних матриць; h) усiх матриць, якi перестановочнi
з усiма матрицями.

10. З’ясуйте, чи буде пiдпростором простору V усiх скрiзь визначених
дiйсних функцiй множина: a) усiх неперервних функцiй; b) усiх обме-
жених функцiй; c) усiх функцiй, що обертаються в нуль хоча б в однiй
точцi даної множини A ⊂ R; d) усiх функцiй, що обертаються в нуль в
усiх точках даної множини A ⊂ R; e) усiх функцiй, що мають лише скiн-
ченну кiлькiсть точок розриву; f) усiх неперервних функцiй, що мають
лише скiнченну кiлькiсть локальних екстремумiв; g) усiх монотонних
функцiй; h) усiх функцiй, для яких вiсь Ox є асимптотою.

11. З’ясуйте, чи буде пiдпростором простору Rn множина всiх тих ве-
кторiв (x1, . . . , xn), якi задовольняють у умову:

a) x1 = xn = 0; b) x1 + xn = 0; c) x1 · xn = 0.

12. Опишiть лiнiйну оболонку даної системи многочленiв:
a) 1, x, x2; b) 1 + x2, x + x2, 1 + x + x2;
c) 1− x2, x− x2, 2− x− x2; d) 1− x2, x− x2.
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13. Знайдiть однорiдну систему лiнiйних рiвнянь, простiр розв’язкiв
якої породжується векторами:

a) a = (1, 1, 1, 1); b) a = (0, 0, 0, 0);
c) a1 = (1, 1, 1), a2 = (1, 2, 3), a3 = (1, 4, 9);
d) a1 = (1,−1, 1,−1, 1), a2 = (1, 1, 0, 0, 3), a3 = (3, 1, 1,−1, 7).

14. Доведiть, що простiр R(a, b) неперервних на iнтервалi (a, b) функцiй
є нескiнченновимiрним.

15. Нехай U i W — пiдпростори простору V i dim U = dim W .
a) Чи випливає з цих умов рiвнiсть U = W?
b) А якщо додатково вимагати, щоб один з пiдпросторiв U та W

мiстився в iншому?
c) А якщо накласти ще й умову, щоб простiр V був скiнченновимiр-

ним?

Додатковi задачi

16. Нехай P — скiнченне поле з q елементiв, а V — n–вимiрний вектор-
ний простiр над полем P . Знайдiть: a) суму всiх векторiв з V ; b) кiль-
кiсть баз простору V ; c) кiлькiсть невироджених матриць порядку n з
коефiцiєнтами з поля P ; d) кiлькiсть k–вимiрних пiдпросторiв простору
V .

17. Нехай V k
n (q) — кiлькiсть k–вимiрних пiдпросторiв в n–вимiрному

арифметичному просторi над полем з q елементiв. Дайте комбiнаторне
доведення наступних рiвностей:

a) V k
n (q) = V n−k

n (q); b)∗ V k
n+1(q) = V k−1

n (q) + qkV k
n (q).

18. Доведiть, що множина функцiй {a cos(x + ϕ) | a, ϕ ∈ R} утворює
пiдпростiр простору скрiзь визначених дiйсних функцiй, i знайдiть його
розмiрнiсть i яку–небудь базу.

19. З’ясуйте, чи буде множина M = {(x1, . . . , xn) | x2
1 + · · · + x2

n = 0}
пiдпростором простору Pn, i якщо буде, то знайдiть його розмiрнiсть
для: a) P = R; b) P = C; c) P = Z2.

20. Нехай e1, . . . , en — база векторного простору V i нехай en+1 = −e1−
· · · − en. Доведiть, що кожний вектор v ∈ V можна подати, причому
єдиним способом, у виглядi лiнiйної комбiнацiї v = α1e1 + · · ·+ αnen +
αn+1en+1, сума α1 + · · ·+ αn + αn+1 коефiцiєнтiв якої дорiвнює 0.
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21. Нехай e1, . . . , en, en+1 — вектори iз зад. 1.20. Доведiть, що для
кожного ненульового вектора v ∈ V iснує такий вектор системи e1, . . . ,
en, en+1, що пiсля викидання його з цiєї системи вектор v записується
у виглядi лiнiйної комбiнацiї решти векторiв з невiд’ємними коефiцiєн-
тами.

Домашнє завдання

22. Нехай V — векторний простiр над полем C комплексних чисел.
Залишимо додавання векторiв без змiн, а нове множення векторiв на
комплекснi числа визначимо таким правилом: z ¯ v = zv. Доведiть, що
знову одержимо векторний простiр над полем C.

23. Для яких значень λ з лiнiйної незалежностi системи векторiв
u1, u2, . . . , un випливає лiнiйна незалежнiсть системи векторiв
u1 + u2, u2 + u3, . . . , un−1 + un, un + λu1?

24. Доведiть, що такi системи функцiй є лiнiйно незалежними:
a) 1, cosx, sin x, cos 2x, sin 2x, . . . , cosnx, sin nx;
b) 1, cosx, cos2 x, . . . , cosn x;
c) xa1 , xa2 , . . . , xan , де a1, a2, . . . , an — попарно рiзнi дiйснi числа.

25. Доведiть, що в просторi всiх n разiв диференцiйовних дiйсних фун-
кцiй множина W тих функцiй, якi задовольняють рiвнiсть

f (n) + an−1f
(n−1) + · · ·+ a1f

′ + a0 = 0,

утворює пiдпростiр.

26. Знайдiть однорiдну систему лiнiйних рiвнянь, пiдпростiр розв’язкiв
якої породжується векторами a1 = (1,−1, 1, 0), a2 = (1, 1, 0, 1), a3 =
(2, 0, 1, 1).

Лiтература. [1], с. 3–8; [2], с. 31–35; [3], с. 7–9; [4], с. 62–65;
[5], с. 246–249; [7], с. 87–93; [8], с. 11–17; [9], с. 184–188; [12], с. 301–304;
[13], с. 42–51.

Заняття 2. Координати та розмiрностi
Необхiднi поняття. Якщо e1, e2, . . . , en — база простору V , то

коефiцiєнти розкладу u = a1e1+a2e2+· · ·+anen вектора u за векторами
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цiєї бази визначенi однозначно i називаються координатами вектора u
у цiй базi. Позначають [u ](e) = (a1, . . . , an)> (iндекс (e), який вказує
базу, i значок транспонування > часто опускають).

Нехай e1, . . . , en i e′1, . . . , e′n — двi бази простору V (якi умовно на-
зивають старою i новою). Коефiцiєнти розкладiв

e′1 = t11e1 + t21e2 + · · · + tn1en ,
e′2 = t12e1 + t22e2 + · · · + tn2en ,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
e′n = t1ne1 + t2ne2 + · · · + tnnen

утворюють матрицю

T(e)→(e′) =




t11 t12 · · · t1n

t21 t22 · · · t2n

...
...

. . .
...

tn1 tn2 · · · tnn


 ,

яка називається матрицею переходу вiд бази (e) = (e1, . . . , en) до ба-
зи (e′) = (e′1, . . . , e′n). Зауважимо, що i–й стовпчик матрицi переходу
утворюють коефiцiєнти розкладу i–го вектора нової бази за векторами
старої бази.

Векторнi простори V i W над одним i тим же полем P називаються
iзоморфними, якщо мiж елементами цих просторiв можна встановити
взаємно однозначну вiдповiднiсть v↔ v′, яка зберiгає додавання векто-
рiв i множення векторiв на скаляри, тобто для довiльних v,u ∈ V та
c ∈ P виконуються умови: v+ u ↔ v′ + u′ i cv ↔ cv′ .

Необхiднi твердження. 1. Всi бази скiнченновимiрного векторного
простору складаються з однакової кiлькостi векторiв. Кожну лiнiйно не-
залежну систему векторiв можна доповнити до бази простору i з кожної
системи твiрних можна вибрати базу. Зокрема, в n–вимiрному просторi
будь–якi n лiнiйно незалежних векторiв утворюють базу.

2. Правило змiни координат вектора при переходi до нової бази: для
координат (x1, . . . , xn) i (x′1, . . . , x′n) вектора v вiдповiдно у старiй i новiй
базах маємо:




x1

...
xn


 =




t11 · · · t1n

...
. . .

...
tn1 · · · tnn


 ·




x′1
...

x′n


 (або [v ](e) = T(e)→(e′)[v ](e′)) .
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3. Якщо (e), (e′) i (e′′) — бази простору V , то

T(e)→(e′′) = T(e)→(e′) · T(e′)→(e′′) , T(e′)→(e) = T−1
(e)→(e′) .

4. Два простори V i U (над одним i тим же полем P ) будуть iзомор-
фними тодi й лише тодi, коли dim V = dim U .

5. Якщо dim V = dim U i e1, . . . , en та f1, . . . , fn — бази просторiв
V i W вiдповiдно, то iснує єдиний такий iзоморфiзм ϕ : V → W , що
ϕ(ek) = fk для всiх k.

Приклади розв’язання типових задач

Задача 1. Доведiть, що коли система многочленiв з простору Pn[x]
мiстить рiвно по одному многочлену кожного степеня k, 0 ≤ k ≤ n,
то ця система є базою простору Pn[x].

Розв’язання. Нехай f0(x), f1(x), . . . , fn(x) — многочлени, причому сте-
пiнь многочлена fk(x) дорiвнює k (k = 0, 1, . . . , n). Позаяк кiлькiсть
многочленiв дорiвнює розмiрностi простору Pn[x], то досить довести,
що вони лiнiйно незалежнi. Для n = 0 це очевидно. Далi скористаємося
iндукцiєю. Припустимо, що

µ0f0(x) + µ1f1(x) + · · ·+ µnfn(x) = 0 . (10)

За умовою fn(x) = anxn + · · ·+a1x+a0, де an 6= 0. Старший коефiцiєнт
многочлена в правiй частинi рiвностi (10) дорiвнює µnan, а многочлена
в лiвiй частинi — 0. Тому µnan = 0, звiдки µn = 0. Але тодi рiвнiсть (10)
набуває вигляду

µ0f0(x) + µ1f1(x) + · · ·+ µn−1fn−1(x) = 0 .

За припущенням iндукцiї звiдси випливає, що µ0 = µ1 = · · · = µn−1 = 0.
Таким чином, рiвнiсть (10) виконується лише тодi, коли всi коефiцiєнти
µ0, µ1, . . . , µn дорiвнюють 0. Тому система многочленiв f0(x), f1(x), . . . ,
fn(x) лiнiйно незалежна i є базою простору Pn[x].

Задача 2. Доведiть, що вектори a1 = (2, 0, 1), a2 = (0, 1,−1),
a3 = (1, 1, 0) утворюють базу простору R3, i знайдiть координати
вектора v = (5,−1, 2) в цiй базi.
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Розв’язання. Координати вектора v в базi a1, a2, a3 — це коефiцiєнти
лiнiйної комбiнацiї v = x1a1 + x2a2 + x3a3. Перейшовши в цiй рiвностi
до координат, отримуємо систему

2x1 + x3 = 5 ,
x2 + x3 = −1 ,

x1 − x2 = 2 .

Розв’язуючи її методом Ґауса, маємо:



2 0 1
0 1 1
1 −1 0

∣∣∣∣∣∣

5
−1

2


 Ã




1 −1 0
0 1 1
2 0 1

∣∣∣∣∣∣

2
−1

5


 Ã




1 −1 0
0 1 1
0 2 1

∣∣∣∣∣∣

2
−1

1


 Ã

Ã




1 −1 0
0 1 1
0 0 −1

∣∣∣∣∣∣

2
−1

3


 Ã




1 −1 0
0 1 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣

2
2

−3


 Ã




1 0 0
0 1 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣

4
2

−3


 .

Ранг основної матрицi системи дорiвнює 3, тому її стовпчики (а це ве-
ктори a1, a2, a3) лiнiйно незалежнi. Позаяк простiр R3 тривимiрний, то
вектори a1, a2, a3 утворюють базу. Вектор v має в цiй базi координати
(4, 2,−3).

Задача 3. Вкажiть яку–небудь базу i знайдiть розмiрнiсть: a) про-
стору Mn(R) усiх дiйсних матриць порядку n; b) пiдпростору всiх си-
метричних матриць ; c) пiдпростору всiх кососиметричних матриць.

Розв’язання. a) Матричнi одиницi Eij , i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , n, утво-
рюють систему твiрних простору Mn(R), бо кожна матриця A = (aij) з
Mn(R) записується у виглядi A =

∑n
i,j=1 aij ·Eij . З рiвностi

∑n
i,j=1 aij ·

Eij = (aij)n
i,j=1 також випливає, що лiнiйна комбiнацiя

∑n
i,j=1 aij · Eij

буде дорiвнювати нулю лише тодi, коли всi коефiцiєнти aij — нульовi.
Отже, ця система твiрних є лiнiйно незалежною, а тому є базою. Звiдси
dim Mn(R) = n2.

b) Оскiльки симетричнi матрицi на симетричних вiдносно голов-
ної дiагоналi мiсцях мiстять одинаковi елементи (тобто aij = aji), то
(aij)n

i,j=1 =
∑n

i=1 aii · Eii +
∑

i<j aij · (Eij + Eji). Тому матрицi Eii

(1 ≤ i ≤ n) i Eij + Eji (1 ≤ i < j ≤ n) утворюють систему твiрних
пiдпростору симетричних матриць. Їх лiнiйна незалежнiсть очевидна.
Тому це база, а їх кiлькiсть n+ n2−n

2 = n2+n
2 дає розмiрнiсть пiдпросто-

ру.
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c) Нагадаємо, що кососиметрична матриця на симетричних вiдно-
сно головної дiагоналi мiсцях мiстить протилежнi за знаком елементи
(тобто aij = −aji). Зокрема, на головнiй дiагоналi мають бути нулi. То-
му система матриць Eij − Eji (1 ≤ i < j ≤ n) утворює базу нашого
пiдпростору, а його розмiрнiсть дорiвнює n2−n

2 .

Задача 4. Вкажiть яку–небудь базу i знайдiть розмiрнiсть пiдпро-
стору V всiх тих многочленiв з Rn[x], для яких : a) дане число a ∈ R
буде коренем ; b) дане число a ∈ (Cr R) буде коренем.

Розв’язання. a) Зауважимо, що не для кожного многочлена з Rn[x] чи-
сло a буде коренем, а тому V є власним пiдпростором простору Rn[x].
Але тодi dim V < dimRn[x] = n + 1.

За теоремою Безу число a буде коренем многочлена f(x) тодi й лише
тодi, коли f(x) дiлиться на x−a. Кожен з многочленiв x−a, x(x−a), . . . ,
xn−1(x− a) з простору Rn[x] на x− a дiлиться, тому всi вони належать
пiдпростору V . Крiм того, цi n многочленiв лiнiйно незалежнi, бо мають
рiзнi степенi. Тому dim V ≥ n. Разом з попереднiм це дає dim V = n.
Але в n–вимiрному просторi будь–якi n лiнiйно незалежних векторiв
утворюють базу. Отже, многочлени x − a, x(x − a), . . . , xn−1(x − a)
утворюють базу пiдпростору V .

b) Якщо комплексне число a є коренем дiйсного многочлена f(x),
то коренем буде i спряжене число a. За теоремою Безу це означає, що
многочлен f(x) ∈ Rn[x] належить пiдпростору V тодi й лише тодi, коли
f(x) має вигляд f(x) = (x− a)(x− a)g(x), де g(x) — многочлен степеня,
не бiльшого нiж n− 2. Многочлени (x− a)(x− a), x(x− a)(x− a), . . . ,
xn−2(x − a)(x − a) є такими, i вони лiнiйно незалежнi, бо мають рiзнi
степенi. Цi многочлени є також системою твiрних пiдпростору V , бо
кожний многочлен вигляду f(x) = (x− a)(x− a)g(x) з V можна подати
у виглядi їх лiнiйної комбiнацiї. Тому цi многочлени є базою пiдпростору
V . Оскiльки їх n− 1, то dim V = n− 1.

Задача 5. Доведiть, що геометричнi прогресiї 1, q, q2, q3, . . . iз знамен-
никами q1 = 1+

√
5

2 та q2 = 1−√5
2 вiдповiдно утворюють базу простору

V всiх дiйсних послiдовностей, що задовольняють рекурентне спiввiд-
ношення an+2 = an+1 + an. Знайдiть у цiй базi координати послiдов-
ностi Фiбоначчi 0, 1, 1, 2, 3, 5, . . . .

Розв’язання. Легко перевiряється, що множина V дiйсних послiдовно-
стей, якi задовольняють рекурентне спiввiдношення an+2 = an+1 + an,
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замкнена вiдносно додавання i множення на скаляри, а тому справдi
утворює векторний простiр. Позначимо q1 = (qn

1 )n≥0, q2 = (qn
2 )n≥0. За-

уважимо, що q1 i q2 є коренями квадратного рiвняння x2 − x − 1 = 0,
тому q2

i = qi + 1, i = 1, 2. Звiдси випливає, що

qn+2
i = qn

i · q2
i = qn

i · (qi + 1) = qn+1
i + qn

i .

Отже, кожна з прогресiй q1 i q2 належить простору V.
Покажемо тепер, що кожну послiдовнiсть a = (an)n≥0 можна подати

у виглядi a = x1q1 + x2q2 для деяких x1, x2 ∈ R. Спiввiдношення a0 =
x1+x2, a1 = x1q1+x2q2 визначають x1 та x2 єдиним чином, бо визначник
цiєї системи

∣∣ 1 1
q1 q2

∣∣ = q2 − q1 6= 0. Далi застосовуємо iндукцiю за n :

an+2 = an+1 + an = (x1q
n+1
1 + x2q

n+1
2 ) + (x1q

n
1 + x2q

n
2 ) =

= x1q
n
1 (q1 + 1) + x2q

n
2 (q2 + 1) = x1q

n+2
1 + x2q

n+2
2 .

Тому q1, q2 утворюють систему твiрних нашого простору. Оскiльки q1

i q2 не пропорцiйнi, то вони лiнiйно незалежнi. Це завершує доведення
того, що q1 i q2 утворюють базу.

Щоб знайти в цiй базi координати (x1, x2) послiдовностi Фiбоначчi,
потрiбно розв’язати систему x1 + x2 = 0, x1q1 + x2q2 = 1. Розв’язуючи
її, знаходимо: x1 = 1

q1−q2
= 1√

5
, x2 = − 1√

5
.

Таким чином, отримуємо формулу для загального члена послiдов-
ностi Фiбоначчi: an = 1√

5

((
1+
√

5
2

)n − (
1−√5

2

)n)
. Її називають формулою

Бiне.

Задача 6. Доведiть, що кожна з двох систем векторiв a1 = (4, 2, 1),
a2 = (5, 3, 2), a3 = (3, 2, 1) та b1 = (1, 4, 0), b2 = (1, 3, 1), b3 = (1, 2, 3)
утворює базу простору R3, i знайдiть матрицю переходу вiд першої
бази до другої i навпаки.

Розв’язання. Насправдi в задачi присутнi три системи векторiв: окрiм
явно вказаних систем (a) i (b) є ще початкова база e1, e2, e3, в якiй
дано координати всiх векторiв. Матрицi переходу T(e)→(a) i T(e)→(b) ви-
писуються легко: їх стовпчиками є вектори систем (a) i (b) вiдповiдно.
Тодi

T(a)→(b) = T(a)→(e) · T(e)→(b) = T−1
(e)→(a) · T(e)→(b) .

Аналогiчно T(b)→(a) = T−1
(e)→(b) · T(e)→(a) .
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Отже, задача зводиться до знаходження обернених матриць T−1
(e)→(a)

i T−1
(e)→(b) (знайшовши їх, ми виконаємо й першу частину завдання.

Справдi, оберненi iснують лише для невироджених матриць, тобто ма-
триць, стовпчики яких лiнiйно незалежнi. А незалежнiсть векторiв ко-
жної з систем (a) i (b) якраз i означає, що цi системи є базами простору
R3). Знаходимо T−1

(e)→(a) i T−1
(e)→(b):




4 5 3
2 3 2
1 2 1

∣∣∣∣∣∣

1 0 0
0 1 0
0 0 1


 Ã




1 2 1
2 3 2
4 5 3

∣∣∣∣∣∣

0 0 1
0 1 0
1 0 0


 Ã

Ã




1 2 1
0 −1 0
0 −3 −1

∣∣∣∣∣∣

0 0 1
0 1 −2
1 0 −4


 Ã




1 0 1
0 1 0
0 0 −1

∣∣∣∣∣∣

0 2 −3
0 −1 2
1 −3 2


 Ã

Ã




1 0 0
0 1 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣

1 −1 −1
0 −1 2
−1 3 −2


 .




1 1 1
4 3 2
0 1 3

∣∣∣∣∣∣

1 0 0
0 1 0
0 0 1


 Ã




1 1 1
0 −1 −2
0 1 3

∣∣∣∣∣∣

1 0 0
−4 1 0
0 0 1


 Ã

Ã




1 0 −1
0 1 2
0 0 1

∣∣∣∣∣∣

−3 1 0
4 −1 0
−4 1 1


 Ã




1 0 0
0 1 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣

−7 2 1
12 −3 −2
−4 1 1


 .

Таким чином,

T(a)→(b) =




1 −1 −1
0 −1 2
−1 3 −2


 ·




1 1 1
4 3 2
0 1 3


 =



−3 −3 −4
−4 −1 4
11 6 −1


 ,

T(b)→(a) =



−7 2 1
12 −3 −2
−4 1 1


 ·




4 5 3
2 3 2
1 2 1


 =



−23 −27 −16
40 47 28
−13 −15 −9


 .

Зауваження. 1) Матрицю T(b)→(a) можна було шукати як обернену
до T(a)→(b). Крiм того, рiвнiсть T(b)→(a)·T(a)→(b) = E можна використати
для перевiрки правильностi обчислень.

2) Елементарнi перетворення рядкiв матрицi A рiвносильнi множен-
ню злiва на вiдповiднi елементарнi матрицi. Зокрема, зведення невиро-
дженої матрицi A до одиничної елементарними перетвореннями рядкiв
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рiвносильне множенню A злiва на A−1. Це дає трохи iнший спосiб об-
числення матрицi T(a)→(b): виписуємо матрицю

(
T(e)→(a)

∣∣ T(e)→(b)
)

i
елементарними перетвореннями рядкiв зводимо її лiву частину до оди-
ничної матрицi. В результатi отримаємо:

(
T(e)→(a)

∣∣T(e)→(b)
)

Ã
(
T−1

(e)→(a) · T(e)→(a)

∣∣T−1
(e)→(a) · T(e)→(b)

)
=

=
(
E

∣∣ T(a)→(b)
)
.

У нашому випадку це виглядає так:



4 5 3
2 3 2
1 2 1

∣∣∣∣∣∣

1 1 1
4 3 2
0 1 3


 Ã




1 0 0
0 1 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣

−3 −3 −4
−4 −1 4
11 6 −1


 .

Задача 7. У просторi Rn[x] многочленiв знайдiть матрицю переходу
вiд бази 1, x, x2, . . . , xn до бази 1, x− a, (x− a)2, . . . , (x− a)n i навпаки.

Розв’язання. Стовпчики матрицi переходу вiд першої бази до другої
складаються з координат вiдповiдних векторiв другої бази в першiй ба-
зi. Оскiльки (x−a)k = xk−(

k
1

)
axk−1+

(
k
2

)
a2xk−2−· · ·+(−1)k−1

(
k

k−1

)
ak−1x+

(−1)kak, то матриця переходу вiд першої бази до другої має вигляд



1 −a a2 −a3 . . . (−1)nan

0 1 −(
2
1

)
a

(
3
2

)
a2 . . . (−1)n−1

(
n

n−1

)
an−1

0 0 1 −(
3
1

)
a . . . (−1)n−2

(
n

n−2

)
an−2

0 0 0 1 . . . (−1)n−3
(

n
n−3

)
an−3

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 0 . . . 1




.

Щоб знайти матрицю зворотного переходу, зробимо замiну x − a = y.
Тодi xk = (y + a)k = yk +

(
k
1

)
ayk−1 +

(
k
2

)
a2yk−2 + · · · + (

k
k−1

)
ak−1y + ak.

Тому матриця переходу вiд другої бази до першої має вигляд



1 a a2 a3 . . . an

0 1
(
2
1

)
a

(
3
2

)
a2 . . .

(
n

n−1

)
an−1

0 0 1
(
3
1

)
a . . .

(
n

n−2

)
an−2

0 0 0 1 . . .
(

n
n−3

)
an−3

. . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 0 . . . 1




.
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Основнi задачi

8. Знайдiть розмiрнiсть пiдпростору тих векторiв (x1, . . . , xn) з Pn, в
яких перша й остання координати однаковi.

9. З’ясуйте, яка з наступних систем векторiв є базою простору R4:
a) a1 =(1, 2,−1,−2), a2 =(2, 3, 0,−1), a3 =(1, 2, 1, 3), a4 =(1, 3,−1, 0);
b) b1 =(1, 2,−1,−2), b2 =(2, 3, 0,−1), b3 =(1, 2, 1, 4), b4 =(1, 3,−1, 0).

10. Знайдiть у просторi R4 двi рiзнi бази, що мiстять вектори
a1 = (1, 1, 0, 0) та a2 = (0, 0, 1, 1).

11. a) Знайдiть базу простору R5[x], яка б мiстила лише многочлени
пятого степеня. b) Чи iснує база простору R5[x], яка не мiстить жодного
многочлена пятого степеня?

12. Знайдiть розмiрнiсть i вкажiть яку–небудь базу пiдпростору, поро-
дженого многочленами

f1 = x6 + x4, f2 = x6 + 3x4 − x, f3 = x6 − 2x4 + x, f4 = x6 − 4x4 + 2x.

13. Доведiть, що вектори a1 = (2, 1,−3), a2 = (3, 2,−5), a3 = (1,−1, 1)
утворюють базу простору R3, i знайдiть координати вектора v =
(6, 2,−7) в цiй базi.

14. Знайдiть координати многочлена x5 − x4 + x3 − x2 − x + 1 в базi:
a) 1, x + 1, x2 + 1, x3 + 1, x4 + 1, x5 + 1;
b) 1 + x3, x + x3, x2 + x3, x3, x4 + x3, x5 + x3

простору R5[x].

15. Нехай a0, a1, . . . , an — попарно рiзнi дiйснi числа. Знайдiть базу
простору Rn[x], в якому координатами многочлена f(x) будуть числа
f(a0), f(a1), . . . , f(an).

16. Доведiть, що кожна з систем векторiв
a1 = (1, 2,−1, 0), a2 = (1,−1, 1, 1), a3 = (−1, 2, 1, 1),a4 = (−1,−1, 0, 1)
та b1 = (2, 1, 0, 1), b2 = (0, 1, 2, 2), b3 = (−2, 1, 1, 2), b4 = (1, 3, 1, 2)

утворює базу простору R4, i знайдiть матрицю переходу вiд першої бази
до другої i навпаки.

17. Доведiть, що кожна з систем матриць:

a) A1 =




0 1 −2
−1 0 3
2 −3 0


, A2 =




0 0 −1
0 0 4
1 −4 0


, A3 =




0 −1 2
1 0 −2
−2 2 0


 ,
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b) B1 =




0 1 1
−1 0 −1
−1 1 0


, B2 =




0 3 5
−3 0 2
−5 −2 0


, B3 =




0 1 0
−1 0 3
0 −3 0




утворює базу простору кососиметричних матриць порядку 3, i знайдiть
матрицю переходу вiд першої бази до другої.

18. Як змiниться матриця переходу вiд першої бази до другої, якщо:
a) переставити мiсцями два вектори першої бази;
b) переставити мiсцями два вектори другої бази;
c) записати вектори обох баз у зворотному порядку?

19. Нехай V — n–вимiрний простiр над полем P . Доведiть, що кожну
невироджену матрицю з Mn(P ) можна розглядати як матрицю пере-
ходу вiд якоїсь бази e1, . . . , en простору V до iншої бази f1, . . . , fn,
причому першу базу можна вибирати довiльно.

20. Вкажiть явно який–небудь iзоморфiзм пiдпростору V тих многочле-
нiв з простору Rn[x], для яких фiксоване число a є коренем, на простiр
Rn.

Додатковi задачi

21. Доведiть, що коли m < n, то для кожного m–вимiрного пiдпро-
стору U n–вимiрного простору V можна знайти таку базу простору V ,
яка:

a) не мiстить жодного вектора з U ;
b) мiстить рiвно k векторiв з U (k ≤ m).

22. Знайдiть розмiрнiсть:
a) простору R(n)[x1, . . . , xk] всiх дiйсних однорiдних многочленiв сте-

пеня n вiд змiнних x1, . . . , xk;
b) простору Rn[x1, . . . , xk] всiх дiйсних многочленiв степеня не бiль-

шого, нiж n, вiд змiнних x1, . . . , xk.

23. Доведiть, що в просторi P [x1, . . . , xn] усiх многочленiв вiд змiнних
x1, . . . , xn з коефiцiєнтами з поля P множина

a) всiх полiлiнiйних многочленiв,
b) всiх полiлiнiйних однорiдних многочленiв степеня k

утворює пiдпростiр, i знайдiть його розмiрнiсть.

24. Нехай A i B — невиродженi матрицi порядкiв m i n вiдповiдно, а
Eij , i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n, — матричнi одиницi з простору Mm×n(R).
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Доведiть, що матрицi Fij = AEijB утворюють базу простору Mm×n(R),
i знайдiть матрицю переходу вiд бази E11, E12, . . . , E1n, E21, E22, . . . ,
Emn до бази F11, F12, . . . , F1n, F21, F22, . . . , Fmn.

25. Скiлькома способами можна встановити iзоморфiзм мiж двома n–
вимiрними векторними просторами над полем Zp?

26. Доведiть, що векторнi простори iз задачi 22 iзоморфнi.

Домашнє завдання
27. З’ясуйте, чи утворює дана множина векторiв з Rn пiдпростiр, i якщо
утворює, то знайдiть його розмiрнiсть:

a) вектори, в яких усi координати рiвнi мiж собою;
b) вектори, в яких усi координати з парними номерами рiвнi мiж

собою;
c) вектори, в яких сума координат дорiвнює 0;
d) вектори, в яких сума координат дорiвнює 1;
e) вектори, в яких сума координат з парними номерами дорiвнює

сумi координат з непарними номерами.

28. Доповнiть систему многочленiв x5 + x4, x5 − 3x3, x5 + 2x2, x5 − x
до бази простору R5[x].

29. Знайдiть розмiрнiсть i вкажiть яку–небудь базу пiдпростору, поро-
дженого векторами v1 = (1, 1, 1, 1, 0), v2 = (1, 1,−1,−1,−1),
v3 = (2, 2, 0, 0,−1), v4 = (1, 1, 5, 5, 2), v5 = (1,−1,−1, 0, 0).

30. Доведiть, що вектори a1, . . . , an утворюють базу простору Rn, i
знайдiть координати вектора v :

a) a1 = (1, 1, 1), a2 = (1, 1, 2), a3 = (1, 2, 3), v = (6, 9, 14);
b) a1 = (1, 1, 0, 1), a2 = (2, 1, 3, 1), a3 = (1, 1, 0, 0), a4 = (0, 1,−1,−1),

v = (0, 0, 0, 1).

31. Доведiть, що кожна з систем многочленiв
f1 = x− x2, f2 = x3, f3 = 1 + 5x + x3, f4 = (1 + x)3 та
g1 = (1 + x)3, g2 = (1 − x)3, g3 = x − x2 + x3, g4 = 1 + x + x2 + x3

утворює базу простору многочленiв R3[x], i знайдiть матрицю переходу
вiд першої бази до другої i навпаки.

32. Доведiть, що кожна з систем векторiв a1 = (1, 1, 1, 1), a2 = (1, 2, 1, 1),
a3 = (1, 1, 2, 1), a4 = (1, 3, 2, 3) та b1 = (1, 0, 3, 3), b2 = (−2,−3,−5,−4),
b3 = (2, 2, 5, 4), b4 = (−2,−3,−4,−4) утворює базу простору R4, i зна-
йдiть матрицю переходу вiд першої бази до другої i навпаки.
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Заняття 3. Дiї з пiдпросторами
Необхiднi поняття. Сумою U +W пiдпросторiв U та W простору V

називається множина всiх векторiв вигляду v = u+w, де u ∈ U , w ∈ W ,
тобто U + W = {u + w | u ∈ U,w ∈ W}. Аналогiчно визначається сума
V1 + · · ·+ Vk довiльної кiлькостi пiдпросторiв.

Сума V1 + · · ·+Vk називається прямою (i позначається V1⊕· · ·⊕Vk),
якщо кожний вектор v з V1 + · · · + Vk може бути поданий у виглядi
v = v1 + · · ·+ vk, де vi ∈ Vi, єдиним чином.

Для довiльних фiксованих вектора v ∈ V i пiдпростору U ⊆ V мно-
жина v + U := {v + u | u ∈ U} називається лiнiйним многовидом з
напрямним пiдпростором U .

Множина всiх лiнiйних многовидiв з напрямним пiдпростором U по-
значається V/U i називається факторпростором простору V за пiдпро-
стором U . Ця множина стає векторним простором, якщо додавання i
множення на скаляри визначити правилами:

(u+ U) + (v+ U) := (u+ v) + U , a · (u+ U) := (a · v) + U .

Необхiднi твердження. 1. Теорема Ґрасмана: якщо V1 i V2 — пiд-
простори скiнченновимiрного простору V , то

dim(V1 + V2) = dim V1 + dim V2 − dim(V1 ∩ V2).

2. Такi умови рiвносильнi:
a) сума V1 + V2 є прямою;
b) якщо 0 = v1 + v2, де v1 ∈ V1, v2 ∈ V2, то v1 = v2 = 0 (тобто

нульовий вектор лише єдиним чином записується у виглядi 0 = v1+v2);
c) V1 ∩ V2 = {0};
d) dim(V1 + V2) = dim V1 + dim V2;
e) якщо e1, . . . , ek i f1, . . . , fm — бази пiдпросторiв V1 та V2 вiдповiдно,

то e1, . . . , ek, f1, . . . , fm є базою V1 + V2.
3. Простiр V розкладається в пряму суму пiдпросторiв V1 та V2 тодi

й тiльки тодi, коли 〈V1, V2〉 = V та V1 ∩ V2 = {0}.
4. Критерiй рiвностi двох многовидiв: лiнiйнi многовиди u + U та

w+ W збiгаються тодi й лише тодi, коли U = W i u−w ∈ U .
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5. Якщо U — пiдпростiр простору V , то dim U +dim(V/U) = dim V .

Приклади розв’язання типових задач

Задача 1. Нехай U, V, W — пiдпростори векторного простору. До-
ведiть, що коли U ⊆ V, то U + (V ∩ W ) = (U + V ) ∩ (U + W ). Чи
залишиться рiвнiсть правильною у випадку U * V ?

Розв’язання. Нехай x ∈ U + (V ∩ W ). Тодi x можна подати у виглядi
x = u + y, де u ∈ U , y ∈ V ∩W . Отже, x ∈ U + V i x ∈ U + W . Тому
x ∈ (U + V )∩ (U + W ). Зауважимо, що в цiй частинi розв’язання умова
U ⊆ V не використовувалася.

Нехай тепер x ∈ (U + V ) ∩ (U + W ). Тодi iснують розклади x =
u1 + v = u2 + w, де u1,u2 ∈ U , v ∈ V , w ∈ W . Позаяк U ⊆ V , то
w = u1−u2 + v ∈ V . Отже, w ∈ V ∩W . Тому x = u2 +w ∈ U +(V ∩W ).

Розглянемо тепер три рiзнi одновимiрнi пiдпростори U , V , W у дво-
вимiрному просторi R2. Тодi U * V , V ∩W = {0}, U +V = U +W = R2,
звiдки випливає, що U + (V ∩W ) = U + {0} = U i (U + V )∩ (U + W ) =
R2 ∩ R2 = R2. Позаяк U 6= R2, то рiвнiсть не виконується. Отже, умова
U ⊆ V є необхiдною.

Задача 2. Знайдiть розмiрностi dim(U + W ) та dim(U ∩W ), якщо:
U = 〈(2,−5, 3, 4), (1, 2, 0,−7), (3,−6, 2, 5)〉,
W = 〈(2, 0,−4, 6), (1, 1, 1, 1), (3, 3, 1, 5)〉.

Розв’язання. Розмiрнiсть пiдпростору дорiвнює рангу його системи твiр-
них. Тому для знаходження розмiрностей пiдпросторiв U та W обчислю-
ємо ранги матриць, утворених з їх систем твiрних (оскiльки рядковий i
стовпчиковий ранги матрицi збiгаються, то для знаходження рангу си-
стеми векторiв можна розглядати як матрицю, для якої данi вектори є
її рядками, так i матрицю, для якої цi вектори є її стовпчиками).



2 −5 3 4
1 2 0 −7
3 −6 2 5


 Ã




1 2 0 −7
2 −5 3 4
3 −6 2 5


 Ã




1 2 0 −7
0 −9 3 18
0 −12 2 25


 .

Два останнi рядки непропорцiйнi, тому ранг матрицi дорiвнює 3 i
dim U = 3.




2 0 −4 6
1 1 1 1
3 3 1 5


 Ã




1 1 1 1
2 0 −4 6
3 3 1 5


 Ã




1 1 1 1
0 −2 −6 4
0 0 −2 2


 .
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Ранг цiєї матрицi також дорiвнює 3, тому dim W = 3.
Системою твiрних для U + W є об’єднання систем твiрних пiдпро-

сторiв U i W . Тому для знаходження розмiрностi знову шукаємо ранг
вiдповiдної матрицi (на першому кроцi можна використати вже зробле-
нi обчислення, бо робилися лише перетворення з рядками):




2 0 −4 6
1 1 1 1
3 3 1 5
2 −5 3 4
1 2 0 −7
3 −6 2 5




Ã




1 1 1 1
0 −2 −6 4
0 0 −2 2
1 2 0 −7
0 −9 3 18
0 −12 2 25




Ã

Ã




1 1 1 1
0 1 3 −2
0 0 −1 1
0 1 −1 −8
0 −9 3 18
0 −12 2 25




Ã




1 1 1 1
0 1 3 −2
0 0 −1 1
0 0 −4 −6
0 0 30 0
0 0 38 1




Ã

Ã




1 1 1 1
0 1 3 −2
0 0 1 0
0 0 −1 1
0 0 −4 −6
0 0 38 1




Ã




1 1 1 1
0 1 3 −2
0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 −6
0 0 0 1




.

Оскiльки ранг матрицi дорiвнює 4, то dim(U + W ) = 4.
Для знаходження розмiрностi перетину U ∩W скористаємося теоре-

мою Ґрасмана:

dim(U ∩W ) = dim U + dim W − dim(U + W ) = 3 + 3− 4 = 2 .

Задача 3. Знайдiть базу перетину U ∩W та бази пiдпросторiв U, W
i суми U + W, якi б включали базу перетину, якщо:

U = 〈(1, 1, 0, 0), (0, 1, 1, 0), (0, 0, 1, 1)〉,
W = 〈(1, 0, 1, 0), (0, 2, 1, 1), (1, 2, 1, 2)〉.

Розв’язання. Зручно з самого початку перейти вiд систем твiрних пiд-
просторiв до їх баз (це спрощує обчислення i зменшує їх об’єм). Для
цього треба в кожнiй з матриць, стовпчиками якої є вектори з системи
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твiрних, видiлити максимальну лiнiйно незалежну систему стовпчикiв.
У нашому випадку ранг кожної з матриць




1 0 0
1 1 0
0 1 1
0 0 1


 i




1 0 1
0 2 2
1 1 1
0 1 2




дорiвнює 3, тобто данi системи твiрних є базами. Для зручностi позна-
чимо u1 = (1, 1, 0, 0), u2 = (0, 1, 1, 0), u3 = (0, 0, 1, 1), w1 = (1, 0, 1, 0),
w2 = (0, 2, 1, 1), w3 = (1, 2, 1, 2).

Розглянемо два методи знаходження бази перетину U ∩W двох пiд-
просторiв U i W , заданих своїми базами u1, . . . , uk i w1, . . . , wm вiдпо-
вiдно.

I спосiб. Вектор v ∈ U ∩W записуємо у виглядi

v = α1u1 + · · ·+ αkuk = β1w1 + · · ·+ βmwm . (11)

Розписуючи праву рiвнiсть спiввiдношення (11) покоординатно, отриму-
ємо однорiдну систему лiнiйних рiвнянь вiдносно невiдомих α1, . . . , αk,
β1, . . . , βm. Нехай (α(i)

1 , . . . , α
(i)
k , β

(i)
1 , . . . , β

(i)
m ), i = 1, . . . , r, — фундамен-

тальна система розв’язкiв отриманої системи. Покажемо, що вектори

v1 = α
(1)
1 u1 + · · ·+ α

(1)
k uk, . . . , vr = α

(r)
1 u1 + · · ·+ α

(r)
k uk

утворюють базу перетину U ∩W , тобто лiнiйно незалежну систему твiр-
них. Справдi, з (11) випливає, що всi цi вектори належать перетину
U ∩W . Позаяк фундаментальна система розв’язкiв породжує всю мно-
жину розв’язкiв системи рiвнянь, то вектори v1, . . . , vr є системою твiр-
них перетину U ∩ W . Нарештi, якщо γ1v1 + · · · + γrvr = 0, то з (11)
випливає, що

r∑

i=1

γi(α
(i)
1 , . . . , α

(i)
k , β

(i)
1 , . . . , β(i)

m ) = (0, . . . , 0) .

Розв’язки з фундаментальної системи лiнiйно незалежнi, тому γ1 =
· · · = γr = 0. Отже, вектори v1, . . . , vr — лiнiйно незалежнi.

З (11) випливає, що вектори v1, . . . , vr можна визначати i рiвностями

v1 = β
(1)
1 w1 + · · ·+ β(1)

m wm, . . . , vr = β
(r)
1 w1 + · · ·+ β(r)

m wm ,
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якi можна використати для контролю правильностi обчислень.
У нашому випадку права рiвнiсть з (11) має вигляд

α1




1
1
0
0


 + α2




0
1
1
0


 + α3




0
0
1
1


 = β1




1
0
1
0


 + β2




0
2
1
1


 + β3




1
2
1
2


 .

Розв’язуючи вiдповiдну однорiдну систему лiнiйних рiвнянь, отримує-
мо:



1 0 0 −1 0 −1
1 1 0 0 −2 −2
0 1 1 −1 −1 −1
0 0 1 0 −1 −2

∣∣∣∣∣∣∣∣

0
0
0
0


 Ã




1 0 0 −1 0 −1
0 1 0 1 −2 −1
0 1 0 −1 0 1
0 0 1 0 −1 −2

∣∣∣∣∣∣∣∣

0
0
0
0


 Ã

Ã




1 0 0 −1 0 −1
0 1 0 −1 0 1
0 0 1 0 −1 −2
0 0 0 2 −2 −2

∣∣∣∣∣∣∣∣

0
0
0
0


 Ã




1 0 0 0 −1 −2
0 1 0 0 −1 0
0 0 1 0 −1 −2
0 0 0 1 −1 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣

0
0
0
0


 .

Отже, фундаментальна система мiстить 2 розв’язки: (2, 0, 2, 1, 0, 1) та
(1, 1, 1, 1, 1, 0). Це дає нам базу перетину з 2 векторiв:

v1 = 2u1 + 2u3 = w1 +w3 = (2, 2, 2, 2) ,

v2 = u1 + u2 + u3 = w1 +w2 = (1, 2, 2, 1) .

II спосiб. Спочатку шукаємо однорiднi системи лiнiйних рiвнянь S1

i S2, множинами розв’язкiв яких є вiдповiдно пiдпростори U i W (див.
зад. 1.4). Тодi перетин U ∩W є множиною розв’язкiв однорiдної систе-

ми
{

S1

S2
. Фундаментальна система розв’язкiв цiєї системи i буде базою

перетину U ∩W .
У нашому випадку це виглядає так. Для знаходження системи S1

розв’язуємо однорiдну систему лiнiйних рiвнянь, рядками основної ма-
трицi якої є вектори системи твiрних пiдпростору U :




1 1 0 0
0 1 1 0
0 0 1 1

∣∣∣∣∣∣

0
0
0


 Ã




1 0 0 1
0 1 0 −1
0 0 1 1

∣∣∣∣∣∣

0
0
0


 .
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Фундаментальна система розв’язкiв мiстить лише один розв’язок
(−1, 1,−1, 1). Тому система S1 складається лише з одного рiвняння

− x1 + x2 − x3 + x4 = 0 . (12)

Аналогiчно для знаходження системи S2 використовуємо систему твiр-
них пiдпростору W :




1 0 1 0
0 2 1 1
1 2 1 2

∣∣∣∣∣∣

0
0
0


 Ã




1 0 1 0
0 2 1 1
0 2 0 2

∣∣∣∣∣∣

0
0
0


 Ã

Ã




1 0 1 0
0 1 0 1
0 0 1 −1

∣∣∣∣∣∣

0
0
0


 Ã




1 0 0 1
0 1 0 1
0 0 1 −1

∣∣∣∣∣∣

0
0
0


 .

I в цьому випадку фундаментальна система мiстить лише один розв’я-
зок (−1,−1, 1, 1), а система S2 складається лише з рiвняння

− x1 − x2 + x3 + x4 = 0 . (13)

Далi розв’язуємо систему з рiвнянь (12) i (13):
( −1 1 −1 1
−1 −1 1 1

∣∣∣∣
0
0

)
Ã

(
1 0 0 −1
0 1 −1 0

∣∣∣∣
0
0

)
.

Нарештi, виписуємо фундаментальну систему розв’язкiв: v′1 = (1, 0, 0, 1),
v′2 = (0, 1, 1, 0), яка й буде базою перетину U ∩W .

Зауваження. Ця база вiдрiзняється вiд тiєї, яку ми знайшли ранiше.
Однак легко бачити, що вони еквiвалентнi.

Щоб знайти базу пiдпростору U , яка включає базу перетину U ∩W ,
дописуємо до бази перетину базу пiдпростору, i з отриманої системи
векторiв видiляємо максимальну лiнiйно незалежну пiдсистему, яка мi-
стить базу перетину. Зробимо це для бази v′1, v′2:




1 0 1 0 0
0 1 1 1 0
0 1 0 1 1
1 0 0 0 1


 Ã




1 0 1 0 0
0 1 1 1 0
0 0 −1 0 1
0 0 −1 0 1


 .

Першi три стовпчики лiнiйно незалежнi, тому в якостi бази пiдпростору
U можна взяти вектори v′1, v′2, u1.
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Аналогiчно шукаємо потрiбну базу пiдпростору W :



1 0 1 0 1
0 1 0 2 2
0 1 1 1 1
1 0 0 1 2


 Ã




1 0 1 0 1
0 1 0 2 2
0 0 1 −1 −1
0 0 −1 1 1


 .

В якостi бази пiдпростору W можна взяти вектори v′1, v′2, w1.
Потрiбною базою суми U +W буде об’єднання останнiх двох баз: v′1,

v′2, u1, w1.

Задача 4. Доведiть, що простiр дiйсних неперервних функцiй є пря-
мою сумою пiдпростору Rn[x] многочленiв степеня ≤ n i пiдпросто-
ру неперервних дiйсних функцiй, якi в заданих попарно рiзних точках
a0, a1, . . . , an дорiвнюють 0.

Розв’язання. Потрiбно показати, що кожна неперервна функцiя f(x)
однозначно зображується у виглядi суми f(x) = g(x) + h(x) много-
члена g(x) ∈ Rn[x] i неперервної функцiї h(x), яка в заданих точках
a0, a1, . . . , an дорiвнює 0. Якщо таке зображення iснує, то многочлен
g(x) має задовольняти умову:

g(a0) = f(a0), g(a1) = f(a1), . . . , g(an) = f(an) .

За теоремою про iснування iнтерполяцiйного многочлена такий много-
член g(x) iснує, причому тiльки один. Тому й доданок h(x) також ви-
значається однозначно: h(x) = f(x)− g(x). Крiм того, h(x), як рiзниця
неперервних функцiй, також буде неперервною.

Задача 5. Нехай U = 〈(2, 3, 11, 5), (1, 1, 5, 2), (0, 1, 1, 1)〉,
W = 〈(2, 1, 3, 2), (1, 1, 3, 4), (5, 2, 6, 2)〉. Доведiть, що R4 = U ⊕ W, та
знайдiть проекцiю вектора (2, 0, 0, 3) на кожен з цих пiдпросторiв па-
ралельно iншому пiдпростору.

Розв’язання. Подiбно як в зад. 3.2, знайдемо розмiрностi dim(U + W )
та dim(U ∩W ):




2 3 11 5
1 1 5 2
0 1 1 1


 Ã




0 1 1 1
1 1 5 2
0 1 1 1


 Ã




1 1 5 2
0 1 1 1
0 0 0 0


 ;
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


2 1 3 2
1 1 3 4
5 2 6 2


 Ã




0 −1 −3 −6
1 1 3 4
0 −3 −9 −18


 Ã




1 1 3 4
0 1 3 6
0 0 0 0


 ;




2 3 11 5
1 1 5 2
0 1 1 1
2 1 3 2
1 1 3 4
5 2 6 2




Ã




1 1 5 2
0 1 1 1
0 0 0 0
1 1 3 4
0 1 3 6
0 0 0 0




Ã




1 1 5 2
0 1 1 1
0 1 3 6
0 0 −2 2
0 0 0 0
0 0 0 0




Ã

Ã




1 1 5 2
0 1 1 1
0 0 2 5
0 0 −2 2
0 0 0 0
0 0 0 0




Ã




1 1 5 2
0 1 1 1
0 0 2 5
0 0 0 7
0 0 0 0
0 0 0 0




.

Оскiльки ранги вiдповiдних матриць дорiвнюють 2, 2 i 4, то dimU =
dim W = 2, dim(U + W ) = 4. Тому dim(U ∩W ) = dim(U + W )− dim U −
dim W = 0. Таким чином, U +W = R4 i U ∩W = {0}. Отже, сума U +W
є прямою.

Позаяк dim U = dim W = 2, то в якостi баз пiдпросторiв U i W мо-
жна брати будь–якi два непропорцiйнi вектори з вiдповiдної системи
твiрних. Вiзьмемо u1 = (0, 1, 1, 1), u2 = (1, 1, 5, 2) i w1 = (2, 1, 3, 2), w2 =
(1, 1, 3, 4). Подiбно як в зад. 2.2, знайдемо координати (x1, x2, x3, x4) ве-
ктора (2, 0, 0, 3) в базi u1, u2, w1, w2:




0 1 2 1
1 1 1 1
1 5 3 3
1 2 2 4

∣∣∣∣∣∣∣∣

2
0
0
3


 Ã




1 1 1 1
0 1 2 1
0 4 2 2
0 1 1 3

∣∣∣∣∣∣∣∣

0
2
0
3


 Ã

Ã




1 1 1 1
0 1 2 1
0 0 −3 −1
0 0 −1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣

0
2

−4
1


 Ã




1 1 1 1
0 1 2 1
0 0 1 −2
0 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣

0
2

−1
1


 Ã

Ã




1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣

−1
−1

1
1


 .
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Отже,(x1, x2, x3, x4) = (−1,−1, 1, 1). Тому проекцiї вектора (2, 0, 0, 3) на
пiдпростори U i W дорiвнюють вiдповiдно x1u1+x2u2 = (−1,−2,−6,−3)
та x3w1 + x4w2 = (3, 2, 6, 6).

Задача 6. Доведiть, що пiдмножина H векторного простору V над
полем P 6= Z2 буде лiнiйним многовидом тодi й лише тодi, коли для
довiльних v1, v2 ∈ H i довiльних a1, a2 ∈ P з a1 + a2 = 1 випливає
a1v1 +a2v2 ∈ H. Яка геометрична характеристика лiнiйного многови-
ду мiститься у цiй властивостi?

Розв’язання. Необхiднiсть. Нехай H є лiнiйним многовидом: H = v+U .
Вiзьмемо довiльнi двi точки v1 = v + u1 i v2 = v + u2 з H, i нехай
a1 + a2 = 1. Тодi

a1v1 + a2v2 = a1(v+ u1) + a2(v+ u2) =

= (a1 + a2)v+ (a1u1 + a2u2) = v+ (a1u1 + a2u2).

Оскiльки a1u1 + a2u2 належить пiдпростору U , то a1v1 + a2v2 ∈ H.
Достатнiсть. Зафiксуємо точку v ∈ H i розглянемо множину U =

{v′−v | v′ ∈ H}. Тодi для довiльних скаляра α ∈ P i елемента v′−v ∈ U

α(v′ − v) =
(
αv′ + (1− α)v

)− v .

Позаяк α + (1−α) = 1, то αv′ + (1−α)v ∈ H i α(v′− v) ∈ U . Крiм того,
для довiльних v′, v′′ ∈ H

(v′ − v) + (v′′ − v) = (v′ − v+ v′′)− v .

Але 1
2v
′ + 1

2v
′′ ∈ H, бо 1

2 + 1
2 = 1. Аналогiчно

v′ − v+ v′′ = 2
(1
2
v′ +

1
2
v′′

)−v ∈ H,

бо 1
2v
′ + 1

2v
′′ ∈ H, v ∈ H i 2 + (−1) = 1. Тому (v′ − v) + (v′′ − v) ∈ U .

Отже, множина U замкнена вiдносно додавання i множення на скаляри,
а тому є пiдпростором. Але тодi для довiльної точки v′ ∈ H з v′−v = u
випливає, що v′ = v + u, де u ∈ U . Оскiльки u може бути довiльним
вектором з U , то H = v+ U , тобто H є лiнiйним многовидом.

Якщо v1 6= v2, то множина {a1v1+a2v2 | a1+a2 = 1} — це пряма, яка
проходить через точки v1 i v2. Тому геометричний змiст умови задачi
такий: множина буде лiнiйним многовидом тодi й лише тодi, коли разом
з кожними двома точками вона мiстить й пряму, що проходить через цi
точки.
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Основнi задачi
7. Нехай V = Mn(R), V1 — пiдпростiр симетричних матриць, V2 — пiд-
простiр кососиметричних матриць, V3 — пiдпростiр верхнiх трикутних
матриць, V4 — пiдпростiр нижнiх трикутних матриць. Для кожної пари
Vi, Vj (i 6= j) цих пiдпросторiв опишiть їх перетин Vi ∩Vj i суму Vi + Vj .

8. Нехай U , V , W — пiдпростори векторного простору, причому U ⊆
V + W . a) Чи можна стверджувати, що U = (U ∩ V ) + (U ∩W )?
b) А чи можна це стверджувати за додаткової умови V ⊆ U?

9. Доведiть, що для довiльних пiдпросторiв U , V , W векторного про-
стору виконуються включення:

a) U ∩ (V + W ) ⊇ (U ∩ V ) + (U ∩W );
b) U + (V ∩W ) ⊆ (U + V ) ∩ (U + W ).

10. Нехай V1 та V2 — пiдпростори простору V . Доведiть такi твердже-
ння:

a) якщо dim V1 + dim V2 > dim V , то V1 ∩ V2 6= {0}.
b) якщо dim(V1+V2) = dim(V1∩V2), то пiдпростори V1 i V2 збiгаються;
c) якщо dim(V1 +V2) = dim(V1∩V2)+1, то один з пiдпросторiв V1, V2

мiститься в iншому.

11. Знайдiть розмiрностi m = dim(V1 + V2) i k = dim(V1 ∩ V2), якщо:
a) V1 = 〈(1, 2, 0, 1), (1, 1, 1, 0)〉, V2 = 〈(1, 0, 1, 0), (1, 3, 0, 1)〉;
b) V1 = 〈(0, 1, 1, 1), (1, 1, 1, 2), (−2, 0, 1, 1)〉,

V2 = 〈(−1, 3, 2,−1), (1, 1, 0,−1)〉.
12. Знайдiть базу перетину V1∩V2 i бази пiдпросторiв V1 = 〈u1,u2,u3〉,
V2 = 〈v1, v2〉 та суми V1 + V2, якi б включали базу перетину, якщо:

a) u1 = (1, 2,−1,−2), u2 = (3, 1, 1, 1), u3 = (−1, 0, 1,−1),
v1 = (2, 5,−6,−5), v2 = (−1, 2,−7,−3);

b) u1 = (1, 1, 1, 1, 1), u2 = (1,−1, 1,−1, 1), u3 = (2, 1,−1, 1, 2),
v1 = (−1, 2, 1, 1, 0), v2 = (1, 0, 4, 0, 1).

13. Доведiть, що простiр R[x] всiх многочленiв є прямою сумою пiдпро-
стору U тих многочленiв, якi дiляться на даний многочлен f(x) степеня
n, i пiдпростору Rn−1[x].

14. Нехай U = {(x1, . . . , xn) | x1 + · · ·+xn = 0}, V = {(x1, . . . , xn) | x1 =
· · · = xn} — два пiдпростори простору Rn. Доведiть, що Rn = U ⊕ V ,
та знайдiть проекцiї векторiв стандартної бази простору Rn на кожен з
цих пiдпросторiв паралельно iншому пiдпростору.
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15. Доведiть, що перетин (u+ U)∩ (w+ W ) лiнiйних многовидiв u+ U
i w+ W буде непустим тодi й лише тодi, коли u−w ∈ U + W .

16. Доведiть, що перетин двох лiнiйних многовидiв з напрямними пiд-
просторами U та W вiдповiдно є або порожнiм, або лiнiйним многови-
дом з напрямним пiдпростором U ∩W .

17. Знайдiть яку–небудь базу факторпростору R4/U , де:
a) U = 〈(1, 1, 1, 1), (1, 2, 3, 4)〉;
b) U = 〈(1, 1, 1, 1), (1, 0, 0, 1), (1,−1, 2,−1)〉.

Додатковi задачi

18. Пiдрахуйте кiлькiсть тих k–вимiрних пiдпросторiв n–вимiрного про-
стору над полем з q елементiв, якi мають нульовий перетин з даним
m–вимiрним пiдпростором.

19.∗ Доведiть, що для довiльних пiдпросторiв V1, V2, V3 векторного
простору пiдпростiр (V1∩V2)+(V2∩V3)+(V3∩V1) мiститься в пiдпросторi
(V1+V2)∩(V2+V3)∩(V3+V1) i що рiзниця розмiрностей цих пiдпросторiв
є парним числом.

20. Нехай V — векторний простiр над нескiнченним полем P . Доведiть,
що об’єднання скiнченної родини пiдпросторiв простору V буде пiдпро-
стором тодi й лише тодi, коли один з пiдпросторiв мiстить усi iншi.

21. Нехай {0} = U0 ⊂ U1 ⊂ · · · ⊂ Un−1 ⊂ Un = V — повний прапор
пiдпросторiв простору V та W — пiдпростiр розмiрностi ≥ 1. Доведiть,
що iснує таке k, що Uk ⊆ Uk−1 + W .

22.∗ Нехай простiр V розкладається в пряму суму V = U1⊕U2 та W ⊂ V
— його k–вимiрний пiдпростiр, який має нульовий перетин як з U1, так
i з U2. Знайдiть розмiрнiсть пiдпростору (U1 + W )∩ (U2 + W ) i вкажiть
яку–небудь його базу.

23.∗∗ Нехай V = U ⊕W — векторний простiр над полем з q елементiв,
причому dim U = m, dim W = l. Пiдрахуйте кiлькiсть тих k–вимiрних
пiдпросторiв простору V , якi мають нульовий перетин з кожним з пiд-
просторiв U i W .

24. Нехай U ∩ V = {0}. Доведiть, що для кожного промiжного пiдпро-
стору U ⊆ W ⊆ U ⊕ V виконується рiвнiсть W = U ⊕ (W ∩ V ).
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25. Знайдiть найменший лiнiйний многовид, який мiстить данi много-
види u0 + U та w0 + W .

26. Доведiть, що коли два лiнiйнi многовиди H1 i H2 з простору Pn

розмiрностей m i k вiдповiдно мають спiльну точку та m + k > n, то
H1 ∩H2 є лiнiйним многовидом розмiрностi ≥ m + k − n.

27. Доведiть, що для довiльних пiдпросторiв V1, V2 простору V :
a) (V1 + V2)/V2 ' V1/(V1 ∩ V2);
b) dim(V1 + V2) = dim V1/(V1 ∩ V2) + dim V2/(V1 ∩ V2) + dim(V1 ∩ V2) .

Домашнє завдання
28. Доведiть рiвнiсть

dim(V1 + V2 + V3) = dim V1 + dim V2 + dim V3 − dim V1 ∩ V2−
− dim V1 ∩ V3 − dim V2 ∩ V3 + dim V1 ∩ V2 ∩ V3.

Узагальнiть її на суму n пiдпросторiв.

29. Нехай U , V , W — пiдпростори векторного простору. Доведiть, що
коли V ⊆ U , то U∩(V +W ) = (U∩V )+(U∩W ). Чи залишиться рiвнiсть
правильною у випадку V * U?

30. Знайдiть розмiрностi m = dim(V1 + V2) та k = dim(V1 ∩ V2), якщо:
V1 = 〈(2,−1, 0,−2), (3,−2, 1, 0), (1,−1, 1,−1)〉,
V2 = 〈(3,−1,−1, 0), (0,−1, 2, 3), (5,−2,−1, 0)〉.

31. Знайдiть бази суми V1 + V2 i перетину V1 ∩ V2 пiдпросторiв V1 =
〈u1,u2,u3〉 та V2 = 〈v1, v2, v3〉, якщо:

u1 = (−1, 6, 4, 7,−2), u2 = (−2, 3, 0, 5,−2), u3 = (−3, 6, 5, 6,−5),
v1 = (1, 1, 2, 1,−1), v2 = (0,−2, 0,−1,−5), v3 = (2, 0, 2, 1,−3).

32. Нехай U = 〈 (1, 1, 1, 1), (−1,−2, 0, 1) 〉 та W = 〈 (−1,−1, 1,−1),
(2, 2, 0, 1) 〉. Доведiть, що R4 = U ⊕ W , i знайдiть проекцiю вектора
(4, 2, 4, 4) на пiдпростiр U паралельно пiдпростору V .

33. Доведiть, що векторний простiр Mn(R) всiх дiйсних квадратних ма-
триць порядку n є прямою сумою пiдпростору U симетричних матриць i
пiдпростору W кососиметричних матриць, i знайдiть проекцiю матрицi

A =




1 1 . . . 1
0 1 . . . 1
. . . . . . .
0 0 . . . 1



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на кожен з цих пiдпросторiв паралельно iншому пiдпростору.

Лiтература. [1], с. 15–20; [2], с. 183–185; [3], с. 21–28; [4], с. 76–82;
[5], с. 266–272; [7], с. 96–101; [8], с. 26–30; [9], с. 201–203; [12], с. 307–312;
[13], с. 55–64.

Заняття 4. Лiнiйнi вiдображення та їх матрицi
Необхiднi поняття. Нехай V i W — векторнi простори над полем P .

Вiдображення ϕ : V → W називається лiнiйним, якщо воно задовольняє
такi двi умови:

1) ϕ(v1 + v2) = ϕ(v1) + ϕ(v2) для довiльних векторiв v1, v2 ∈ V ;
2) ϕ(λv) = λϕ(v) для довiльних вектора v ∈ V i скаляра λ ∈ P .
Множину всiх лiнiйних вiдображень ϕ : V → W часто позначають

Hom(V,W ).
Лiнiйне вiдображення простору V в себе часто називають ще лiнiй-

ним перетворенням простору V або лiнiйним оператором у просторi V .
Пiдпростiр U ⊆ V називається iнварiантним вiдносно ϕ (або ϕ–

iнварiантним), якщо ϕ(U) ⊆ U.
Множина Kerϕ = {v ∈ V | ϕ(v) = 0} називається ядром, а множина

Imϕ = {w ∈ W | iснує такий v ∈ V, що ϕ(v) = w} — образом лiнiйного
вiдображення ϕ : V → W . Розмiрнiсть образу називається рангом лi-
нiйного вiдображення ϕ (позначається r(ϕ) або rank(ϕ)), а розмiрнiсть
ядра — дефектом цього вiдображення (позначається def(ϕ)).

Нехай ϕ : V → W — лiнiйне вiдображення, а e1, . . . , en i f1, . . . , fm
— бази просторiв V i W вiдповiдно. Якщо образи векторiв першої бази
розкласти за векторами бази простору W :

ϕ(e1) = t11f1 + t21f2 + · · · + tm1fm ,
ϕ(e2) = t12f1 + t22f2 + · · · + tm2fm ,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ϕ(en) = t1nf1 + t2nf2 + · · · + tmnfm ,

(14)

то матриця 


t11 t12 · · · t1n

t21 t22 · · · t2n

...
...

. . .
...

tm1 tm2 · · · tmn



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з коефiцiєнтiв цих розкладiв називається матрицею лiнiйного вiдобра-
ження ϕ у базах (e) i (f) та позначається [ϕ ](e,f) (або [ϕ ] або Aϕ).

Блочно–дiагональну матрицю

A =




A1 O · · · O
O A2 · · · O
...

...
. . .

...
O O · · · Ak




називають ще кронекерiвською сумою матриць A1, . . . , Ak i коротко
позначають як: A = A1 ⊕A2 ⊕ · · · ⊕Ak.

Нехай простiр V розкладається в пряму суму V = W1 ⊕ · · · ⊕ Wk

ϕ–iнварiантних пiдпросторiв W1, . . . , Wk, а e1, . . . , en — така база V ,
що вектори e1, . . . , el1 утворюють базу пiдпростору W1, i т.д., elk−1+1,
. . . , elk — базу Wk (тобто база (e) узгоджена з таким розкладом). Нехай
ϕ1 = ϕ|W1 , . . . , ϕk = ϕ|Wk

. Тодi визначене лiнiйне перетворення ϕ1 ⊕
· · · ⊕ϕk : V → V, де для x = x1 + · · ·+ xk, x1 ∈ W1, . . . , xk ∈ Wk, маємо:
(ϕ1⊕· · ·⊕ϕk)(x) = ϕ1(x1)+· · ·+ϕk(xk), яке називається кронекерiвською
сумою перетворень ϕ1, . . . , ϕk. Зауважимо, що матриця перетворення ϕ
в узгодженiй з розкладом базi (e) простору V є кронекерiвською сумою
матриць перетворень ϕ1, . . . , ϕk.

Необхiднi твердження. 1. Лiнiйне вiдображення ϕ : V → W повнi-
стю визначається своїми значеннями на векторах бази e1, e2, . . . , en.

2. Якщо e1, e2, . . . , en — база простору V , то для довiльних векторiв
u1,u2, . . . ,un ∈ W iснує (причому єдине) таке лiнiйне вiдображення
ϕ : V → W , що ϕ(ei) = ui для всiх i.

3. Ядро Kerϕ лiнiйного вiдображення ϕ : V → W є пiдпростором
простору V , а образ Imϕ — пiдпростором простору W .

4. Теорема про гомоморфiзм: для довiльного лiнiйного вiдображення
ϕ : V → W простiр Imϕ i факторпростiр V/Kerϕ iзоморфнi.

5. Теорема Сильвестра: для довiльного лiнiйного вiдображення ϕ :
V → W

dimKerϕ + dim Imϕ = dim V .

6. Критерiй iн’єктивностi : лiнiйне вiдображення ϕ : V → W буде
iн’єктивним тодi й лише тодi, коли Kerϕ = {0}.

7. Критерiй сюр’єктивностi : лiнiйне вiдображення ϕ : V → W буде
сюр’єктивним тодi й лише тодi, коли воно хоча б одну базу простору V
переводить у систему твiрних простору W .
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8. dim Imϕ = rank [ϕ] .
9. [ϕ(v)](f) = [ϕ ](e,f) · [v ](e) (або просто [ϕ(v)] = [ϕ ] · [v ]) .
10. Теорема про змiну матрицi лiнiйного вiдображення при переходi

до нових баз. Нехай ϕ : V → W — лiнiйне вiдображення, (e) i (f ) —
старi, а (e′) i (f ′) — новi бази просторiв V i W вiдповiдно, S i T —
матрицi переходу вiд (e) до (e′) та вiд (f ) до (f ′) вiдповiдно. Позначимо
[ϕ ] = [ϕ ](e,f ), [ϕ ]′ = [ϕ ](e′,f ′). Тодi [ϕ ]′ = T−1 · [ϕ ] · S .

Приклади розв’язання типових задач

Задача 1. Нехай a — фiксований ненульовий вектор звичайного три-
вимiрного простору. Якi з наступних перетворень цього простору бу-
дуть лiнiйними: a) v 7→ (v,a)a; b) v 7→ (a, v)v? Якщо перетворення
лiнiйне, знайдiть його ядро i образ.

Розв’язання. a) Враховуючи властивостi дiй з векторами, маємо:

(α1v1 + α2v2,a)a =
(
(α1v1,a) + (α2v2,a)

)
a =

=
(
α1(v1,a) + α2(v2,a)

)
a = α1(v1,a)a+ α2(v2,a)a ,

Отже, перетворення лiнiйну комбiнацiю векторiв переводить у лiнiйну
комбiнацiю їх образiв з тими ж коефiцiєнтами. Тому воно є лiнiйним.

Образ (v,a)a вектора v буде нульовим тодi й лише тодi, коли (v,a) =
0, тобто коли вектори v i a перпендикулярнi. Тому ядром є площина,
перпендикулярна до вектора a. З iншого боку, образ (v,a)a завжди
пропорцiйний вектору a, причому коефiцiєнт пропорцiйностi (v,a) мо-
же бути довiльним. Тому образом перетворення є пряма, породжена
вектором a.

b) Знайдемо образи векторiв a i 2a:

a 7→ (a,a)a = |a|2a; 2a 7→ (a, 2a)2a = 4|a|2a .

За умовою |a|2 6= 0. Але тодi ϕ(2a) = 4|a|2a 6= 2|a|2a = 2ϕ(a) . Отже,
перетворення не є лiнiйним.

Задача 2. Лiнiйне перетворення ϕ : R3 → R3 задане правилом

(x1, x2, x3) 7→ (2x1 − x2 − x3, x1 − 2x2 + x3, x1 + x2 − 2x3) .

Знайдiть матрицю цього перетворення i бази його ядра та образу.
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Розв’язання. Знайдемо образ кожного з базових векторiв ei, i = 1, 2, 3:

ϕ(e1) = ϕ
(
(1, 0, 0)

)
= (2, 1, 1),

ϕ(e2) = ϕ
(
(0, 1, 0)

)
= (−1,−2, 1),

ϕ(e3) = ϕ
(
(0, 0, 1)

)
= (−1, 1,−2).

Стовпчиками матрицi перетворення ϕ є образи базових векторiв. Тому

[ϕ] =




2 −1 −1
1 −2 1
1 1 −2


 .

Образ перетворення породжується образами базових векторiв, тобто
стовпчиками матрицi [ϕ]. Тому базою образу буде будь–яка максималь-
на лiнiйно незалежна система стовпчикiв матрицi [ϕ]. Знайдемо її ранг:




2 −1 −1
1 −2 1
1 1 −2


 Ã




1 1 −2
2 −1 −1
1 −2 1


 Ã




1 1 −2
0 −3 3
0 −3 3


 .

Отже, ранг матрицi дорiвнює 2. Тому в якостi бази образу можна взяти
будь–якi 2 стовпчики матрицi [ϕ] (вони непропорцiйнi).

Вектор (x1, x2, x3) належить ядру тодi й лише тодi, коли вiн задо-
вольняє систему

2x1 − x2 − x3 = 0,
x1 − 2x2 + x3 = 0,
x1 + x2 − 2x3 = 0.

Ми вже знаємо, що ранг матрицi цiєї системи (тобто матрицi [ϕ]) дорiв-
нює 2. Тому фундаментальна система розв’язкiв складається з одного
вектора (який i буде базою ядра). Щоб знайти його, розв’язуємо систему
методом Ґауса:




2 −1 −1
1 −2 1
1 1 −2

∣∣∣∣∣∣

0
0
0


 Ã




1 1 −2
2 −1 −1
1 −2 1

∣∣∣∣∣∣

0
0
0


 Ã

(
1 1 −2
0 1 −1

∣∣∣∣
0
0

)
.

Вибираючи x3 = 1, знаходимо розв’язок (1, 1, 1), який i є базою ядра.
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Задача 3. Доведiть, що перетворення ϕ є лiнiйним, i знайдiть його
матрицю [ϕ], якщо ϕ — це :

a) диференцiювання у двовимiрному векторному просторi V =
= L(cosx, sin x) з базою cos x, sin x;

b) перетворення v 7→ [a, v] простору V3 з базою i, j, k, де a — фiксо-
ваний вектор з координатами (a1, a2, a3).

Розв’язання. a) Оскiльки (α cos x + β sinx)′ = β cosx − α sin x, то при
диференцiюваннi елементи з V переходять в елементи з V . Лiнiйнiсть
перетворення випливає з загальних властивостей диференцiювання. По-
заяк

(cos x)′ = 0 · cos x− 1 · sinx, (sinx)′ = 1 · cosx + 0 · sin x ,

то
[ϕ] =

(
0 1
−1 0

)
.

b) Лiнiйнiсть перетворення випливає з загальних властивостей ве-
кторного добутку. Знайдемо образи базових векторiв:

ϕ(i) = [a, i ] =




i j k
a1 a2 a3

1 0 0


 = a3j− a2k ,

ϕ(j) = [a, j ] =




i j k
a1 a2 a3

0 1 0


 = −a3i+ a1k ,

ϕ(k) = [a, k ] =




i j k
a1 a2 a3

0 0 1


 = a2i− a1j .

Тому матриця перетворення ϕ має вигляд

[ϕ] =




0 −a3 a2

a3 0 −a1

−a2 a1 0


 .

Задача 4. Знайдiть ранг i дефект лiнiйного перетворення

ϕ : M2(R) → M2(R), X 7→
(

2 −1
1 0

)
X + X

(−3 1
−4 1

)
.
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Розв’язання. Ранг i дефект лiнiйного перетворення збiгаються з рангом
i дефектом його матрицi. Щоб знайти матрицю [ϕ], вiзьмемо в просторi
M2(R) базу з матричних одиниць E11, E12, E21, E22 i знайдемо їх образи:

ϕ(E11) =
(

2 −1
1 0

)(
1 0
0 0

)
+

(
1 0
0 0

)(−3 1
−4 1

)
=

=
(−1 1

1 0

)
= −E11 + E12 + E21 .

Аналогiчно знаходимо:

ϕ(E12) =
(−4 3

0 1

)
= −4E11 + 3E12 + E22 ,

ϕ(E21) =
(−1 0
−3 1

)
= −E11 − 3E21 + E22 ,

ϕ(E22) =
(

0 −1
−4 1

)
= −E12 − 4E21 + E22 .

Тому

[ϕ] =




−1 −4 −1 0
1 3 0 −1
1 0 −3 −4
0 1 1 1


 .

Знаходимо ранг матрицi [ϕ]:



−1 −4 −1 0
1 3 0 −1
1 0 −3 −4
0 1 1 1


 Ã




−1 −4 −1 0
0 −1 −1 −1
0 −4 −4 −4
0 1 1 1


 Ã




1 4 1 0
0 1 1 1
0 0 0 0
0 0 0 0


 .

Отже, ранг матрицi [ϕ] дорiвнює 2. Тодi її дефект, як рiзниця порядку
й рангу, також дорiвнює 2. Тому rank(ϕ) = def(ϕ) = 2.

Задача 5. Нехай ϕ : V → W — лiнiйне вiдображення i U ⊆ V —
пiдпростiр, доповнювальний до Kerϕ. Доведiть, що:

a) при вiдображеннi ϕ кожна лiнiйно незалежна система векторiв
з U переходить у лiнiйно незалежну систему;

b) на пiдпросторi U вiдображення ϕ дiє iн’єктивно.
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Розв’язання. a) Нехай v1, . . . , vk — лiнiйно незалежна система векторiв
з U i

α1ϕ(v1) + · · ·+ αkϕ(vk) = 0.

Тодi ϕ(α1v1 + · · · + αkvk) = 0 i вектор v = α1v1 + · · · + αkvk належить
ядру Kerϕ. З iншого боку, v ∈ U . За умовою U ∩ Kerϕ = {0}, тому
v = 0. Але тодi з лiнiйної незалежностi векторiв v1, . . . , vk випливає, що
α1 = · · · = αk = 0. Отже, вектори ϕ(v1), . . . , ϕ(vk) — лiнiйно незалежнi.

b) Припустимо, що v1, v2 ∈ U i ϕ(v1) = ϕ(v2). Тодi 0 = ϕ(v1) −
ϕ(v2) = ϕ(v1 − v2). Отже, v1 − v2 ∈ Kerϕ. Але U ∩ Kerϕ = {0}, тому
v1 − v2 = 0 i v1 = v2. Це й доводить iн’єктивнiсть вiдображення ϕ на
пiдпросторi U .

Задача 6. Доведiть, що iснує єдине лiнiйне перетворення ϕ простору
R3, яке вектори a1 = (2, 3, 5), a2 = (0, 1, 2), a3 = (1, 0, 0) переводить
вiдповiдно у вектори b1 = (1, 1, 1), b2 = (1, 1,−1), b3 = (2, 1, 2), i зна-
йдiть його матрицю: a) в тiй же базi, в якiй задано координати всiх
векторiв; b) у базi a1, a2, a3.

Розв’язання. a) Обчислимо ранг матрицi A, складеної з векторiв–стовп-
чикiв a1, a2, a3:




2 0 1
3 1 0
5 2 0


 Ã




1 0 2
0 1 3
0 2 5


 Ã




1 0 2
0 1 3
0 0 −1


 .

Оскiльки ранг дорiвнює 3, то вектори a1, a2, a3 утворюють базу, а тому,
за твердженням 2, потрiбне лiнiйне перетворення ϕ iснує i єдине.

З рiвностей [ϕ]ai = bi, i = 1, 2, 3, випливає, що для матриць A i
B, складених вiдповiдно з векторiв–стовпчикiв a1, a2, a3 та b1, b2, b3,
виконується рiвнiсть [ϕ]A = B. Позаяк матриця A — невироджена, то
[ϕ] = B ·A−1. Знаходимо A−1:




2 0 1
3 1 0
5 2 0

∣∣∣∣∣∣

1 0 0
0 1 0
0 0 1


 Ã




2 0 1
1 1 −1
0 1 −1

∣∣∣∣∣∣

1 0 0
−1 1 0
−1 −1 1


 Ã

Ã




2 0 1
1 0 0
0 1 −1

∣∣∣∣∣∣

1 0 0
0 2 −1
−1 −1 1


 Ã




1 0 0
0 1 −1
0 0 1

∣∣∣∣∣∣

0 2 −1
−1 −1 1
1 −4 2


 Ã
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Ã




1 0 0
0 1 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣

0 2 −1
0 −5 3
1 −4 2


 .

Отже, A−1 =




0 2 −1
0 −5 3
1 −4 2


 i

[ϕ] = B ·A−1 =




1 1 2
1 1 1
1 −1 2


 ·




0 2 −1
0 −5 3
1 −4 2


 =




2 −11 6
1 −7 4
2 −1 0


 .

b) Матрицею переходу вiд початкової бази e1, e2, e3 до бази a1, a2,
a3 є матриця A. Тому

[ϕ](a) = A−1[ϕ]A = A−1 ·BA−1 ·A = A−1 ·B.

Отже,

[ϕ](a) =




0 2 −1
0 −5 3
1 −4 2


 ·




1 1 2
1 1 1
1 −1 2


 =




1 3 0
−2 −8 1
−1 −5 2


 .

Задача 7. Нехай лiнiйне перетворення ϕ : R3 → R3 у базi
a1 = (8,−6, 7), a2 = (−16, 7,−13), a3 = (9,−3, 7) має матрицю




1 −18 15
−1 −22 20
1 −25 22


 .

Знайдiть матрицю цього перетворення в базi b1 = (1,−2, 1),
b2 = (3,−1, 2), b3 = (2, 1, 2).

Розв’язання. Матрицю переходу T(a)→(b) шукаємо методом, описаним
у зауваженнi 2 до розв’язання зад. 2.6:



8 −16 9
−6 7 −3
7 −13 7

∣∣∣∣∣∣

1 3 2
−2 −1 1
1 2 2


Ã




1 −6 4
1 −3 2
−6 7 −3

∣∣∣∣∣∣

−1 1 3
0 1 0
−2 −1 1


Ã

Ã




1 −3 2
0 −3 2
0 −11 9

∣∣∣∣∣∣

0 1 0
−1 0 3
−2 5 1


 Ã




1 0 0
0 −3 2
0 1 1

∣∣∣∣∣∣

1 1 −3
−1 0 3
2 5 −11


 Ã
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Ã




1 0 0
0 0 1
0 1 1

∣∣∣∣∣∣

1 1 −3
1 3 −6
2 5 −11


 Ã




1 0 0
0 1 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣

1 1 −3
1 2 −5
1 3 −6


 .

Далi знаходимо T−1
(a)→(b):




1 1 −3
1 2 −5
1 3 −6

∣∣∣∣∣∣

1 0 0
0 1 0
0 0 1


 Ã




1 1 −3
0 1 −2
0 1 −1

∣∣∣∣∣∣

1 0 0
−1 1 0
0 −1 1


 Ã

Ã




1 1 −3
0 1 −1
0 0 −1

∣∣∣∣∣∣

1 0 0
0 −1 1
−1 2 −1


 Ã




1 0 0
0 1 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣

3 −3 1
1 −3 2
1 −2 1


 .

Тодi
[ϕ](b) = T−1

(a)→(b)[ϕ](a)T(a)→(b) =

=




3 −3 1
1 −3 2
1 −2 1







1 −18 15
−1 −22 20
1 −25 22







1 1 −3
1 2 −5
1 3 −6


 =




1 2 2
3 −1 −2
2 −3 1


 .

Основнi задачi

8. Нехай V = U ⊕ W . Доведiть, що кожне з наступних перетворень
простору V є лiнiйним:

a) u+w 7→ u (проектування на U паралельно W );
b) u+w 7→ u−w (вiдбиття вiд U паралельно W ).

9. Якi з наступних перетворень простору V3 (ненульовi вектори a i b —
фiксованi) є лiнiйними: a) v 7→ (a, v)b; b) v 7→ [v,a]?
Якщо перетворення лiнiйне, знайдiть його ядро та образ.

10. Якi з наступних перетворень
a) f(x) 7→ f(ax + b) (a i b — фiксованi, a 6= 0);
b) f(x) 7→ f(x + 1)− f(x); c) f(x) 7→ f ′(x);
d) f(x) 7→ f(x + 1)− g(x) (многочлен g(x) 6= 0 — фiксований);
e) f(x) 7→ xf(x); f) f(x) 7→ f(x2)

будуть лiнiйними перетвореннями простору Rn[x]? Якщо перетворення
лiнiйне, знайдiть його ядро i образ.

11. Поле C розглядається як двовимiрний векторний простiр над полем
R. Знайдiть у базi 1, i матрицю оператора множення на число a + bi.
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12. Що можна сказати про матрицю лiнiйного перетворення ϕ : V → V
у базi, першими k векторами якої є: a) база ядра Kerϕ; b) база образу
Imϕ?

13. Як змiниться матриця [ϕ](e,f) лiнiйного вiдображення ϕ : V → W ,
якщо: a) в базi (e) простору V переставити мiсцями два вектори;
b) в базi (f) простору W переставити мiсцями два вектори?

14. Лiнiйне вiдображення ϕ : R5 → R4 задане матрицею

[ϕ] =




2 1 3 −2 1
6 3 5 −4 3
2 1 7 −4 1
4 2 2 −3 3


 .

Знайдiть усi вектори, якi переходять у вектор (−1, 7,−11, 10).

15. Знайдiть базу ядра i базу образу лiнiйного перетворення з матрицею



1 2 1 −1
−1 1 2 2
1 3 −1 0


 .

16. Лiнiйне перетворення простору R3 в базi e1, e2, e3 має матрицю



15 −11 5
20 −15 8
8 −7 6


 .

Знайдiть його матрицю в базi a1 = 2e1 + 3e2 + e3, a2 = 3e1 + 4e2 + e3,
a3 = e1 + 2e2 + 2e3.

17. a) Доведiть, що у просторi R3 iснує єдине лiнiйне перетворення,
яке переводить вектори (1, 1, 1), (0, 1, 0), (1, 0, 2) вiдповiдно у вектори
(1, 1, 1), (0, 1, 0), (1, 0, 1), i знайдiть матрицю цього перетворення у по-
чатковiй базi e1, e2, e3.

b) Доведiть, що у просторi R3 iснує нескiнченно багато лiнiйних пе-
ретворень, якi переводять вектори (1, 1, 1), (0, 1, 0), (1, 0, 1) вiдповiдно у
вектори (3, 0, 3), (2,−2, 0), (1, 2, 3).

18. Знайдiть необхiдну й достатню умову для того, щоб пiдпростори
V1 ⊆ V i W1 ⊆ W були вiдповiдно ядром i образом якогось лiнiйного
вiдображення V → W .
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Додатковi задачi

19. Доведiть, що перетворення v 7→ [[a, v], b] тривимiрного простору V3

(ненульовi вектори a i b — фiксованi) є лiнiйним, i знайдiть його ядро
та образ.

20. Нехай A ∈ Mn(R) — фiксована матриця. a) Доведiть, що перетво-
рення ϕA : Mn(R) → Mn(R), X 7→ AX, є лiнiйним. b) Знайдiть ранг
i дефект перетворення ϕA. c) Знайдiть розмiрнiсть ϕA(Tn), де Tn —
пiдпростiр верхнiх трикутних матриць з Mn(R).

21. Опишiть усi лiнiйнi перетворення простору iз зад. 1.1.

22. Нехай a1, . . . , ak — попарно рiзнi дiйснi числа. Знайдiть дефект лi-
нiйного вiдображення Rn[x] → Rk, f(x) 7→ (f(a1), . . . , f(ak)).

23. Нехай ϕ : V → V — лiнiйне перетворення, U ⊆ V — пiдпростiр.
Доведiть, що:

a) dim U − defϕ ≤ dim ϕ(U) ≤ dim U ;
b) dim U ≤ dim ϕ−1(U) ≤ dim U + defϕ.

24. Двi пари пiдпросторiв (U1, U2) i (W1,W2) простору V називаються
еквiвалентними, якщо iснує таке невироджене лiнiйне перетворення
ϕ : V → V , що ϕ(U1) = W1 i ϕ(U2) = W2. Знайдiть необхiдну й достатню
умову еквiвалентностi пар (U1, U2) i (W1,W2).

25. Знайдiть:
a) кiлькiсть лiнiйних вiдображень з простору Zn

p в простiр Zm
p ;

b) кiлькiсть iн’єктивних лiнiйних вiдображень з простору Zn
p в про-

стiр Zm
p (n ≤ m);

c) кiлькiсть сюр’єктивних лiнiйних вiдображень з простору Zn
p на

простiр Zm
p (n ≥ m);

d) кiлькiсть лiнiйних вiдображень рангу k з простору Zn
p в про-

стiр Zm
p .

26. Знайдiть усi лiнiйнi перетворення, матриця яких не залежить вiд
вибору бази.

27. Наведiть приклад нелiнiйного перетворення простору C2 на себе,
яке кожен пiдпростiр переводить у пiдпростiр.
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28.∗ Нехай вiдображення f : Rm → Rn задається диференцiйовними (не
обов’язково лiнiйними) функцiями

f(x1, . . . , xm) = (. . . , fi(x1, . . . , xm), . . .) ,

якi зберiгають нуль (тобто fi(0, . . . , 0) = 0 для всiх i = 1, . . . , n). Нехай
(ej) i (e′i) — стандартнi бази просторiв Rm i Rn вiдповiдно. За вiдобра-
женням f будується лiнiйне вiдображення df0 : Rm → Rn за правилом:

(df0)(ej) =
(∂f1

∂xj
(0, . . . , 0), . . . ,

∂fn

∂xj
(0, . . . , 0)

)
(15)

(вiдображення df0 називається диференцiалом вiдображення f у точцi
0 = (0, . . . , 0) ). Доведiть, що коли в просторах Rm i Rn перейти до нових
баз i в цих нових базах знову обчислити диференцiал df0 за формулами
(15), то нове вiдображення Rm → Rn збiгатиметься з попереднiм.

29.∗ Доведiть, що коли dim V = n > 1, то кожен пiдпростiр розмiрностi
n + 1 простору Hom(V, V ) мiстить принаймнi один оператор рангу > 1.

30. Нехай V1 та W1 — нетривiальнi пiдпростори просторiв V та W вiд-
повiдно. Чи буде утворювати пiдпростiр простору Hom(V, W ) множина
всiх тих лiнiйних вiдображень V → W :

a) якi мають одне й те ж ядро V1;
b) ядро яких мiстить даний пiдпростiр V1;
с) ядро яких мiститься в даному пiдпросторi V1;
d) якi мають один i той же образ W1;
e) образ яких мiстить даний пiдпростiр W1;
g) образ яких мiститься в даному пiдпросторi W1?

У разi позитивної вiдповiдi знайдiть розмiрнiсть цього пiдпростору, якщо
dim V = n, dim W = m, dim V1 = l, dim W1 = k.

Домашнє завдання

31. З’ясуйте, якi з наступних перетворень простору R3 будуть лiнiйни-
ми: a) (x1, x2, x3) 7→(x1 + 2, x2 + 5, x3);

b) (x1, x2, x3) 7→(x1 +3x2, x
3
2, x1); c) (x1, x2, x3) 7→(x1, x2, x1 +x2 +x3).

32. Знайдiть базу ядра i базу образу лiнiйного перетворення:
a) (x1, x2, x3) 7→ (x1 + x2 + x3, x1 + x2 + x3, x1 + x2 + x3);
b) (x1, x2, x3) 7→ (−x1 + x2 + x3, x1 − x2 + x3, x1 + x2 − x3).
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33. Доведiть, що дане перетворення простору V3 є лiнiйним, i знайдiть
його матрицю у базi i, j, k :

a) поворот на кут 2π/3 навколо прямої x = y = z;
b) ортогональне проектування на пряму x = y = z.

34. Знайдiть матрицю лiнiйного перетворення X 7→ X ·
(

a b
c d

)
просто-

ру M2(R) у базi з матричних одиниць E11, E12, E21, E22.

35. Знайдiть базу ядра i базу образу лiнiйного перетворення з матрицею



2 −1 1 1
−1 1 −2 2
2 1 −5 11


 .

36. Знайдiть матрицю лiнiйного перетворення ϕ(v) = (v,a)a, простору
V3 у базi f1 = (1, 0, 1), f2 = (2, 0,−1), f3 = (1, 1, 0), якщо a = (1, 2, 3).

37. Нехай (e1, e2, e3) — база простору V , (f1, f2) — база простору W i(
0 1 2
3 4 5

)
— матриця лiнiйного вiдображення ϕ : V → W у цих базах.

Знайдiть матрицю вiдображення ϕ у базах (e1, e1 + e2, e1 + e2 + e3) i
(f1, f1 + f2).

38. Нехай лiнiйне перетворення ϕ : R3 → R3 у базi a1 = (4, 2, 1),
a2 = (5, 3, 2), a3 = (3, 2, 1) має матрицю



−41 −51 −30
−95 −112 −67
219 262 156


 .

Знайдiть матрицю цього перетворення в базi b1 = (1, 4, 0), b2 = (1, 3, 1),
b3 = (1, 2, 3).

39. Нехай U ⊆ V — пiдпростiр, dim U = p, dim V = m, ϕ : V → W —
лiнiйне вiдображення рангу r. Доведiть, що p + r − m ≤ dim ϕ(U) ≤
min(p, r).

Лiтература. [1], с. 23–30, 34–37; [2], с. 62–73, 214–215, 217–219;
[3], с. 95–100, 110–111; [4], с. 92–98, 112–116; [5], с. 351–360; [7], с. 155–
165; [8], с. 60–64; [9], с. 194–201; [10], с. 8–13; [12], с. 314–318; [13], с. 69–72,
94–98, 147–149.
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Заняття 5. Дiї над вiдображеннями
Необхiднi поняття. Нехай V, W — векторнi простори над полем P.

На множинi Hom(V,W ) всiх лiнiйних вiдображень ϕ : V → W природ-
ним чином визначаються додавання i множення на скаляри з поля P :

(ϕ + ψ)(v) = ϕ(v) + ψ(v) , (λ · ϕ)(v) = λ · ϕ(v) .

Вiдносно цих дiй множина Hom(V, W ) утворює векторний простiр.
Добуток (або композицiя) ϕψ лiнiйних вiдображень ϕ : V → U i

ψ : U → W визначаються, як звичайно: (ϕψ)(v) := ψ(ϕ(v)) (вжива-
ють також позначення ϕ ◦ ψ). Добуток вiдображень дозволяє визна-
чити довiльний натуральний степiнь ϕn лiнiйного перетворення ϕ :
V → V . Це, у свою чергу, дозволяє для довiльного многочлена f(x) =
anxn + an−1x

n−1 + · · · a1x+ a0 визначити вiдповiдний многочлен f(ϕ) =
anϕn + an−1ϕ

n−1 + · · · a1ϕ + a0ε вiд перетворення ϕ.

Необхiднi твердження. 1. Для матриць лiнiйних вiдображень вико-
нуються рiвностi: [ϕ + ψ] = [ϕ] + [ψ] , [λ · ϕ] = λ[ϕ] , [ϕψ] = [ψ][ϕ] .

2. Якщо лiнiйне перетворення ϕ — невироджене, то [ϕ−1] = [ϕ]−1 .

Приклади розв’язання типових задач
Задача 1. Перетворення ϕ простору R2 у базi a1 = (−3, 7), a2 =

(1,−2) має матрицю
(

2 −1
5 −3

)
, а перетворення ψ у базi b1 = (6,−7),

b2 = (−5, 6) має матрицю
(

1 3
2 7

)
. Знайдiть матрицi перетворень

ϕ + ψ, ϕψ та ψϕ у початковiй базi e1, e2, в якiй дано координати всiх
векторiв.

Розв’язання. За умовою

T(e)→(a) =
(−3 1

7 −2

)
, T(e)→(b) =

(
6 −5
−7 6

)
,

[ϕ](a) =
(

2 −1
5 −3

)
, [ψ](b) =

(
1 3
2 7

)
.

Тому

[ϕ](e) = T(e)→(a)[ϕ](a)T
−1
(e)→(a) =

(−3 1
7 −2

)(
2 −1
5 −3

)(
2 1
7 3

)
=

(−2 −1
1 1

)
,
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[ψ](e) = T(e)→(b)[ψ](b)T−1
(e)→(b) =

(
6 −5
−7 6

)(
1 3
2 7

)(
6 5
7 6

)
=

=
(−143 −122

177 151

)
.

Звiдси знаходимо:

[ϕ+ψ](e) = [ϕ](e)+[ψ](e) =
(−2 −1

1 1

)
+

(−143 −122
177 151

)
=

(−145 −123
178 152

)
,

[ϕψ](e) = [ψ](e) · [ϕ](e) =
(−143 −122

177 151

)(−2 −1
1 1

)
=

(
164 21
−203 −26

)
,

[ψϕ](e) = [ϕ](e) · [ψ](e) =
(−2 −1

1 1

)(−143 −122
177 151

)
=

(
109 93
34 29

)
.

Задача 2. Доведiть, що для довiльних лiнiйних вiдображень
ϕ,ψ : V → W i довiльного пiдпростору U ⊆ V виконується вклю-
чення (ϕ + ψ)(U) ⊆ ϕ(U) + ψ(U). Наведiть приклад, коли (ϕ + ψ)(U) 6=
ϕ(U) + ψ(U).

Розв’язання. Вiзьмемо довiльний вектор v ∈ (ϕ + ψ)(U). Тодi iснує
такий u ∈ U , що v = (ϕ + ψ)(u) = ϕ(u) + ψ(u). Оскiльки ϕ(u) ∈
ϕ(U), ψ(u) ∈ ψ(U), то v ∈ ϕ(U) + ψ(U). З довiльностi v випливає що
(ϕ + ψ)(U) ⊆ ϕ(U) + ψ(U).

Нехай тепер лiнiйне вiдображення ϕ i пiдпростiр U такi, що
ϕ(U) 6= {0}. Вiзьмемо ψ = −ϕ. Тодi (ϕ + ψ)(U) = O(U) = {0}. З iншого
боку, ϕ(U) + ψ(U) = ϕ(U) + (−ϕ)(U) = ϕ(U) + ϕ(U) = ϕ(U). Отже,
(ϕ + ψ)(U) 6= ϕ(U) + ψ(U).

Задача 3. Нехай ϕ i ψ — лiнiйнi перетворення векторного простору
V . Доведiть, що

max(defϕ,defψ) ≤ def (ϕψ) ≤ defϕ + defψ .

Розв’язання. Доведемо спочатку лiву нерiвнiсть задачi. Якщо ϕ(v) = 0,
то (ϕψ)(v) = 0. Тому Kerϕ ⊆ Ker (ϕψ) i

def (ϕψ) = dimKer (ϕψ) ≥ dimKerϕ = defϕ .

Нехай dim V = n, a1, . . . , ak — база Imϕ∩Kerψ, a1, . . . , ak, b1, . . . , bm

— її розширення до бази Imϕ, а a1, . . . , ak, c1, . . . , cl — її розширення
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до бази Kerψ. З доведення теореми Ґрасмана випливає, що вектори a1,
. . . , ak, b1, . . . , bm, c1, . . . , cl лiнiйно незалежнi, а тому k + m + l ≤ n,
тобто m ≤ n−k− l. Для будь–якого вектора v ∈ V маємо: ϕ(v) = α1a1 +
· · ·+αkak +β1b1 + · · ·+βmbm для деяких скалярiв α1, . . . , αk, β1, . . . , βm,
бо a1, . . . ,ak, b1, . . . , bm — база Imϕ. Тому

(ϕψ)(v) = ψ(ϕ(v)) = ψ(α1a1 + · · ·+ αkak + β1b1 + · · ·+ βmbm) =
= α1ψ(a1) + · · ·+ αkψ(ak) + β1ψ(b1) + · · ·+ βmψ(bm) =

= β1ψ(b1) + · · ·+ βmψ(bm).

Отже, вектори ψ(b1), . . . , ψ(bm) утворюють систему твiрних простору
Im (ϕψ), а тому dim Im (ϕψ) ≤ m. Але тодi за теоремою Сильвестра

def (ϕψ) = dimKer (ϕψ) = n− dim Im (ϕψ) ≥

≥ n−m = n− (n− k − l) ≥ k + l = dimKerψ = defψ .

Це завершує доведення лiвої нерiвностi.
Доведемо тепер праву нерiвнiсть. Позначимо через ϕ̃ обмеження ϕ

на Ker (ϕψ). Тодi

def (ϕψ) = dimKer (ϕψ) = dim Im ϕ̃ + dimKer ϕ̃ .

Зауважимо, що v ∈ Ker (ϕψ) тодi й лише тодi, коли ϕ(v) ∈ Kerψ. Тому
Im ϕ̃ ⊆ Kerψ, Ker ϕ̃ ⊆ Kerϕ та

def (ϕψ) ≤ dimKerψ + dimKerϕ = defψ + defϕ .

Задача 4. Нехай ϕ i ψ — лiнiйнi перетворення векторного про-
стору V . Доведiть, що коли V = Kerϕ⊕Kerψ = Imϕ⊕ Imψ, то
rank(ϕ + ψ) = rankϕ + rankψ.

Розв’язання. Оскiльки dim(U ⊕W ) = dim U + dim W , то

dim V = dimKerϕ + dimKerψ = dim Imϕ + dim Imψ .

З iншого боку, за теоремою Сильвестра

dim V = dimKerϕ + dim Imϕ = dim Imψ + dimKerψ .

Тому
dim Imϕ = dimKerψ, dim Imψ = dimKerϕ . (16)
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Нехай a1, . . . , ak — база Kerϕ, b1, . . . , bm — база Kerψ. Тодi a1, . . . ,
ak, b1, . . . , bm — база V . Крiм того, з (16) випливає, що rankϕ = m,
rankψ = k.

Оскiльки ϕ(a1) = · · · = ϕ(ak) = 0, то образ Imϕ породжується ве-
кторами ϕ(b1), . . . , ϕ(bm). Але rankϕ = m. Тому вектори ϕ(b1), . . . ,
ϕ(bm) утворюють базу Imϕ. Аналогiчно вектори ψ(a1), . . . , ψ(ak) утво-
рюють базу Imψ. З умови задачi випливає, що вектори ψ(a1), . . . , ψ(ak),
ϕ(b1), . . . , ϕ(bm) утворюють базу V . Зокрема, вони лiнiйно незалежнi.

З рiвностей

(ϕ + ψ)(a1) = ϕ(a1) + ψ(a1) = ψ(a1), . . . , (ϕ + ψ)(ak) = ψ(ak),

(ϕ + ψ)(b1) = ϕ(b1) + ψ(b1) = ϕ(b1), . . . , (ϕ + ψ)(bm) = ϕ(bm)

випливає, що образ перетворення ϕ + ψ породжується векторами
ψ(a1), . . . , ψ(ak), ϕ(b1), . . . , ϕ(bm). Але тодi

rank(ϕ + ψ) = k + m = rankϕ + rankψ.

Задача 5. Доведiть, що коли два лiнiйнi перетворення ϕ i ψ рангу 1
мають однаковi ядра i однаковi образи, то цi перетворення комуту-
ють. Чи буде правильним аналогiчне твердження для лiнiйних пере-
творень рангу r > 1?

Розв’язання. З теореми Сильвестра випливає, що dimKerϕ = n − 1,
де n — розмiрнiсть всього простору. Нехай e1, . . . , en−1 — база Kerϕ,
e1, . . . , en−1, en — її розширення до бази всього простору. Тодi
Imϕ = 〈ϕ(en)〉. За умовою задачi Imϕ = Imψ. Тому iснує таке γ, що
ψ(en) = γϕ(en).

Очевидно, що

(ϕψ)(ei) = (ψϕ)(ei) = 0 для всiх i = 1, . . . , n− 1.

Нехай ϕ(en) = α1e1 + · · ·+αn−1en−1 +αnen для деяких α1, . . . , αn. Тодi

(ϕψ)(en) = ψ(ϕ(en)) = ψ(α1e1 + · · ·+ αn−1en−1 + αnen) =
= αnψ(en) = αnγϕ(en) ,

(ψϕ)(en) = ϕ(ψ(en)) = ϕ(γϕ(en)) =
= γϕ(α1e1 + · · ·+ αn−1en−1 + αnen) = γαnϕ(en) .
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Отже, для вектора en також маємо (ϕψ)(en) = (ψϕ)(en). Таким чином,
перетворення ϕψ i ψϕ набувають однакових значень на всiх базових
векторах, що й доводить рiвнiсть ϕψ = ψϕ.

Для перетворень рангу r > 1 твердження стає хибним. Змiстовно
причина полягає в тому, що невиродженi перетворення неодновимiр-
ного простору не завжди комутують. Потрiбний контрприклад можна
побудувати, наприклад, так. Нехай e1, . . . , en — база деякого просто-
ру. Визначимо перетворення ϕψ i ψϕ на базових векторах наступним
чином:

ϕ(e1) = 2e1, ψ(e1) = e1 + e2,

ϕ(ei) = ψ(ei) = ei, i = 2, . . . , r (r < n),

ϕ(ei) = ψ(ei) = 0, i = r + 1, . . . , n.

Тодi Imϕ = Imψ = L(e1, . . . , er), Kerϕ = Kerψ = L(er+1, . . . , en), але

(ϕψ)(e1) = 2e1 + 2e2, (ψϕ)(e1) = 2e1 + e2.

Задача 6. Доведiть, що для кожного лiнiйного перетворення ϕ ран-
гу 1 принаймнi одне з перетворень ε + ϕ та ε− ϕ є невиродженим.

Розв’язання. Припустимо, що кожне з перетворень ε+ϕ i ε−ϕ є виро-
дженим. Тодi iснує такий ненульовий вектор v, що (ε−ϕ)(v) = 0. Звiдси
ε(v)−ϕ(v) = 0 i ϕ(v) = ε(v) = v. Зокрема, v ∈ Imϕ. Аналогiчно iснує та-
кий ненульовий вектор u, що (ε + ϕ)(u) = 0, звiдки ϕ(u) = −ε(u) = −u
i u ∈ Imϕ.

За умовою rankϕ = 1, тобто dim Imϕ = 1. Тому будь–якi два вектори
з Imϕ пропорцiйнi. Нехай u = αv. Тодi

−u = ϕ(u) = ϕ(αv) = αϕ(v) = αv = u .

Але для ненульового вектора u рiвнiсть u = −u виконуватися не може.
Тому принаймнi одне з перетворень ε + ϕ i ε− ϕ є невиродженим.

Задача 7. Нехай лiнiйне перетворення ϕ : V → V є iдемпотентним
(тобто ϕ2 = ϕ). Доведiть, що V = Imϕ⊕Kerϕ.

Розв’язання. За теоремою Сильвестра dimKerϕ + dim Imϕ = dim V.
Тому досить довести, що Kerϕ ∩ Imϕ = {0}. Нехай v ∈ Kerϕ ∩ Imϕ.
Оскiльки v ∈ Kerϕ, то ϕ(v) = 0. З iншого боку, з v ∈ Imϕ випливає, що
v = ϕ(u) для деякого вектора u. Але тодi з iдемпотентностi ϕ випливає,
що v = ϕ(u) = ϕ(ϕ(u)) = ϕ(v) = 0. Отже, v = 0 i Kerϕ∩Imϕ = {0}.
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Задача 8. Нехай A — матриця порядку m × n (m ≤ n) i рангу r.
Доведiть, що iснує така матриця B порядку n×m i рангу m− r, що
AB = O.

Розв’язання. На матрицю A можна дивитися як на матрицю деяко-
го лiнiйного вiдображення ϕ : Pn → Pm. За теоремою Сильвестра
dimKerϕ = n − rankϕ = n − r. За умовою m − r ≤ n − r. Виберемо
в Kerϕ довiльнi m− r лiнiйно незалежнi вектори a1, . . . , am−r i розгля-
немо лiнiйне вiдображення ψ : Pm → Pn, яке на векторах e1, . . . , em

бази простору Pm задається таким чином:

ψ(e1) = a1, . . . , ψ(em−r) = am−r, ψ(em−r+1) = · · · = ψ(em) = 0.

Тодi Imψ = L(a1, . . . ,am−r), а тому ранг перетворення ψ i матрицi
B = [ψ] дорiвнюють m−r. Оскiльки Imψ ⊆ Kerϕ, то ψϕ = O i [ψϕ] = O.
З iншого боку, [ψϕ] = [ϕ] · [ψ] = AB. Тому AB = O.

Основнi задачi

9. Нехай ϕ — лiнiйне перетворення простору V . Доведiть, що:
a) Kerϕ ⊆ Kerϕ2 ⊆ Kerϕ3 ⊆ · · · ;
b) якщо для деякого k Kerϕk = Kerϕk+1, то Kerϕk = Kerϕk+m для

всiх m ∈ N.
10. Доведiть, що коли лiнiйнi перетворення ϕ та ψ одного й того ж
простору комутують, то й будь–якi многочлени f(ϕ) та g(ψ) вiд цих
перетворень також комутують.

11. Доведiть, що для невиродженого лiнiйного перетворення ϕ пере-
творення f(ϕ) та g(ϕ−1), де f та g — многочлени, комутують.

12. Нехай ϕ : V → W i ψ : W → V — такi лiнiйнi вiдображення, що
ϕψ = εV . Чи випливає звiдси, що ψϕ = εW ?

13. Знайдiть перетворення, обернене до перетворення ϕ iз зад. 4.8 b).

14. Нехай ϕ i ψ — лiнiйнi перетворення векторного простору V . Дове-
дiть, що

|rankϕ− rankψ| ≤ rank (ϕ + ψ) ≤ rankϕ + rankψ .

15. Нехай ϕ i ψ — лiнiйнi перетворення векторного простору V . Дове-
дiть, що: a) rank(ϕψ) = rankϕ− dim(Imϕ ∩Kerψ);

b) def(ϕψ) = defϕ + dim(Imϕ ∩Kerψ).
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16. Нехай ϕ є оператором проектування у просторi V (див. зад. 4.8).
a) Доведiть, що ε− ϕ також є оператором проектування.
b) Знайдiть зв’язок мiж ядром i образом оператора ϕ та ядром i

образом оператора ε− ϕ.

17. Доведiть, що лiнiйний оператор ϕ буде iдемпотентним (тобто
ϕ2 = ϕ) тодi й лише тодi, коли вiн є оператором проектування.

18. Доведiть, що коли оператори проектування π1 i π2 простору V ко-
мутують, то їх добуток π1π2 також є оператором проектування. При
цьому: a) Imπ1π2 = Imπ1 ∩ Imπ2; b) Kerπ1π2 = Kerπ1 + Kerπ2.

19. Доведiть, що лiнiйне перетворення ϕ : V → V є iнволютивним
(тобто ϕ2 = ε) тодi й лише тодi, коли воно є вiдбиттям (див. зад. 4.8).

20. Доведiть, що для кожного лiнiйного перетворення ϕ : V → V рангу
1 знайдеться такий скаляр α, що ϕ2 = αϕ.

21. Доведiть, що кожне лiнiйне вiдображення ϕ : V → U можна розкла-
сти в добуток ϕ = µν певних сюр’єктивного µ : V → W та iн’єктивного
ν : W → U лiнiйних вiдображень.

22. Доведiть, що кожне лiнiйне вiдображення ϕ : V → U рангу k можна
подати у виглядi суми k вiдображень рангу 1, але не можна подати у
виглядi суми менше нiж k вiдображень рангу 1.

23. Нехай ϕ i ψ — вiдповiдно оператори диференцiювання i множення
на x у просторi R[x]. Доведiть, що ϕψn − ψnϕ = nψn−1 для довiльного
натурального n.

Додатковi задачi

24. Доведiть, що у просторi Rn[x] оператор ϕ : f(x) 7→ f(x + 1) є мно-
гочленом вiд оператора диференцiювання δ.

25. Нехай ϕ,ψ : V → U — два лiнiйнi вiдображення рангу 1. Доведiть,
що rank(ϕ+ψ) ≤ 1 тодi й лише тодi, коли Kerϕ = Kerψ або Imϕ = Imψ.

26. Нехай ϕ i ψ — лiнiйнi перетворення скiнченновимiрного векторного
простору V . Доведiть нерiвнiсть Сильвестра

r(ϕ) + r(ψ)− dim V ≤ r(ϕψ) ≤ min(r(ϕ), r(ψ)).

57



27.∗ Доведiть, що для довiльних перетворень µ, ϕ, ν, простору V вико-
нується нерiвнiсть Фробенiуса

r(µϕ) + r(ϕν) ≤ r(ϕ) + r(µϕν).

28. Про лiнiйнi перетворення ϕ,ψ : V → V вiдомо, що ϕ + ψ = ε та
ϕψ = O. Доведiть, що кожне з перетворень ϕ,ψ є проектуванням (див.
зад. 4.8).

29. Лiнiйне перетворення ϕ : V → V називається псевдовiдбиттям,
якщо rank (ϕ − ε) = 1. Доведiть, що в n–вимiрному просторi кожне
лiнiйне перетворення можна розкласти в добуток не бiльше нiж n псев-
довiдбиттiв.

30.∗ Нехай ϕ — лiнiйне перетворення простору V над полем P i g(x)
— найменше спiльне кратне многочленiв f1(x), . . . , fk(x) ∈ P [x].
Доведiть, що:

a)
k∑

i=1

Ker fi(ϕ) = Ker g(ϕ), причому якщо многочлени f1(x), . . . ,

fk(x) попарно взаємно простi, то сума в лiвiй частинi є прямою.

b)
k⋂

i=1

Im fi(ϕ) = Im g(ϕ).

31. Нехай ϕ — лiнiйне перетворення простору V над полем P i d(x)
— найбiльший спiльний дiльник многочленiв f1(x), . . . , fk(x) ∈ P [x].
Доведiть, що

a)
k⋂

i=1

Ker fi(ϕ) = Ker d(ϕ); b)
k∑

i=1

Im fi(ϕ) = Im d(ϕ).

32. Нехай V0
ϕ1→ V1

ϕ2→ · · · ϕk→ Vk — послiдовнiсть лiнiйних вiдображень
векторних просторiв. Доведiть, що

k∑

i=1

dimKerϕi −
k∑

i=1

dim(Vi/Imϕi) = dim V0 − dim V1 .

33. Нехай ϕ — лiнiйне перетворення n–вимiрного простору V . Доведiть,
що лiвий Annl(ϕ) = {µ ∈ Hom(V, V ) | µϕ = O} i правий Annr(ϕ) =
{ν ∈ Hom(V, V ) | ϕν = O} анулятори перетворення ϕ є пiдпросторами
простору Hom(V, V ), i знайдiть їх розмiрностi.
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34. Нехай U, V, W, T — векторнi простори, µ : U → T , ϕ : U → V ,
ψ : W → T — лiнiйнi вiдображення. Коли iснує таке лiнiйне вiдображе-
ння ν : V → W , що µ = ϕνψ?

35. Доведiть, що сума π1 + π2 операторiв проектування π1 i π2 (див.
зад. 4.8) буде оператором проектування тодi й лише тодi, коли π1π2 =
π2π1 = O. При цьому:

a) Im (π1 + π2) = Imπ1 ⊕ Imπ2; b) Ker (π1 + π2) = Kerπ1 ∩Kerπ2.

Домашнє завдання

36. Доведiть, що для довiльного лiнiйного перетворення ϕ простору V
виконуються включення Imϕ ⊇ Imϕ2 ⊇ Imϕ3 ⊇ · · · .

37. Знайдiть перетворення, обернене до перетворення диференцiюван-
ня у просторi L(cos x, sin x).

38. Нехай ϕ i ψ — лiнiйнi перетворення векторного простору V . Дове-
дiть, що rank(ϕψ) ≤ min(rankϕ, rankψ).

39. Перетворення ϕ простору R2 у базi a1 = (3,−2), a2 = (−2, 1) має

матрицю
(

2 −3
4 −1

)
, а перетворення ψ у базi b1 = (5, 2), b2 = (3, 1) має

матрицю
(

7 −2
−3 1

)
. a) Знайдiть матрицю перетворення ϕ + ψ у по-

чатковiй базi e1, e2, в якiй дано координати всiх векторiв. b) Знайдiть
матрицю перетворення ϕψ у базi a1, a2.

40. Доведiть, що коли перетворення ϕ простору V є невиродженим, то
для довiльного перетворення ψ цього простору виконується рiвнiсть

(ϕ + ψ)ϕ−1(ϕ− ψ) = (ϕ− ψ)ϕ−1(ϕ + ψ).

41. Доведiть, що лiнiйне перетворення ϕ векторного простору V буде
iдемпотентним тодi й лише тодi, коли iснує база, в якiй матриця цього
перетворення є дiагональною з нулями i/або одиницями на дiагоналi.

Лiтература. [1], с. 30–33; [3], с. 101–109; [4], с. 99–106; [5], с. 360–367;
[6], с. 165–166; [7], с. 181–183; [8], с. 64–71; [10], с. 14–16; [12], с. 318–319;
[13], с. 98–106.
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Заняття 6. Власнi числа та власнi вектори
Необхiднi поняття. Нехай ϕ — лiнiйне перетворення векторного

простору V над полем P. Пiдпростiр U ⊆ V називається iнварiантним
вiдносно ϕ (або ϕ–iнварiантним), якщо ϕ(U) ⊆ U.

Вектор v ∈ V, що породжує одновимiрний ϕ–iнварiантний пiдпро-
стiр, називається власним вектором лiнiйного перетворення ϕ. Тобто
власний вектор — це ненульовий вектор, для якого знайдеться таке
λ ∈ P , що ϕ(v) = λv. Скаляр λ називається власним значенням (або
власним числом) перетворення ϕ, що вiдповiдає власному вектору v.
Також кажуть, що власний вектор v вiдповiдає власному числу λ.

База простору, що складається з власних векторiв лiнiйного пере-
творення, називається власною базою цього перетворення.

Нехай лiнiйне перетворення ϕ простору V в деякiй базi (e) задане
матрицею A. Многочлен χA(λ) := det(A − λE) називається характе-
ристичним многочленом матрицi A. Також кажуть, що тодi рiвняння
χA(λ) = 0 є характеристичним (або вiковим) рiвнянням матрицi A.

Квадратнi матрицi A та B порядку n називаються подiбними, якщо
iснує така невироджена матриця T порядку n, що B = T−1AT.

Характеристичнi многочлени подiбних матриць збiгаються, тобто
χA(λ) = χT−1AT (λ). Тому можна говорити не про характеристичний
многочлен матрицi лiнiйного перетворення ϕ в деякiй базi, а про хара-
ктеристичний многочлен χϕ(λ) лiнiйного перетворення ϕ.

Множина V
(µ)
A (або коротко V (µ)) всiх власних векторiв матрицi A,

що вiдповiдають фiксованому власному числу µ, поповнена нульовим
вектором, утворює пiдпростiр простору V , який називається власним
пiдпростором.

Лiнiйне перетворення ϕ векторного простору V називається дiагона-
лiзовним, якщо iснує база цього простору, в якiй матриця перетворення
ϕ має дiагональний вигляд.

Необхiднi твердження. 1. Характеристичний многочлен матрицi лi-
нiйного перетворення ϕ не залежить вiд вибору бази.

2. Якщо χ(λ) = det(A−λE) = a0(−λ)n+a1(−λ)n−1+· · ·+an−1(−λ)+
an — характеристичний многочлен матрицi A, то коефiцiєнт ak є сумою
всiх головних мiнорiв порядку k матрицi A. Зокрема, a0 = 1, a1 = trA,
an = det A.

3. Число µ буде власним числом матрицi A тодi й лише тодi, коли µ
є коренем її характеристичного многочлена χA(λ).
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4. Розмiрнiсть власного пiдпростору V
(µ)
A дорiвнює дефекту матрицi

A− µE. Базою пiдпростору V
(µ)
A є фундаментальна система розв’язкiв

однорiдної системи лiнiйних рiвнянь з матрицею A− µE.
5. Для лiнiйного перетворення ϕ кiлькiсть лiнiйно незалежних вла-

сних векторiв з власним числом µ не перевищує кратностi µ як кореня
характеристичного многочлена перетворення ϕ.

6. Власнi вектори, що вiдповiдають рiзним власним числам лiнiйного
перетворення, лiнiйно незалежнi.

7. Лiнiйне перетворення є невиродженим тодi й лише тодi, коли всi
його власнi числа ненульовi.

8. Лiнiйне перетворення n–вимiрного векторного простору є дiагона-
лiзованим тодi й лише тодi, коли iснує власна база цього перетворення.

Приклади розв’язання типових задач
Задача 1. Знайдiть (над полем R i над полем C) власнi числа i власнi
вектори лiнiйного перетворення, заданого матрицею




1 0 2 0
0 1 0 2
4 0 3 0
0 −1 0 3


 .

Розв’язання. Для вiдшукання власних чисел A лiнiйного перетворен-
ня необхiдно спочатку знайти характеристичний многочлен χA(λ) =
det(A − λE) його матрицi A, а потiм всi коренi λ1, . . . , λn многочлена
χA(λ). Вони i будуть власними числами. Отже,

χA(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

1− λ 0 2 0
0 1− λ 0 2
4 0 3− λ 0
0 −1 0 3− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣
. (17)

Зауваження 1. Не радимо обчислювати такi визначники “в лоб”,
розкриваючи їх за якимось рядком або стовпчиком. Такий пiдхiд тя-
гне за собою великi обчислення, в яких легко помилитися. Крiм того,
знаходження коренiв отриманого многочлена може виявитися важкою
задачею. Тому спочатку варто спробувати за допомогою елементарних
перетворень рядкiв (стовпчикiв) або видiлити лiнiйний множник в яко-
мусь рядку (стовпчику), або звести до блочно–трикутного вигляду, або
одержати рядок (стовпчик) з одним ненульовим елементом.
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Для обчислення визначника (17) спочатку до першого рядка дода-
мо третiй i винесемо спiльний множник елементiв отриманого рядка за
знак визначника:

χA(λ) = (5− λ)

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 1 0
0 1− λ 0 2
4 0 3− λ 0
0 −1 0 3− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

(потiм вiд третього стовпчика вiднiмаємо перший i розкладаємо отри-
маний визначник спочатку за третiм, а потiм за першим стовчиками)

= (5−λ)(−1−λ)

∣∣∣∣∣∣

1 0 0
0 1− λ 2
0 −1 3− λ

∣∣∣∣∣∣
= (5−λ)(−1−λ)

∣∣∣∣
1− λ 2
−1 3− λ

∣∣∣∣ =

= (5− λ)(−1− λ)((1− λ)(3− λ) + 2) = (λ + 1)(λ− 5)(λ− 2− i)(λ− 2 + i).

Власнi числа λ1, λ2, λ3, λ4 лiнiйного перетворення — коренi многочлена
χA(λ). Таким чином, на полем R маємо два власнi числа: λ1 = −1,
λ2 = 5, а над полем C — чотири: λ1 = −1, λ2 = 5, λ3 = 2 + i, λ4 = 2− i.

Для знаходження власних векторiв матрицi A, що вiдповiдають вла-
сному числу λk, необхiдно обчислити матрицю Bλk

= A−λkE та знайти
всi ненульовi розв’язки однорiдної системи лiнiйних рiвнянь з матрицею
Bλk

. Це будуть усi нетривiальнi лiнiйнi комбiнацiї векторiв якої–небудь
бази простору розв’язкiв, тобто фундаментальної системи розв’язкiв.

Розглянемо послiдовно нашi власнi числа. Для λ1 = −1 маємо:
(
Bλ1

∣∣ 0
)

=
(
A + E

∣∣ 0
)

=

=




2 0 2 0
0 2 0 2
4 0 4 0
0 −1 0 4

∣∣∣∣∣∣∣∣

0
0
0
0


 Ã




1 0 1 0
0 1 0 1
0 −1 0 4

∣∣∣∣∣∣

0
0
0


 Ã

Ã




1 0 1 0
0 1 0 1
0 0 0 5

∣∣∣∣∣∣

0
0
0


 Ã




1 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 1

∣∣∣∣∣∣

0
0
0


 .

Ранг системи дорiвнює 3, тому фундаментальна система розв’язкiв скла-
дається з 4− 3 = 1 розв’язку. В якостi вiльної змiнної можна взяти x3.
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Надавши цiй змiннiй значення 1, отримуємо вектор v1 = (−1, 0, 1, 0),
який i буде утворювати базу власного пiдпростору V

(λ1)
A .

Для власного числа λ2 = 5 маємо:

(
Bλ2

∣∣ 0
)

=
(
A− 5E

∣∣ 0
)

=

=




−4 0 2 0
0 −4 0 2
4 0 −2 0
0 −1 0 −2

∣∣∣∣∣∣∣∣

0
0
0
0


 Ã



−2 0 1 0
0 −2 0 1
0 1 0 2

∣∣∣∣∣∣

0
0
0


 Ã

Ã



−2 0 1 0
0 −2 0 1
0 −5 0 0

∣∣∣∣∣∣

0
0
0


 Ã



−2 0 1 0
0 0 0 1
0 1 0 0

∣∣∣∣∣∣

0
0
0


 .

Знову ранг системи дорiвнює 3. Вибравши в якостi вiльної змiнної x1 i
надавши їй значення 1, отримуємо вектор v2 = (1, 0, 2, 0), який утворює
базу власного пiдпростору V

(λ2)
A .

Для власного числа λ3 = 2 + i знаходимо:

(
Bλ3

∣∣ 0
)

=
(
A−(2+ i)E

∣∣ 0
)

=




−1− i 0 2 0
0 −1− i 0 2
4 0 1− i 0
0 −1 0 1− i

∣∣∣∣∣∣∣∣

0
0
0
0


 Ã

(домножимо третiй та четвертий рядки на 1 + i)

Ã




−1− i 0 2 0
0 −1− i 0 2

4 + 4i 0 2 0
0 −1− i 0 2

∣∣∣∣∣∣∣∣

0
0
0
0


 Ã

Ã



−1− i 0 2 0

0 −1− i 0 2
5 + 5i 0 0 0

∣∣∣∣∣∣

0
0
0


 Ã




0 0 1 0
0 1 0 −1 + i
1 0 0 0

∣∣∣∣∣∣

0
0
0


 .

Вибравши в якостi вiльної змiнної x4 i надавши їй значення 1, отри-
муємо базу власного пiдпростору V

(λ3)
A , що складається з вектора v3 =

(0,−1 + i, 0, 1).
Зауважимо, що всi коефiцiєнти матрицi A є дiйсними числами. То-

му власнi вектори, що вiдповiдають комплексно спряженим власним
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числам λ3 та λ4, будуть також комплексно спряженими. Отже, базою
пiдпростору V

(λ4)
A , слугуватиме вектор v4 = (0,−1 − i, 0, 1), що є спря-

женим до v3.
Таким чином, над полем R для власних чисел λ1 = −1 та λ2 = 5

отримуємо вiдповiдно власнi вектори µ(−1, 0, 1, 0) та µ(1, 0, 2, 0), де µ ∈
R\{0}.

Над полем C власними векторами для чисел λ1 = −1, λ2 = 5, λ3 =
2 + i та λ4 = 2− i будуть вiдповiдно µ(−1, 0, 1, 0), µ(1, 0, 2, 0), µ(0,−1 +
i, 0, 1) та µ(0,−1− i, 0, 1), де µ ∈ C\{0}.
Задача 2. У тривимiрному просторi V3 з базою i, j, k задано лiнiйне
перетворення ϕ : v 7→ [v,a ], де a = (a1, a2, a3) — фiксований ненульо-
вий вектор. Знайдiть матрицю, характеристичний многочлен, власнi
числа та власнi вектори цього перетворення.

Розв’язання. Стовпчики матрицi лiнiйного перетворення є координата-
ми образiв вiдповiдних базисних векторiв. Оскiльки

ϕ(i) = [i,a ] =

∣∣∣∣∣∣

i j k
1 0 0
a1 a2 a3

∣∣∣∣∣∣
= −a3j+ a2k ,

ϕ(j) = [j,a ] =

∣∣∣∣∣∣

i j k
0 1 0
a1 a2 a3

∣∣∣∣∣∣
= a3i− a1k ,

ϕ(k) = [k,a ] =

∣∣∣∣∣∣

i j k
0 0 1
a1 a2 a3

∣∣∣∣∣∣
= −a2i+ a1j ,

то в базi i, j, k матриця перетворення ϕ буде такою:

[ϕ] =




0 a3 −a2

−a3 0 a1

a2 −a1 0


 .

Тому характеристичним многочленом є

χϕ(λ) =

∣∣∣∣∣∣

0− λ a3 −a2

−a3 0− λ a1

a2 −a1 0− λ

∣∣∣∣∣∣
.

64



Це один з небагатьох випадкiв, коли чесне обчислення визначника без-
посередньо за означенням призводить до бажаного результату. Отже,

χϕ(λ) = −λ3−a1a2a3 +a1a2a3−a2
2λ− a2

1λ−a2
3λ = −λ(λ2 +a2

1 + a2
2 +a2

3).

Оскiльки ϕ є перетворенням дiйсного векторного простору V3, то
його власними числом є лише λ1 = 0 кратностi 1, бо λ2 + a2

1 + a2
2 +

a2
3 6= 0. До того ж, якщо кратнiсть власного числа дорiвнює 1, то всi

вiдповiднi власнi вектори пропорцiйнi. Тому досить знайти який–небудь
один з них. Але один такий вектор легко знаходиться з геометричних
мiркувань. Справдi, з рiвностi [a,a] = 0 випливає, що ϕ(a) = 0 = 0 · a.
Тому власнi вектори, що вiдповiдають λ1, мають вигляд µ(a1, a2, a3), де
µ ∈ R\{0}.
Задача 3. Нехай перетворення ϕ є невиродженим.

a) Доведiть, що перетворення ϕ та ϕ−1 мають однi й тi
ж власнi вектори.

b) Чи правильне аналогiчне твердження для перетворень ϕ та ϕ2?

Розв’язання. a) Зауважимо, що згiдно твердження 7 власнi числа не-
виродженого перетворення — ненульовi. Якщо до того ж v — власний
вектор ϕ з власним числом λ, то ϕ(v) = λv i v = ϕ−1(ϕ(v)) = ϕ−1(λv) =
λϕ−1(v). Звiдси ϕ−1(v) = λ−1v. Тому кожен власний вектор перетворе-
ння ϕ є власним вектором i перетворення ϕ−1. Оскiльки, у свою чергу,
перетворення ϕ є оберненим до ϕ−1, то правильне є й обернене твер-
дження. Тому ϕ та ϕ−1 мають однi й тi ж власнi вектори.

b) Для власного вектора v перетворення ϕ з власним числом λ ма-
ємо: ϕ(v) = λv. Звiдси ϕ2(v) = λϕ(v) = λ2v i власний вектор перетво-
рення ϕ буде власним вектором i перетворення ϕ2. Навпаки, взагалi
кажучи, не вiрно. Так для перетворення ϕ простору R2 з матрицею

[ϕ] =
(

0 1
0 0

)
власними векторами є лише вектори µ(1, 0), де µ ∈ R\{0}.

А матриця перетворення ϕ2 у тiй же базi має вигляд [ϕ2] =
(

0 0
0 0

)
.

Тому власними векторами для ϕ2 є всi ненульовi вектори з R2.
Зауваження. Iншим прикладом є поворот площини на кут π/2. Не-

важко пересвiдчитись, що це перетворення взагалi не має власних ве-
кторiв, у той час як для перетворення ϕ2 кожен ненульовий вектор буде
власним з власним числом −1.

Задача 4. Знайдiть власнi числа матрицi
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A =
(
b1 b2 . . . bn

)> · (b1 b2 . . . bn

)
, n > 1.

Розв’язання. Не завжди власнi числа варто шукати як коренi характе-
ристичного многочлена. Iнколи власнi числа можна знайти з iнших мiр-
кувань як ми це зробимо в цiй задачi.

Позначимо b = (b1, b2, . . . , bn). Якщо b = 0, то матриця A є нульовою
i єдиним власним числом A є число 0 кратностi n, тобто λ1 = · · ·=λn =0.

Нехай тепер b 6= 0. Оскiльки ранг добутку двох матриць не переви-
щує рангу кожного з множникiв, то ранг rank(A) ≤ 1. З iншого боку,
A 6= O. Отже, rank(A) = 1 i пiдпростiр розв’язкiв однорiдної системи з
матрицею A має розмiрнiсть n−rank(A) = n−1. Тому число 0 є власним
числом матрицi A кратностi не меншої за n−1, тобто λ1 = . . . = λn−1 =
0. Крiм того, згiдно твердження 2 сума всiх власних чисел матрицi до-
рiвнює слiду цiєї матрицi. Отже, λ1 + · · ·+λn = λn = trA = b2

1 + · · ·+ b2
n

— iнше власне число (кратностi 1) матрицi A.

Задача 5. Доведiть, що a) над полем C, b) над полем R
кожен многочлен f(λ) степеня n зi старшим коефiцiєнтом (−1)n є
характеристичним многочленом деякої матрицi порядку n.

Розв’язання. a) За основною теоремою алгебри довiльний многочлен
n-го степеня з комплексними коефiцiєнтами має рiвно n коренiв з ура-
хуванням їх кратностi. Тому

f(λ) = (λ1 − λ)(λ2 − λ) · · · (λn − λ), де λ1, λ2, . . . , λn ∈ C,

i многочлен f(λ) буде характеристичним многочленом дiагональної ма-
трицi diag(λ1, λ2, . . . , λn).

b) Нагадаємо, що кожен многочлен n–го степеня з дiйсними коефiцi-
єнтами єдиним чином з точнiстю до порядку множникiв розкладається
в добуток лiнiйних многочленiв λ−λ1, . . . , λ−λm, що вiдповiдають його
дiйсним кореням λ1, . . . , λm, та t = (n−m)/2 квадратних многочленiв,
незвiдних над R, що вiдповiдають парам комплексно спряжених коре-
нiв. Тому f(λ) = (λ1−λ) · · · (λm−λ)(a1+ib1−λ)(a1−ib1−λ) · · · (at+ibt−
λ)(at − ibt − λ), де λ1, . . . , λm, a1, . . . , at, b1, . . . , bt ∈ R, k + 2t = n, i мно-
гочлен f(λ) буде характеристичним многочленом такої дiйсної матрицi
порядку n:
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


λ1 · · · 0 0 0 · · · 0 0
...

. . .
...

...
...

. . .
...

...
0 · · · λm 0 0 · · · 0 0
0 · · · 0 a1 b1 · · · 0 0
0 · · · 0 −b1 a1 · · · 0 0
...

. . .
...

...
...

. . .
...

...
0 · · · 0 0 0 · · · at bt

0 · · · 0 0 0 · · · −bt at




.

Задача 6. Доведiть, що для довiльних квадратних матриць A та B
порядку n з коефiцiєнтами з поля P виконується рiвнiсть χAB(λ) =
χBA(λ).

Розв’язання. Припустимо спочатку, що одна з матриць (нехай, скажi-
мо, A) є оборотною. Тодi BA = A−1(AB)A i матрицi BA та AB подiбнi.
Тому χAB(λ) = χBA(λ) як характеристичнi многочлени подiбних ма-
триць.

Нехай тепер про оборотнiсть матриць A = (aij) та B = (bij) нiчого
не вiдомо. Вважатимемо елементи наших матриць змiнними величина-
ми aij та bij i розглянемо поле рацiональних функцiй L = P (aij , bij)
змiнних aij , bij , i, j = 1, . . . , n, з коефiцiєнтами з поля P . Тодi визна-
чники матриць A та B будуть многочленами вiд своїх коефiцiєнтiв aij

та bij . Тому цi визначники вiдмiннi вiд нуля, i матрицi A та B в полi
L — оборотнi. Згiдно щойно доведеного χAB(λ) = χBA(λ) у полi L. Це
означає, що χAB(λ) та χBA(λ) збiгаються як многочлени вiд aij та bij ,
тобто χAB(λ) = χBA(λ) й у полi P, що й вимагалося.

Задача 7. З’ясуйте, чи зводиться матриця

A =




1 2 −2 0
0 4 7 −5
0 −4 5 0
0 1 9 −4




до дiагонального вигляду (над полем R i над полем C), i в разi, якщо
зводиться, знайдiть цей вигляд i вiдповiдну базу.

Розв’язання. Згiдно тверджень 4 та 9 матриця A буде дiагоналiзовною
над полем P тодi й лише тодi, коли характеристичний многочлен χA(λ)
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цiєї матрицi розкладається над полем P на лiнiйнi множники, i для
довiльного власного числа µ матрицi A кратнiсть µ як кореня характе-
ристичного многочлена дорiвнює розмiрностi пiдпростору V

(µ)
A . (Тому

одна й та ж матриця над одним полем може бути дiагоналiзовною, а
над iншим — нi.)

Отже, для перевiрки матриц на дiагоналiзовнiсть i спочатку потрi-
бно знайти її характеристичний многочлен. Потiм спробувати розкла-
сти на лiнiйнi множники над потрiбним полем. У разi, коли такий роз-
клад iснує, для кожного власного числа, кратнiсть якого бiльша за 1,
знайти дефект матрицi Bµ := A−µE (якщо власне число має кратнiсть
1, то згiдно твердження 5 розмiрнiсть пiдпростору V

(µ)
A дорiвнює 1).

Якщо характеристичний многочлен χA(λ) на лiнiйнi множники над за-
даним полем не розкладається або хоча б для одного власного числа µ
дефект матрицi Bµ буде меншим кратностi µ як кореня χA(λ), то ро-
бимо висновок, що матриця A не є дiагоналiзовною. За iнших обставин
матриця A буде дiагоналiзовною, причому у власнiй базi — базi з вла-
сних векторiв — наша матриця матиме такий дiагональний вигляд: по
дiагоналi стоять всi власнi числа, повторенi пiдряд стiльки разiв, яка їх
кратнiсть.

У нашому випадку характеристичний многочлен дорiвнює: χA(λ) =

=

∣∣∣∣∣∣∣∣

1− λ 2 −2 0
0 4− λ 7 −5
0 −4 5− λ 0
0 1 9 −4− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣
= (1− λ)

∣∣∣∣∣∣

4− λ 7 −5
−4 5− λ 0
1 9 −4− λ

∣∣∣∣∣∣
=

= (1− λ)
(
(4− λ)(5− λ)(−4− λ) + (−5) · (−4) · 9 + 7 · 0 · 1−

−(−5) · (5− λ) · 1− (4− λ) · 0 · 9− 7 · (−4) · (−4− λ)
)

=

= (1− λ)
(
(16− λ2)(λ− 5)− 33λ + 93

)
= (1− λ)(−λ3+

+5λ2 − 17λ + 13) = −(1− λ)2(λ2 − 4λ + 13).

Одне власне число λ1 = λ2 = 1 кратностi 2 ми вже знайшли. Два iншi
— коренi многочлена λ2−4λ+13. Його дискримiнант — вiд’ємний, тому
цей многочлен не має дiйсних коренiв. Отже, наша матриця A не є
дiагоналiзовною над полем дiйсних чисел R.

Перевiримо дiагоналiзовнiсть A над полем комплексних чисел C. У
цьому випадку з’являються ще власнi числа λ3 = 2 + 3i та λ4 = 2 − 3i
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кратностi 1. Тому подальшого аналiзу вимагає лише власне число λ1 = 1
кратностi 2. Знайдемо ранг матрицi Bλ1 := A− λ1E:




0 2 −2 0
0 3 7 −5
0 −4 4 0
0 1 9 −5


Ã




0 0 −2 1
0 1 −1 0
0 1 9 −5


Ã

(
0 0 −2 1
0 1 −1 0

)
. (18)

Отже, rank(Bλ1) = 2 i def(Bλ1) = 4−2 = 2 дорiвнює кратностi кореня
λ1. Тому матриця A дiагоналiзовна над полем C.

Дiагональним виглядом буде



1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 2 + 3i 0
0 0 0 2− 3i


 ,

а вiдповiдною базою — власна база матрицi A. Як випливає з (18), власнi
вектори, що вiдповiдають λ1 знаходяться з системи

x2 = x3

x4 = 2x3 .

Надамо вiльним змiнним x1 та x3 базисних значень:
x1 x3

1 0
0 1

.

Тодi отримаємо базу пiдпростору V
(λ1)
A , що складається з векторiв v1 =

(1, 0, 0, 0) та v2 = (0, 1, 1, 2).
Для знаходження власних векторiв з власним числом λ3 використо-

вуємо однорiдну систему з матрицею

Bλ3 := A− λ3E =




−1− 3i 2 −2 0
0 2− 3i 7 −5
0 −4 3− 3i 0
0 1 9 −6− 3i


 Ã

Ã




−1− 3i 2 −2 0
0 0 27i− 11 16− 12i
0 0 −13 + i 8 + 4i
0 1 9 −6− 3i


 Ã
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(ранг матрицi Bλ3 дорiвнює 3, бо власне число λ3 має кратнiсть 1, тому
другий та третiй рядки цiєї матрицi пропорцiйнi)

Ã



−1− 3i 2 −2 0

0 0 −13− i 8 + 4i
0 1 9 −6− 3i


 Ã




1 0 1
2 0

0 0 3i−5
4 1

0 1 3i−3
4 0


 .

Таким чином, отримуємо систему

x1 = − 1
2x3 ,

x2 = − 3i−3
4 x3 ,

x4 = − 3i−5
4 x3 .

Надамо вiльнiй змiннiй значення x3 = 4. Отримуємо вектор v3 = (−2, 3−
3i, 4, 5− 3i), який є базою пiдпростору V

(λ3)
A .

Для знаходження бази пiдпростору V
(λ4)
A скористаємося, як i при

розв’язаннi зад. 6.1, тим, що у випадку дiйсної матрицi власнi вектори,
якi вiдповiдають комплексно спряженим власним числам, самi є ком-
плексно спряженими. Тому v4 = (−2, 3 + 3i, 4, 5 + 3i).

Отже, вектори v1 = (1, 0, 0, 0), v2 = (0, 1, 1, 2), v3 = (−2, 3−3i, 4, 5−3i)
та v4 = (−2, 3+3i, 4, 5+3i) складають власну базу матрицi A. Тому над
полем C ця матриця зводиться до дiагонального вигляду.

Основнi задачi
8. Доведiть, що кожен власний вектор перетворення ϕ буде власним
вектором i перетворення ψ, де:
a) ψ = cϕ (c 6= 0), b) ψ = ϕ−µε, c) ψ = ϕk, d) ψ = f(ϕ) (f — многочлен).
Якщо для перетворення ϕ вектор v є власним з власним числом λ, то з
яким власним числом вiн буде власним вектором для перетворення ψ?

9. Знайдiть усi лiнiйнi перетворення, для яких кожен вектор є власним.

10. Знайдiть усi лiнiйнi перетворення, якi перестановочнi з кожним лi-
нiйним перетворенням.

11. Знайдiть усi власнi вектори оператора диференцiювання у просторi:
a) многочленiв Rn[x]; b) L(cos x, sin x); c) всiх диференцiйовних дiйсних
функцiй.

12. Доведiть, що характеристичний многочлен матрицi A−1 дорiвнює

(−λ)n · 1
|A| · χA

(
1
λ

)
.
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13. Знайдiть характеристичнi многочлени таких перетворень:
a) повороту площини V2 на кут α навколо початку координат;
b) диференцiювання у просторi Rn[x].

14. Знайдiть власнi числа матрицi

a)
(

1 2
−2 1

)
, b)




1 1 0
0 1 1
1 0 1


, c)




1 1 0 0
1 0 −1 −2
0 0 1 1
1 2 1 0




над полем R i над полем C.

15. Знайдiть власнi числа i власнi вектори лiнiйного перетворення, за-
даного матрицею:

a)
(

3 + i −1
2i 1− i

)
; b)




1 −3 3
−2 −6 13
−1 −4 8


; c)




1 −3 4
4 −7 8
6 −7 7


; d)




4 −1 −2
2 1 −2
1 −1 1


;

e)




1 0 2 −1
0 1 4 −2
2 −1 0 1
2 −1 −1 2


; f)




1 0 0 0
0 0 0 0
1 0 0 0
0 0 0 1


; g)




1 2 0 3
−1 −2 0 −3
0 0 2 0
1 2 0 3


.

16. Знайдiть характеристичний многочлен, власнi числа i власнi векто-
ри лiнiйного перетворення, заданого матрицею:

a)




1 1 . . . 1
1 1 . . . 1
. . . . . . .
1 1 . . . 1


; b)




a b b . . . b
b a b . . . b
b b a . . . b
. . . . . . . . . .
b b b . . . a



;

c)




0 0 . . . 0 b1

0 0 . . . 0 b2

. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 0 bn−1

c1 c2 . . . cn − 1 a



.

17. Нехай V — скiнченновимiрний векторний простiр над полем C,
ϕ : V → V — лiнiйне перетворення, f(x) ∈ C[x]. Не використовуючи
теореми Жордана, доведiть, що кожне власне число перетворення f(ϕ)
має вигляд f(λ), де λ — якесь власне число перетворення ϕ.

18. З’ясуйте, чи зводиться матриця до дiагонального вигляду (над по-
лем R та над полем C), i в разi, якщо зводиться, знайдiть цей вигляд i
вiдповiдну базу:
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a)




6 −5 −3
3 −2 −2
2 −2 0


; b)




0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0
1 0 0 0


; c)




4 −3 1 2
5 −8 5 4
6 −12 8 5
1 −3 2 2


.

19. Нехай ϕ та ψ — перестановочнi лiнiйнi перетворення скiнченно-
вимiрного комплексного простору. Доведiть, що для кожного власного
числа λ перетворення ϕ iснує такий власний вектор v перетворення ϕ з
власним числом λ, який одночасно буде i власним вектором перетворе-
ння ψ.

Додатковi задачi

20. Доведiть, що 1 є власним числом стохастичної матрицi, i знайдiть
хоча б власний вектор, що вiдповiдає цьому власному числу.

21.∗ Знайдiть власнi числа i власнi вектори лiнiйного перетворення
f(x) 7→ f(ax + b) (a 6= 0,±1) простору Rn[x].

22.∗ Знайдiть характеристичний многочлен, власнi числа та власнi ве-
ктори лiнiйного перетворення, заданого матрицею:

a)




a1 a2 . . . an

an a1 . . . an−1

. . . . . . . . .
a2 a3 . . . a1


; b)




0 1 0 0 . . . 0 0
0 0 1 0 . . . 0 0
0 0 0 1 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 0 0 . . . 0 1
1 0 0 0 . . . 0 0



;

c)




−an−1 −an−2 . . . −a1 −a0

1 0 . . . 0 0
0 1 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 1 0



.

23.∗ Знайдiть характеристичний многочлен i власнi числа матрицi по-
рядку n :




0 b b . . . b
a 0 b . . . b
a a 0 . . . b
. . . . . . . . .
a a a . . . 0




.
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24. Доведiть, що кожна матриця вигляду



λ1Ek1 B12 B13 . . . B1m

0 λ2Ek2 B23 . . . B2m

0 0 λ3Ek3 . . . B3m

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . λmEkm




,

де числа λ1, . . . , λm попарно рiзнi, зводиться до дiагонального вигляду.

25. Доведiть, що для довiльної (можливо, нескiнченної) множини по-
парно перестановочних лiнiйних перетворень скiнченновимiрного ком-
плексного простору знайдеться:

a) спiльний власний вектор;
b) база, в якiй матрицi всiх цих перетворень будуть верхнiми

трикутними.

26.∗ Нехай перетворення ϕ : V → V n–вимiрного простору V має n
рiзних власних значень. Доведiть, що кожне перетворення, яке пере-
становочне з ϕ, можна подати у виглядi многочлена вiд ϕ.

27.∗∗ Нехай матрицi A ∈ Mn(P ) i B ∈ Mm(P ) зводяться до дiагонально-
го вигляду. Доведiть, що перетворення простору Mm×n(P ), визначене
правилом a) X 7→ AXB, b) X 7→ AX + XB, зводиться до дiагональ-
ного вигляду.

28.∗ Нехай λ1, . . . , λn — власнi числа матрицi A ∈ Mn(R). Знайдiть вла-
снi числа такого лiнiйного перетворення простору Mn(R):

a) X 7→ AXA>; b) X 7→ AXA−1 (матриця A — невироджена).

Домашнє завдання

29. Знайдiть власнi числа i власнi вектори лiнiйного перетворення X 7→
X> простору Mn(R).

30. Нехай лiнiйне перетворення ϕ n–вимiрного простору V має n рiзних
власних чисел i e1, . . . , en — власна база перетворення ϕ. Доведiть, що
для кожного перетворення ψ, яке комутує з ϕ, вектори e1, . . . , en також
будуть утворювати власну базу.

31. Знайдiть власнi числа i власнi вектори лiнiйного перетворення, за-
даного матрицею:
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a)




2 −1 2
5 −3 3
−1 0 −2


; b)




7 −12 6
10 −19 10
12 −24 13


; c)




3 −1 0 0
1 1 0 0
3 0 5 −3
4 −1 3 −1


.

32. Знайдiть власнi числа та власнi вектори лiнiйного перетворення,
заданого матрицею A =

(
a1 a2 . . . an

)> · (b1 b2 . . . bn

)
.

33. Перетворення ϕ простору многочленiв R3[x] задається правилом
f(x) 7→ d

dx

(
(x + 3)f(x)

)
. Доведiть, що це перетворення є лiнiйним i зна-

йдiть його власнi числа i власнi вектори.

34. Зведiть матрицю 


0 0 . . . 0 1
0 0 . . . 1 0
. . . . . . . . .
0 1 . . . 0 0
1 0 . . . 0 0




порядку n до дiагонального вигляду i знайдiть вiдповiдну базу.

35. З’ясуйте, чи зводиться матриця до дiагонального вигляду (над по-
лем R i над полем C). Якщо зводиться, то знайдiть цей вигляд i вiдпо-
вiдну базу:

a)



−1 3 −1
−3 5 −1
−3 3 1


; b)




4 2 −5
6 4 −9
5 3 −7


; c)




1 1 1 1
1 1 −1 −1
1 −1 1 −1
1 −1 −1 1


.
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[4], с. 117–128; [5], с. 367–379; [7], с. 183–189; [8], с. 75–82; [9], с. 206–
210; [10], с. 20–25; [12], с. 319–320, 333–335; [13], с. 127–135.

Заняття 7. ЖНФ: нiльпотентний випадок
Необхiднi поняття. Клiтинкою Жордана розмiрностi k, що вiдпо-

вiдає власному числу λ, називається така матриця розмiру k × k (або
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порядку k):

Jk(λ) =




λ 1 0 . . . 0 0
0 λ 1 . . . 0 0
0 0 λ . . . 0 0
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 . . . λ 1
0 0 0 . . . 0 λ




.

Жордановою матрицею J називається квадратна матриця, що скла-
дається з дiагональних блокiв — жорданових клiтинок, i нулiв поза ме-
жами цих блокiв:

J =




Jk1(λ1) . . . O
...

. . .
...

O . . . Jkp(λp)


 ,

тобто матриця J розкладається в кронекерiвську суму матриць Jk1(λ1),
. . . , Jkp(λp). Тому коротко записуватимемо:

J = Jk1(λ1)⊕ · · · ⊕ Jkp
(λp) .

Жордановою базою для лiнiйного перетворення ϕ : V → V називає-
ться така база простору V, в якiй матриця перетворення ϕ є жордановою
або, як ще кажуть, має жорданову нормальну форму (ЖНФ) Jϕ.

Звести квадратну матрицю A до жорданової нормальної форми
(коротко ЖНФ) означає розв’язати матричне рiвняння X−1AX = JA,
де X — (невiдома) невироджена матриця, а JA — (невiдома) жорданова
матриця.

Лiнiйне перетворення ϕ називається нiльпотентним, якщо знайде-
ться таке число c ∈ N, що ϕc = O. Також кажуть, що квадратна матри-
ця A є нiльпотентною, якщо для деякого c ∈ N виконується рiвнiсть
Ac = O. Таке найменше натуральне c називають класом нiльпотентно-
стi перетворення ϕ (вiдповiдно класом нiльпотентностi матрицi A).

Нехай матриця нiльпотентного перетворення ϕ в базi v1, . . . , vn —
жорданова клiтинка Jn(0). Тодi

ϕ(v1) = 0 ,
ϕ(v2) = v1 ,
ϕ(v3) = v2 ,

. . . . . . . .
ϕ(vn) = vn−1 .
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Така база (v) називається ланцюжковою базою для перетворення ϕ з
жордановою нормальною формою Jn(0); зображатимемо її такою дiа-
грамою:

vn 7→ vn−1 7→ · · · 7→ v1 7→ 0 .

Нехай матриця нiльпотентного перетворення ϕ в базi v1, . . . , vn — жор-
данова матриця Jϕ = Jk1(0)⊕ · · · ⊕ Jkp

(0) . Тодi

ϕ(v1) = 0 ,
ϕ(v2) = v1 ,

. . . . . . . . .
ϕ(vt1) = vt1−1 ;

ϕ(vt1+1) = 0 ,
ϕ(vt1+2) = vt1+1 ,
. . . . . . . . . .
ϕ(vt2) = vt2−1 ;

. . . ,

. . . ,

. . .

. . . ;

ϕ(vtp−1+1) = 0 ,
ϕ(vtp−1+2) = vtp−1+1 ,
. . . . . . . . . . . .

ϕ(vtp) = vtp−1 ,

де t1 = k1, t2 = k1 + k2, . . . , tp = k1 + · · · + kp. Така база (v) назива-
ється ланцюжковою базою перетворення ϕ з жордановою нормальною
формою Jϕ, а її дiаграма буде такою:

vt1 7→ vt1−1 7→ · · · 7→ v1 7→ 0 ,

vt2 7→ vt2−1 7→ · · · 7→ vt1+1 7→ 0 ,

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ,

vtp 7→ vtp−1 7→ · · · 7→ vtp−1+1 7→ 0 .

Необхiднi твердження. 1. Теорема про канонiчний вигляд матри-
цi лiнiйного вiдображення: для довiльного лiнiйного вiдображення ϕ :
V → U iснують такi бази v1, . . . , vn i u1, . . . , um просторiв V i U
вiдповiдно, в яких матриця вiдображення ϕ має вигляд

[ϕ] =
(

E 0
0 0

)
, (19)

де E — одинична матриця.
2. Матриця нiльпотентного перетворення в довiльнiй базi є нiльпо-

тентною.
3. Нiльпотентне перетворення вироджене. (Нiльпотентна матриця

вироджена.)
4. Клас нiльпотентностi лiнiйного перетворення не перевищує роз-

мiрностi простору.
5. Для нiльпотентних перетворень класу нiльпотентностi m маємо:

Kerϕ ⊇ Im (ϕm−1).
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6. Критерiй нiльпотентностi : для лiнiйного перетворення ϕ такi
умови рiвносильнi:

a) перетворення ϕ — нiльпотентне;
b) всi власнi числа перетворення ϕ дорiвнюють 0;
c) χϕ(λ) = (−1)nλn.
7. Теорема Жордана для нiльпотентного перетворення. Для ко-

жного нiльпотентного перетворення n–вимiрного векторного простору
над довiльним полем P iснує жорданова база. Жорданова нормальна
форма матрицi нiльпотентного пертворення з точнiстю до перестанов-
ки клiтинок Жордана визначена однозначно.

8. Кожна нiльпотентна матриця A порядку n над довiльним полем P
зводиться до жорданової нормальної форми. А саме, iснує невироджена
матриця T , для якої T−1AT = JA. З точнiстю до перестановки клiтинок
Жордана нормальна форма матрицi A єдина.

9.Двi нiльпотентнi матрицi однакового порядку подiбнi тодi й тiльки
тодi, коли вони мають однаковi жордановi нормальнi форми.

Для знаходження жорданової нормальної форми JA та матри-
цi T переходу до жорданової бази нiльпотентного перетворення A
необхiдно:

1) Знайти власнi числа матрицi A. (Це корисно зробити, щоб пере-
свiдчитися, що перетворення з умови задачi є дiйсно нiльпотен-
тним.)

2) Знайти ранг матрицi A i виписати можливi варiанти її жорданової
нормальної форми. Кiлькiсть клiтинок дорiвнює дефекту матрицi.
Для матриць порядку 2 i 3 ЖНФ повнiстю визначається рангом
матрицi. Це ж правильно i для матриць порядку 4, за винятком
випадку, коли ранг матрицi дорiвнює 2. В останньому випадку
можливi два варiанти ЖНФ: J2(0) ⊕ J2(0) або J3(0) ⊕ J1(0) .
Зi збiльшенням порядку матрицi кiлькiсть варiантiв для її ЖНФ
швидко зростає.

3) Знайти клас нiльпотентностi c матрицi A, послiдовно обчислюючи
її степенi A2, A3, . . . , аж поки не отримаємо нульову матрицю. За-
уважимо, що клас нiльпотентностi дорiвнює найбiльшому порядку
жорданової клiтинки (або, що те саме, довжинi найдовшого лан-
цюжка дiаграми), а число rankAk − rankAk+1 дорiвнює кiлькостi
клiтинок, порядок яких бiльший за k (або, що те саме, кiлькостi
ланцюжкiв дiаграми, довжина яких бiльша за k).
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4) Побудувати дiаграму для жорданової бази.

5) Побудова векторiв жорданової бази починається з ланцюжкiв най-
бiльшої довжини. Нехай маємо m ланцюжкiв найбiльшої довжини:

v(1)
c 7→ v(1)

c−1 7→ · · · 7→ v(1)
1 7→ 0, . . . , v(m)

c 7→ v(m)
c−1 7→ · · · 7→ v(m)

1 7→ 0 .

Тодi вектори v(1)
1 , . . . , v(m)

1 утворюють базу образу Im(ϕ) перетво-
рення ϕ, яке в стандартнiй базi e1 . . . , en задається матрицею Ac−1.
Тому в якостi v(1)

1 , . . . , v(m)
1 можна взяти довiльнi лiнiйно незале-

жнi m стовпчикiв матрицi Ac−1. Нехай це будуть стовпчики з но-
мерами i1, . . . , im. Пiсля цього в якостi v(1)

c , . . . , v(m)
c беремо вiд-

повiдно вектори ei1 . . . , eim , в якостi v(1)
c−1, . . . , v

(m)
c−1 — вiдповiдно

стовпчики з номерами i1, . . . , im матрицi A, в якостi v(1)
c−2, . . . , v

(m)
c−2

— вiдповiдно стовпчики з номерами i1, . . . , im матрицi A2, i т.д.

6) Якщо на попередньому кроцi знайдено не всi вектори жорданової
бази, то для знаходження решти векторiв використовуємо спiв-
вiдношення мiж образами i ядрами перетворень ϕ, ϕ2, . . . , якi
випливають безпосередньо з дiаграми (як це робити, буде проiлю-
стровано на конкретних прикладах нижче).

7) Виписати матрицю переходу T , вектор–стовпчики якої є вектора-
ми ланцюжкової бази.

Приклади розв’язання типових задач

Задача 1. Для матрицi

A =




1 −1 1
2 1 3
1 2 −1
−1 2 0




знайдiть такi невиродженi матрицi B i C, що B−1AC =
(

E O
O O

)
.

Розв’язання. Спочатку зауважимо, що задача має просте геометричне
походження. Якщо iнтерпретувати матрицю A як матрицю деякого лi-
нiйного вiдображення ϕ : V → W , то матрицi B i C — це матрицi
переходу до таких баз в просторах W i U вiдповiдно, в яких матриця
вiдображення ϕ має канонiчний вигляд.
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З методу Ґауса випливає, що кожну матрицю елементарними пере-
твореннями рядкiв i стовпчикiв можна звести до вигляду (19). З iншого
боку, елементарнi перетворення рядкiв (стовпчикiв) матрицi A рiвно-
сильнi множенню A злiва (справа) на вiдповiднi елементарнi матрицi.
Крiм того, з рiвностей

M1M2 · · ·Mk = M1M2 · · ·MkE = EM1M2 · · ·Mk

випливає, що обчислення добутку M1M2 · · ·Mk елементарних матриць
можна замiнити виконанням вiдповiдних елементарних перетворень ряд-
кiв (стовпчикiв) одиничної матрицi. Це дає нам наступний метод розв’я-
зання нашої задачi:
— дописуємо до матрицi A злiва i знизу одиничнi матрицi вiдповiдних

порядкiв i одержуємо таблицю
(

Em A
Ek

)
;

— елементарними перетвореннями довгих рядкiв i довгих стовпчикiв
зводимо матрицю A до вигляду (19); в результатi отримуємо таблицю
 D

E 0
0 0
C


, яка рiвносильна рiвностi DAC =

(
E 0
0 0

)
;

— оскiльки елементарнi матрицi невиродженi, то матриця D (як до-
буток елементарних) також невироджена. Тому ми можемо обчислити
матрицю B = D−1 i одержати розклад

(
E 0
0 0

)
= DAC = (D−1)−1AC = B−1AC .

У нашому випадку це виглядає так:



1 0 0 0 1 −1 1
0 1 0 0 2 1 3
0 0 1 0 1 2 −1
0 0 0 1 −1 2 0

1 0 0
0 1 0
0 0 1




Ã




1 0 0 0 1 −1 1
−2 1 0 0 0 3 1
−1 0 1 0 0 3 −2
1 0 0 1 0 1 1

1 0 0
0 1 0
0 0 1




Ã
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Ã




1 0 0 0 1 0 0
−2 1 0 0 0 3 1
−1 0 1 0 0 3 −2
1 0 0 1 0 1 1

1 1 −1
0 1 0
0 0 1




Ã




1 0 0 0 1 0 0
−2 1 0 0 0 1 3
−1 0 1 0 0 −2 3
1 0 0 1 0 1 1

1 −1 1
0 0 1
0 1 0




Ã

Ã




1 0 0 0 1 0 0
−2 1 0 0 0 1 3
−5 2 1 0 0 0 9
3 −1 0 1 0 0 −2

1 −1 1
0 0 1
0 1 0




Ã




1 0 0 0 1 0 0
−2 1 0 0 0 1 0
−5 2 1 0 0 0 9
3 −1 0 1 0 0 −2

1 −1 4
0 0 1
0 1 −3




Ã

Ã




1 0 0 0 1 0 0
−2 1 0 0 0 1 0
7 −2 1 4 0 0 1
3 −1 0 1 0 0 −2

1 −1 4
0 0 1
0 1 −3




Ã




1 0 0 0 1 0 0
−2 1 0 0 0 1 0
7 −2 1 4 0 0 1
17 −5 2 9 0 0 0

1 −1 4
0 0 1
0 1 −3




.

Таким чином,

B =




1 0 0 0
−2 1 0 0
7 −2 1 4
17 −5 2 9




−1

=




1 0 0 0
2 1 0 0
1 −2 9 −4
−1 1 −2 1


 , C =




1 −1 4
0 0 1
0 1 −3


 .

Задача 2. Доведiть, що перетворення ϕ : M2(R) → M2(R),

X 7→
(

2 −1
1 0

)
X + X

(−3 1
−4 1

)
, є нiльпотентним, i знайдiть клас

нiльпотентностi.

Розв’язання. Спочатку знайдемо матрицю цього лiнiйного перетворен-
ня в стандартнiй базi з матричних одиниць Eij , i, j = 1, 2. Маємо:

ϕ(E11) =
(

2 −1
1 0

)
·
(

1 0
0 0

)
+

(
1 0
0 0

)
·
(−3 1
−4 1

)
=

(−1 1
1 0

)
.
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Аналогiчно

ϕ(E12) =
(−4 3

0 1

)
, ϕ(E21) =

(−1 0
−3 1

)
, ϕ(E22) =

(
0 −1
−4 1

)
.

Тому

[ϕ] =




−1 −4 −1 0
1 3 0 −1
1 0 −3 −4
0 1 1 1


 .

Клас нiльпотентностi дорiвнює такому найменшому натуральному чи-
слу c, що [ϕ]c = O. Обчислюємо:

[ϕ]2 =




−4 −8 4 8
2 4 −2 −4
−4 −8 4 8
2 4 −2 −4


 , [ϕ]3 =




0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0


 .

Отже, оператор ϕ є нiльпотентним класу нiльпотентностi 3.

Задача 3. Знайдiть жорданову нормальну форму J(A) i матрицю
переходу T до жорданової бази для матрицi A :

a) A =




1 1 1
−2 −2 −2
1 1 1


 ; b) A =




8 30 −14
−5 −19 9
−6 −23 11


 ;

c) A =




0 1 1 0
−1 2 0 1
−1 0 −2 1
0 −1 −1 0


 ; d) A =




3 6 1 1 0 0
0 0 4 0 1 0
−1 −2 −3 0 0 1
0 0 0 3 6 1
0 0 0 0 0 4
0 0 0 −1 −2 −3




.

Розв’язання. a) Оскiльки
∣∣∣∣∣∣

1− λ 1 1
−2 −2− λ −2
1 1 1− λ

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

−λ −λ −λ
−2 −2− λ −2
1 1 1− λ

∣∣∣∣∣∣
= −λ

∣∣∣∣∣∣

1 1 1
0 −λ 0
0 0 −λ

∣∣∣∣∣∣
= −λ3,

то матриця A є нiльпотентною. Рядки матрицi A пропорцiйнi, тому її
ранг дорiвнює 1, а дефект дорiвнює 3 − 1 = 2. Тому ЖНФ матрицi A
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складається з двох клiтин. Очевидно, що їх розмiрностi 2 i 1. Отже,
маємо такi ЖНФ i дiаграму:

JA = J2(0)⊕ J1(0) =




0 1 0
0 0 0
0 0 0


 ;

v2 7→ v1 7→ 0
v3 7→ 0 .

Позначимо через ϕ перетворення простору C3, матрицею якого є A, i
розглянемо два способи знаходження жорданової бази.

I спосiб. З дiаграми видно, що образ Imϕ перетворення ϕ породжу-
ється вектором v1. З iншого боку, образ перетворення породжується
стовпчиками його матрицi. Позаяк усi стовпчики матрицi A однако-
вi, то в якостi v1 можна взяти будь–який з них. Виберемо перший:
v1 = (1,−2, 1). Насправдi те, який саме стовпчик ми вибираємо, є iсто-
тним, бо вiд цього залежить вибiр вектора v2, який є прообразом v1.
Перший стовпчик матрицi A є образом вектора e1 стандартної бази.
Тому беремо v2 = e1 = (1, 0, 0).

Лишилося знайти вектор v3. З дiаграми видно, що вiн, як i вектор v1,
лежить в ядрi Kerϕ перетворення ϕ. Однак v1 i v3 мають бути лiнiйно
незалежнi. Тому в якостi v3 можна взяти довiльний вектор з Kerϕ, який
не пропорцiйний v1. Ядро Kerϕ — це множина розв’язкiв системи




1 1 1 0
−2 −2 −2 0
1 1 1 0


 Ã

(
1 1 1 0

)
. (20)

Тому можна взяти, наприклад, v3 = (−1, 1, 0). Тодi матриця переходу
до жорданової бази матиме вигляд

T =




1 1 −1
−2 0 1
1 0 0


 .

II спосiб. З дiаграми видно, що вектори v1 та v3 складають базу ядра
Ker ϕ перетворення ϕ. Однак вони не рiвноправнi: у вектора v1 має бути
прообраз, у той час як на v3 дiаграма жодних обмежень не накладає.
Запишемо вектор ядра в загальному виглядi (тобто вiзьмемо загальний
розв’язок системи (20)): v = (−α− β, α, β). Тодi iснування для вектора
v прообразу рiвносильне сумiсностi системи




1 1 1 −α− β
−2 −2 −2 α
1 1 1 β


 Ã




1 1 1 −α− β
0 0 0 −α− 2β
0 0 0 α + 2β


 . (21)
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Система (21) буде сумiсна тодi й лише тодi, коли α + 2β = 0, напри-
клад, при α = −2, β = 1. Такий вибiр параметрiв дає нам вектор
v1 = (1,−2, 1).

При даних значеннях параметрiв система (21) зводиться до одно-
го рiвняння x1 + x2 + x3 = 1, i в якостi v2 можна взяти будь–який її
розв’язок. Наприклад, v2 = (1, 0, 0).

Для знаходження v3 параметри α i β треба вибрати так, щоб вийшов
вектор, не пропорцiйний v1. Наприклад, α = 1, β = 0. Тодi отримуємо:
v3 = (−1, 1, 0). Зокрема, ми ще раз отримали ту ж саму жорданову базу.

Зауваження. 1) Як бачимо, обидва способи побудови жорданової
бази мiстять велику свободу вибору. Наприклад, у другому способi в
якостi розв’язку системи (21) можна було взяти вектор v2 = (1,−1, 1), а
при побудовi третього вектора взяти значення параметрiв α = 1, β = 1
i отримати вектор v3 = (−2, 1, 1). Тодi матриця переходу до жорданової
бази мала б вигляд

T =




1 1 −2
−2 −1 1
1 1 1


 .

Це свiдчить, що жорданова база визначена неоднозначно.
2) Для перевiрки правильностi обчислень можна скористатися рiв-

нiстю JA = T−1AT. Однак така перевiрка вимагає додаткового обчи-
слення оберненої матрицi T−1. Значно зручнiше перевiряти рiвнiсть
TJA = AT.

b) Спочатку знайдемо характеристичний многочлен матрицi A:

χA(λ) =

∣∣∣∣∣∣

8− λ 30 −14
−5 −19− λ 9
−6 −23 11− λ

∣∣∣∣∣∣
=

(до 2-го стовпчика додаємо 3-й i вiднiмаємо подвоєний 1-й)
∣∣∣∣∣∣

8− λ 2λ −14
−5 −λ 9
−6 −λ 11− λ

∣∣∣∣∣∣
= λ

∣∣∣∣∣∣

8− λ 2 −14
−5 −1 9
−6 −1 11− λ

∣∣∣∣∣∣
= λ

∣∣∣∣∣∣

2− λ 0 4
−5 −1 9
−1 0 2− λ

∣∣∣∣∣∣
.

Розкриваючи останнiй визначник за другим стовпчиком, отримуємо:

χA(λ) = −λ

∣∣∣∣
2− λ 4
−1 2− λ

∣∣∣∣ = −λ(λ2 − 4 + 4) = −λ3 .
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Отже, матриця A є нiльпотентною. Знайдемо її ранг



8 30 −14
−5 −19 9
−6 −23 11


Ã




4 15 −7
−5 −19 9
−6 −23 11


Ã




4 15 −7
−1 −4 2
−2 −8 4


Ã




0 −1 1
−1 −4 2
0 0 0


.

Ранг матрицi A дорiвнює 2, тому її ЖНФ мiстить 3 − 2 = 1 клiтину.
Отже, маємо такi ЖНФ i дiаграму:

JA =




0 1 0
0 0 1
0 0 0


 ; v3 7→ v2 7→ v1 7→ 0 . (22)

Знову позначимо через ϕ перетворення простору R3, матрицею якого є
A. Коли всi ланцюжки дiаграми нiльпотентної матрицi мають однакову
довжину (зокрема, коли маємо тiльки один ланцюжок), описаний вище
перший спосiб знаходження жорданової бази є особливо ефективним.

I спосiб. Оскiльки JA має лише одну клiтину розмiрностi три, то
клас нiльпотентностi матрицi A дорiвнює 3. Знайдемо

A2 =



−2 −8 4
1 4 −2
1 4 −2


 .

З дiаграми (22) видно, що ϕ2(v1) = ϕ2(v2) = 0, ϕ2(v3) = v1. Тому
образ Imϕ2 перетворення ϕ2 породжується вектором v1. З iншого боку,
образ перетворення породжується стовпчиками його матрицi. Позаяк
усi стовпчики матрицi A2 пропорцiйнi, то в якостi v1 можна взяти будь–
який з них. Виберемо перший: v1 = (−2, 1, 1).

З рiвностi ϕ2(v3) = v1 випливає, що в якостi v3 треба брати який–
небудь прообраз вектора v1 при перетвореннi ϕ2. Оскiльки v1 вибирався
як перший стовпчик матрицi A2, то можна взяти v3 = e1 = (1, 0, 0).

Нарештi, з рiвностi ϕ(e1) = ϕ(v3) = v2 випливає, що в якостi v2 мо-
жна взяти перший стовпчик матрицi A: v2 = (8,−5,−6). Тому матриця
переходу до жорданової бази має вигляд

T =



−2 8 1
1 −5 0
1 −6 0


 .

Таким чином, для знаходження жорданової бази цим способом нам
було потрiбно лише обчислити матрицю A2. Для порiвняння знайдемо
жорданову базу ще й другим способом з п. a).
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II спосiб. З дiаграми (22) видно, що вектори v1, v2, v3 можна шукати
як прообрази вiдповiдно векторiв 0, v1 та v2. Вище при обчисленнi ран-
гу матрицi A ми виконували лише перетворення рядкiв. Тому отриманi
результати можна використати i при розв’язуваннi систем лiнiйних рiв-
нянь з матрицею A, лише доповнивши їх вiдповiдними перетвореннями
стовпчика вiльних членiв.

Отже, вектор v1 шукаємо як ненульовий елемент ядра Kerϕ:



8 30 −14 0
−5 −19 9 0
−6 −23 11 0


 Ã

(
0 −1 1 0
−1 −4 2 0

)
Ã

(
0 −1 1 0
1 0 2 0

)
.

Поклавши x3 = 1, отримуємо: v1 = (−2, 1, 1). Вектор v2 шукаємо як
прообраз вектора v1 :



8 30 −14 −2
−5 −19 9 1
−6 −23 11 1


 Ã

(
0 −1 1 −1
−1 −4 2 0

)
Ã

(
0 1 −1 1
1 0 2 −4

)
.

Покладемо x3 = 0. Тодi v2 = (−4, 1, 0). Вектор v3 шукаємо як прообраз
вектора v2 :



8 30 −14 −4
−5 −19 9 1
−6 −23 11 0


 Ã

(
0 −1 1 6
−1 −4 2 1

)
Ã

(
0 1 −1 6
1 0 2 −23

)
.

Знову покладемо x3 = 0. Отримуємо: v3 = (−23, 6, 0). Отже, матрицею
переходу до жорданової бази буде

T =



−2 −4 −23
1 1 6
1 0 0


 .

c) Знайдемо характеристичний многочлен матрицi A:

χA(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

−λ 1 1 0
−1 2− λ 0 1
−1 0 −2− λ 1
0 −1 −1 −λ

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣

−λ 0 0 −λ
−1 2− λ 0 1
−1 0 −2− λ 1
0 −1 −1 −λ

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

= −λ ·

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 1
−1 2− λ 0 1
−1 0 −2− λ 1
0 −1 −1 −λ

∣∣∣∣∣∣∣∣
= −λ ·

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 0
−1 2− λ 0 2
−1 0 −2− λ 2
0 −1 −1 −λ

∣∣∣∣∣∣∣∣
=
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= λ ·
∣∣∣∣∣∣

2− λ 0 2
0 −2− λ 2
1 1 λ

∣∣∣∣∣∣
= λ ·

∣∣∣∣∣∣

2− λ 0 2
−2 + λ −2− λ 0

1 1 λ

∣∣∣∣∣∣
=

= λ ·
∣∣∣∣∣∣

2− λ 0 2
2λ −2− λ 0
0 1 λ

∣∣∣∣∣∣
= λ

(
λ(λ2 − 4) + 4λ

)
= λ4.

Отже, матриця A є нiльпотентною. За допомогою елементарних пере-
творень рядкiв знайдемо її ранг:




0 1 1 0
−1 2 0 1
−1 0 −2 1
0 −1 −1 0


 Ã

(
1 0 2 −1
0 1 1 0

)
.

Ранг матрицi A дорiвнює 2, тому її ЖНФ мiстить 4−2 = 2 клiтини. Це
можуть бути або двi клiтини порядку 2, або клiтини порядкiв 3 i 1:

J2(0)⊕ J2(0) або J3(0)⊕ J1(0) .

Але в першому випадку клас нiльпотентностi дорiвнює 2, а в другому
— 3. Щоб знайти клас нiльпотентностi матрицi A, обчислюємо A2 :

A2 =




−2 2 −2 2
−2 2 −2 2
2 −2 2 −2
2 −2 2 −2


 6= 0 .

Отже, клас нiльпотентностi матрицi A дорiвнює 3. Тому маємо такi
ЖНФ i дiаграму:

JA = J3(0)⊕ J1(0) =




0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0
0 0 0 0


 ; v3 7→ v2 7→ v1 7→ 0 ,

v4 7→ 0 .

Оскiльки маємо довгий ланцюжок, то жорданову базу зручно шукати
першим способом. З дiаграми видно, що для перетворення ϕ : R4 → R4

з матрицею A образ Imϕ2 перетворення ϕ2 породжується вектором v1.
Тому в якостi v1 можна брати довiльний ненульовий стовпчик матри-
цi A2. Наприклад, перший: v1 = (−2,−2, 2, 2). В якостi v3 треба брати
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який–небудь прообраз вектора v1 при перетвореннi ϕ2. Оскiльки v1 ви-
бирався як перший стовпчик матрицi A2, то можна взяти v3 = e1 =
(1, 0, 0, 0). Нарештi, v2 є образом вектора v3 при перетвореннi ϕ. Тому
v2 = (0,−1,−1, 0).

Лишилося знайти вектор v4. З дiаграми видно, що вiн, як i вектор v1,
лежить в ядрi Kerϕ перетворення ϕ. Однак v1 i v4 мають бути лiнiйно
незалежнi. Тому в якостi v4 можна взяти довiльний вектор з Kerϕ, який
не пропорцiйний v1. Ядро Kerϕ — це множина розв’язкiв системи




0 1 1 0 0
−1 2 0 1 0
−1 0 −2 1 0
0 −1 −1 0 0


 Ã

(
1 0 2 −1 0
0 1 1 0 0

)
. (23)

Тому можна взяти, наприклад, v4 = (1, 0, 0, 1). Тодi матриця переходу
до жорданової бази матиме вигляд

T =




−2 0 1 1
−2 −1 0 0
2 −1 0 0
2 0 0 1


 .

d) Знайдемо характеристичний многочлен матрицi A:

χA(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

3− λ 6 1 1 0 0
0 −λ 4 0 1 0
−1 −2 −3− λ 0 0 1
0 0 0 3− λ 6 1
0 0 0 0 −λ 4
0 0 0 −1 −2 −3− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣

3− λ 6 1
0 −λ 4
−1 −2 −3− λ

∣∣∣∣∣∣

2

.

Останнiй визначник можна порахувати, розклавши його за першим стов-

пчиком. Тому маємо: χA(λ) =
(
(3−λ)(−λ(−3−λ)+8)−(24+λ)

)2

= λ6 .

Отже, матриця A є нiльпотентною. За допомогою елементарних пере-
творень рядкiв знаходимо її ранг:




3 6 1 1 0 0
0 0 4 0 1 0
−1 −2 −3 0 0 1
0 0 0 3 6 1
0 0 0 0 0 4
0 0 0 −1 −2 −3




Ã




3 6 1 1 0 0
0 0 4 0 1 0
−1 −2 −3 0 0 0
0 0 0 0 0 1
0 0 0 1 2 0




Ã
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Ã




1 2 3 0 0 0
0 0 −8 1 0 0
0 0 4 0 1 0
0 0 0 0 0 1


 .

Ранг матрицi A дорiвнює 4, тому її ЖНФ мiстить 6−4 = 2 клiтини. Це
можуть бути або клiтини порядкiв 5 i 1, або клiтини порядкiв 4 i 2, або
двi клiтини порядку 3:

або J5(0)⊕ J1(0), або J4(0)⊕ J2(0), або J3(0)⊕ J3(0) .

Але в першому випадку клас нiльпотентностi дорiвнює 5, у другому
— 4, а в третьому — 3. Щоб знайти клас нiльпотентностi матрицi A,
обчислимо її степенi:

A2=




8 16 24 6 12 2
−4 −8 −12 0 0 8
0 0 0 −2 −4 −6
0 0 0 8 16 24
0 0 0 −4 −8 −12
0 0 0 0 0 0




; A3=




0 0 0 24 48 72
0 0 0 −12 −24 −36
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0




;

A4 = O. Отже, клас нiльпотентностi матрицi A дорiвнює 4. Тому маємо
такi ЖНФ i дiаграму:

JA =




0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0




;
v4 7→ v3 7→ v2 7→ v1 7→ 0 ,

v6 7→ v5 7→ 0 .
(24)

Маємо один довгий ланцюжок, тому вектори цього ланцюжка зручно
шукати першим способом. З дiаграми видно, що для перетворення ϕ :
R6 → R6 з матрицею A образ Imϕ3 перетворення ϕ3 породжується ве-
ктором v1. Тому в якостi v1 вибираємо довiльний ненульовий стовпчик
(наприклад, четвертий) матрицi A3: v1 = (24,−12, 0, 0, 0, 0). В якостi
v4 беремо прообраз v1 при перетвореннi ϕ3: v4 = e4 = (0, 0, 0, 1, 0, 0).
v2 i v3 знаходимо iз спiввiдношень v3 = ϕ(v4) i v2 = ϕ2(v4). Тому
v3 = (1, 0, 0, 3, 0,−1), v2 = (6, 0,−2, 8,−4, 0).

З дiаграми (24) також видно, що вектори v1, та v5 утворюють базу
ядра Ker ϕ перетворення ϕ, причому в кожного з них є прообраз. Тому
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прообраз має кожен вектор з ядра, i якостi v5 можна взяти довiльний
вектор з Kerϕ, який не пропорцiйний v1. Ядро Ker ϕ — це множина
розв’язкiв системи



3 6 1 1 0 0 0
0 0 4 0 1 0 0
−1 −2 −3 0 0 1 0
0 0 0 3 6 1 0
0 0 0 0 0 4 0
0 0 0 −1 −2 −3 0




Ã




1 2 3 0 0 0 0
0 0 −8 1 0 0 0
0 0 4 0 1 0 0
0 0 0 0 0 1 0


 .

За вiльнi змiннi можна взяти x2 та x3. Для v1 цi змiннi дорiвнюють
вiдповiдно x2 = −12 i x3 = 0. Тому коли ми вiзьмемо x2 = 0 i x3 = 1, то
одержимо вектор, не пропорцiйний v1. Отже, v5 = (−3, 0, 1, 8,−4, 0).

Нарештi, вектор v6 шукаємо як прообраз v5 :



3 6 1 1 0 0
0 0 4 0 1 0
−1 −2 −3 0 0 1
0 0 0 3 6 1
0 0 0 0 0 4
0 0 0 −1 −2 −3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−3
0
1
8
−4
0




Ã




1 2 3 0 0 0
0 0 −8 1 0 0
0 0 4 0 1 0
0 0 0 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣

−2
3
0
−1


 .

Позаяк нам потрiбен лише один розв’язок цiєї системи, то покладемо
x2 = 0, x3 = 0. Тодi x1 = −2, x4 = 3, x5 = 0, x6 = −1 i вектор v6 =
(−2, 0, 0, 3, 0,−1). Отже, матриця переходу до жорданової бази така:

T =




24 6 1 0 −3 −2
−12 0 0 0 0 0
0 −2 0 0 1 0
0 8 3 1 8 3
0 −4 0 0 −4 0
0 0 −1 0 0 −1




.

Задача 4. Знайдiть жорданову нормальну форму i матрицю переходу
T до жорданової бази для матрицi

A =




0 1 0 0 . . . 0
0 0 2 0 . . . 0
0 0 0 3 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 0 . . . n− 1
0 0 0 0 . . . 0




.
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Розв’язання. Знайдемо характеристичний многочлен матрицi A:

χA(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−λ 1 0 0 . . . 0
0 −λ 2 0 . . . 0
0 0 −λ 3 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 0 . . . n− 1
0 0 0 0 . . . −λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= (−1)nλn .

Отже, матриця A є нiльпотентною. Ранг матрицi A дорiвнює n − 1, а
дефект дорiвнює n − (n − 1) = 1. Тому ЖНФ матрицi A мiстить одну
клiтинку. Тим самим отримуємо такi ЖНФ i дiаграму:

JA =




0 1 0 0 . . . 0
0 0 1 0 . . . 0
0 0 0 1 . . . 0
. . . . . . . . . . .
0 0 0 0 . . . 1
0 0 0 0 . . . 0




; vn 7→ vn−1 7→ · · · 7→ v1 7→ 0 .

З дiаграми видно, що клас нiльпотентностi матрицi A дорiвнює n. Об-
числимо:

A2 =




0 0 1·2 0 . . . 0
0 0 0 2·3 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 0 . . . (n−2)·(n−1)
0 0 0 0 . . . 0
0 0 0 0 . . . 0




;

A3 =




0 0 0 1·2 ·3 0 . . . 0
0 0 0 0 2·3 ·4 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 0 0 . . . (n−3)·(n−2)·(n−1)
0 0 0 0 0 . . . 0
0 0 0 0 0 . . . 0
0 0 0 0 0 . . . 0




; . . . ;

An−1 =




0 0 0 0 . . . 0 (n−1)!
0 0 0 0 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 0 . . . 0 0
0 0 0 0 . . . 0 0




.
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З дiаграми видно, що для перетворення ϕ : Rn → Rn з матрицею A
образ Imϕn−1 перетворення ϕn−1 породжується вектором v1. Тому в
якостi v1 вибираємо ненульовий стовпчик (вiн тiльки один — останнiй)
матрицi An−1. Вектор v1 є образом vn пiд дiєю перетворення ϕn−1. З
iншого боку, v1 = ϕn−1(en). Тому можна взяти vn = en = (0, . . . , 0, 1).
Решта векторiв жорданової бази тепер визначається однозначно iз спiв-
вiдношень vn−1 = ϕ(vn), vn−2 = ϕ2(vn), . . . , v2 = ϕn−2(vn), тобто є
останнiми стовпчиками вiдповiдно матриць A, A2, . . . , An−2. Таким чи-
ном, vn−1 = (0, . . . , 0, 0, n− 1, 0), vn−2 = (0, . . . , 0, (n− 2)(n− 1), 0, 0), . . . ,
v2 = (0, 2·3 · · · (n−1), 0, . . . , 0, 0), а матриця переходу до жорданової бази
має вигляд

T =




1·2 · · · (n−1) 0 . . . 0 0
0 2·3 · · · (n−1) . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . n−1 0
0 0 . . . 0 1




.

Задача 5. Знайдiть усi матрицi, кожна з яких подiбна лише собi.

Розв’язання. Те, що квадратна матриця A = (aij)n
i,j=1 подiбна лише

собi, означає, що для кожної невиродженої матрицi T виконується рiв-
нiсть T−1AT = A (або TA = AT ). Тому потрiбно знайти всi тi матрицi,
що перестановочнi з усiма невиродженими матрицями. Зокрема, A має
бути перестановочною з усiма матрицями вигляду E + Eij , де Eij —
матрична одиниця. Так при i = 1, j = 2 отримаємо:

A(E + E12) =




a11 a11 + a12 . . . a1n

a21 a21 + a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . . . . .
an1 an1 + an2 . . . ann


 =

= (E + E12)A =




a11 + a21 a12 + a22 . . . a1n + a2n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann


 .

Порiвнюючи матрицi, отримуємо 2n− 1 рiвняння:

a11 + a21 = a11, a12 + a22 = a11 + a12, a13 + a23 = a13, . . . ,

a1n + a2n = a1n; a22 = a21 + a22, . . . , an2 = an1 + an2,
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з яких знаходимо:

a21 = 0, a31 = 0, . . . , an1 = 0, a11 = a22, a23 = 0, . . . , a2n = 0.

Аналогiчнi рiвностi матимемо для iнших i та j. Тому матрицi, якi по-
дiбнi лише собi, це скалярнi матрицi вигляду A = diag(a, . . . , a), тобто
дiагональнi матрицi з однаковими елементами на дiагоналi.

Основнi задачi

6. Доведiть, що коли матрицi A i B подiбнi, то матрицi A2 i B2 також
подiбнi. Чи буде правильним обернене твердження?

7. Доведiть, що подiбнi матрицi мають однаковий слiд.

8. Для матрицi A знайдiть такi невиродженi матрицi B i C, що B−1AC =
(

E 0
0 0

)
, якщо: a) A =




1 1 1
−1 1 1
−1 −1 1


 ; b) A =




4 3 1
−3 −1 0
−1 −2 −1


 ;

c) A =




1 2 1 −1
−1 1 2 2
1 3 −1 0


 .

9. Знайдiть жорданову нормальну форму матрицi:

a)




−1 0 1 1 0 0
1 −1 −3 0 1 0
0 1 2 0 0 1
0 0 0 −1 0 1
0 0 0 1 −1 −3
0 0 0 0 1 2



; b)




−1 0 1 −1 0 1
1 −1 −3 1 −1 −3
0 1 2 0 1 2
0 0 0 −1 0 1
0 0 0 1 −1 −3
0 0 0 0 1 2



.

10. Знайдiть жорданову нормальну форму J(A) i матрицю переходу T
до жорданової бази для матрицi A:

a)




2 0 −1
−2 0 1
3 −1 −2


 ; b)




5 −9 −4
6 −11 −5
−7 13 6


 ; c)




2 1 0
−4 −1 1
4 1 −1


 ;

d)




1 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
−1 −1 −1 −1


 ; e)




0 1 −2 0
2 0 0 2
1 0 0 1
0 −1 2 0


 ; f)




0 0 1 2 3
0 0 0 4 5
0 0 0 0 6
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0




;
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g)




−2 1 −3 −2 −2
0 −1 1 0 0
1 0 1 1 1
1 0 1 1 1
1 0 1 1 1




; h)




4 −10 10 −5 1
1 −1 0 0 0
0 1 −1 0 0
0 0 1 −1 0
0 0 0 1 −1




;

i)




−2 1 0 0 0 0
−3 1 1 0 0 0
−1 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 −1
0 0 0 1 1 −3
0 0 0 0 1 −2




; j)




0 0 1 0 −1 0
0 0 0 0 0 0
0 0 −1 0 1 0
0 0 0 3 0 −9
2 0 1 0 1 0
0 0 0 1 0 −3




.

11. Нехай A, B — квадратнi матрицi з Mn(P ). Доведiть, що B буде
подiбною до A, якщо B одержується з A одним з таких перетворень:
a) i-й рядок множиться на число k 6= 0, а потiм i-й стовпчик дiлиться
на k; b) до i-го рядка додається j-й, помножений на k, а потiм вiд i-го
стовпчика вiднiмається j-й, помножений на k; c) переставляються i-й
i j-й стовпчики, а потiм i-й i j-й рядки.

12. Доведiть, що вiдношення подiбностi матриць є вiдношенням еквi-
валентностi.

13. Доведiть, що при центральнiй симетрiї вiдносно центра квадратна
матриця переходить у подiбну.

14. Доведiть, що коли хоча б одна з квадратних матриць A i B однако-
вого порядку невироджена, то матрицi AB i BA подiбнi. Чи залишиться
твердження правильним для вироджених матриць?

15. Доведiть, що ненульова нiльпотентна матриця не зводиться до дiа-
гонального вигляду.

16. Нехай ϕ : V → V — лiнiйне перетворення, а V = U⊕W — такий роз-
клад у пряму суму iнварiантних пiдпросторiв, що ϕ |U — невироджене,
а ϕ |W — нiльпотентне перетворення. Доведiть, що розмiрнiсть W дорiв-
нює кратностi нуля як кореня характеристичного многочлена χϕ(λ).

Додатковi задачi

17. Доведiть, що для довiльної квадратної матрицi A ∈ Mn(P ) мно-
жина всiх таких невироджених матриць X, що X−1AX = A, замкнена
вiдносно множення i взяття оберненої матрицi.
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18. Доведiть, що коли комплекснi матрицi A1 = B1+iC1 i A2 = B2+iC2

подiбнi, то дiйснi матрицi D1 =
(

B1 −C1

C1 B1

)
i D2 =

(
B2 −C2

C2 B2

)
також

подiбнi.

19. Нехай ϕ — нiльпотентне перетворення. Доведiть, що перетворення
ε− ϕ є невиродженим.

20. Доведiть, що кожне лiнiйне перетворення A n–вимiрного компле-
ксного простору однозначно розкладається в пряму суму A = S ⊕ N
невиродженого S i нiльпотентного N перетворень.

21.∗ Доведiть, що коли матрицi A i B задовольняють спiввiдношення
AB −BA = B, то матриця B є нiльпотентною.

Домашнє завдання
22. Знайдiть жорданову нормальну форму J(A) i матрицю переходу T
до жорданової бази для матрицi A:

a) A =




1 1 −1
−3 −3 3
−2 −2 2


 ; b) A =




3 −1 1 −7
9 −3 −7 −1
0 0 4 −8
0 0 2 −4


 .

23. Знайдiть жорданову нормальну форму i жорданову базу оператора
двократного диференцiювання у просторi многочленiв:

a) R2k−1[x]; b) R2k[x].

24. Знайдiть жорданову нормальну форму i жорданову базу оператора
трикратного диференцiювання у просторi многочленiв R8[x].

25. Знайдiть жорданову нормальну форму i жорданову базу перетво-
рення iз зад. 7.2.

26. Знайдiть жорданову нормальну форму матрицi



0 1 2 3 . . . n− 1
0 0 1 2 . . . n− 2
0 0 0 1 . . . n− 3
. . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 0 . . . 1
0 0 0 0 . . . 0




.

Лiтература. [2], с. 237–242; [4], с. 128–137; [8], с. 92–96; [10], с. 38–42;
[12], с. 335–339; [13], с. 157–160.
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Заняття 8. ЖНФ: загальний випадок
Необхiднi поняття. Кореневим пiдпростором V (λ, ϕ) (або просто

V (λ)), що вiдповiдає власному числу λ лiнiйного перетворення ϕ n–
вимiрного векторного простору V , називається множина всiх тих ве-
кторiв v ∈ V, для яких (ϕ− λE)nv = 0. Для кожного власного числа λ
кореневий пiдпростiр V (λ, ϕ) є ϕ–iнварiантним.

Власним пiдпростором V
(λ)
ϕ (або просто V (λ)), що вiдповiдає власно-

му числу λ лiнiйного перетворення ϕ n–вимiрного векторного просто-
ру V , називається множина всiх власних векторiв перетворення ϕ, що
вiдповiдають власному числу λ, поповнена нульовим вектором, тобто
множина всiх тих векторiв v ∈ V, для яких (ϕ− λE)v = 0.

Ланцюжковою базою кореневого пiдпростору V (λ, ϕ), що вiдповiдає
власному числу λ, називається така його база vij , 1 ≤ i ≤ p, 1 ≤ j ≤ pi,
для якої (ϕ − λE)vij = vi,j−1 та (ϕ − λE)vi1 = 0. Зобразимо цю базу
дiаграмою

v1,p1 7→ v1,p1−1 7→ · · · 7→ v1,1 7→ 0 ,

v2,p2 7→ v2,p2−1 7→ · · · 7→ v2,1 7→ 0 ,

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ,

vp,pp 7→ vp,pp−1 7→ · · · 7→ vp,1 7→ 0 .

Необхiднi твердження. 1. Множина тих векторiв v ∈ V, для яких
(ϕ − λE)nv = 0, буде ненульовою тодi й лише тодi, коли λ — власне
число перетворення ϕ.

2. Розмiрнiсть кореневого пiдпростору V (λ, ϕ), що вiдповiдає вла-
сному числу λ, збiгається з кратнiстю λ як кореня характеристичного
многочлена.

3. У кожному кореневому пiдпросторi iснує ланцюжкова база.
4. Кiлькiсть ланцюжкiв фiксованої довжини в рiзних ланцюжкових

базах одного й того ж кореневого пiдпростору однакова.
5. Кiлькiсть ланцюжкiв у довiльному ланцюжковому базисi коре-

невого пiдпростору V (λ, ϕ) дорiвнює розмiрностi власного пiдпросто-
ру V

(λ)
ϕ .

6. Нехай ϕ : V → V — лiнiйне перетворення з характеристичним
многочленом χϕ(λ) = (−1)n(λ − λ1)k1 · · · (λ − λs)ks , λ1, . . . , λs — всi
його рiзнi власнi числа. Тодi простiр V розкладається в пряму суму
V = V (λ1, ϕ) ⊕ · · · ⊕ V (λs, ϕ) кореневих пiдпросторiв V (λi, ϕ). Пiдпро-
стiр V (λi, ϕ) є iнварiантним вiдносно ϕ, а його розмiрнiсть дорiвнює

95



dim V (λi, ϕ) = ki. Перетворення ϕ− λiε, нiльпотентне на V (λi, ϕ), є не-
виродженим на пiдпросторi Vi = V (λ1, ϕ)⊕· · ·⊕V (λi−1, ϕ)⊕V (λi+1, ϕ)⊕
· · ·⊕V (λs, ϕ). Крiм того, обмеження ϕ|V (λi,ϕ) перетворення ϕ на пiдпро-
стiр V (λi, ϕ) є перетворенням з єдиним власним числом λi.

7. Теорема Жордана (загальний випадок). Для кожного лiнiйно-
го перетворення n–вимiрного векторного простору над алгебраїчно за-
мкненим полем P (зокрема, над C) iснує жорданова база. Жорданова
нормальна форма матрицi лiнiйного перетворення з точнiстю до пере-
становки клiтинок Жордана визначена однозначно.

8. Кожна квадратна матриця A порядку n над алгебраїчно замкне-
ним полем P (зокрема, над C) зводиться до жорданової нормальної
форми. А саме, iснує невироджена матриця S, для якої S−1AS = JA. З
точнiстю до перестановки клiтинок Жордана нормальна форма матри-
цi єдина.

9. Нехай ϕ — лiнiйне перетворення n–вимiрного векторного просто-
ру, JA = Jl1(λ1) ⊕ · · · ⊕ Jlp(λp) — його жорданова нормальна форма, а
mt — найвищий порядок жорданових клiтинок матрицi JA з власним
числом λt (1 ≤ t ≤ p). Позначимо число жорданових клiтинок порядку
k з власним числом λt символом N(k, λt) (k = 1, 2, . . . ,mt). Нехай також
Bλt

= A − λtE i ri,t — ранг матрицi B i
λt

(i = 1, 2, . . . ,mt + 1). Окремо,
r0,t = n. Тодi:

N(k, λt) = rk−1,t − 2rk,t + rk+1,t. (25)

10. Двi квадратнi матрицi однакового порядку над полем компле-
ксних чисел подiбнi тодi й тiльки тодi, коли вони мають однаковi жор-
дановi нормальнi форми.

Для знаходження жорданової нормальної форми та жорданової ба-
зи лiнiйного перетворення ϕ : V → V, заданого матрицею A в деякiй
базi, потрiбно:

1) Знайти власнi числа матрицi A та їх кратностi.

2) Для кожного власного числа λi знайти розмiрнiсть dim V λi вiд-
повiдного власного пiдпростору V λi , яка дорiвнює дефекту n −
rankBλi матрицi Bλi = A − λiE. Число dim V λi дорiвнює кiлько-
стi тих жорданових клiтинок у нормальнiй жордановiй формi JA

матрицi A, що вiдповiдають власному числу λi, а сума порядкiв
цих клiтинок дорiвнює кратностi власного числа λi. У багатьох
випадках (зокрема, для матриць порядку ≤ 4, окрiм випадку, ко-
ли матриця порядку 4 має єдине власне число кратностi 4, якому
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вiдповiдають 2 клiтинки) цього вже досить, щоб знайти ЖНФ ма-
трицi A. Якщо ж цього ще не досить, то для пiдрахунку кiлькостi
N(k, λi) жорданових клiтинок Jk(λi) порядку k з власним числом
λi потрiбно скористатися рiвностями (25).

3) Виписати жорданову нормальну форму

JA = Jk1(λ1)⊕ · · · ⊕ Jks(λ1)⊕ Jl1(λ2)⊕ · · · ⊕ Jlh(λ2)⊕ · · · .

та побудувати дiаграму

v(λ1)
1,k1

7→ v(λ1)
1,k1−1 7→ · · · 7→ v(λ1)

1,1 7→ 0 ,

v(λ1)
2,k2

7→ v(λ1)
2,k2−1 7→ · · · 7→ v(λ1)

2,1 7→ 0 ,

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
v(λ1)

s,ks
7→ v(λ1)

s,ks−1 7→ · · · 7→ v(λ1)
s,1 7→ 0 ,

v(λ2)
1,l1

7→ v(λ2)
1,l1−1 7→ · · · 7→ v(λ2)

1,1 7→ 0 ,

v(λ2)
2,l2

7→ v(λ2)
2,l2−1 7→ · · · 7→ v(λ2)

2,1 7→ 0 ,

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
для жорданової бази. Кiлькiсть ланцюжкiв у дiаграмi дорiвнює
кiлькостi жорданових клiтинок, а довжини ланцюжкiв дорiвню-
ють порядкам жорданових клiтинок, яким вони вiдповiдають. Звер-
нiть увагу, що для кожного λi ланцюжки, що вiдповiдають цьому
власному числу, вiдображають дiю на базовi вектори перетворен-
ня ϕ− λiε, а не перетворення ϕ .

4) Для кожного власного числа λi знайти вiдповiднi вектори лан-
цюжкової бази. Наприклад, для власного числа λ1 вектори v(λ1)

1,1 ,

v(λ1)
2,1 , . . . , v(λ1)

s,1 є власними векторами перетворення ϕ, що вiдпо-
вiдають цьому власному числу. Тому в якостi v(λ1)

1,1 , v(λ1)
2,1 , . . . , v(λ1)

s,1

(якi називатимемо основами ланцюжкiв для власного числа λ1)
беремо лiнiйно незалежнi вектори з ядра перетворення ϕ − λ1ε.
Вектори v(λ1)

1,2 , v(λ1)
2,2 , . . . , v(λ1)

s,2 шукаємо iз спiввiдношень

(ϕ− λ1ε)
(
v(λ1)

i,2

)
= v(λ1)

i,1 , i = 1, 2, . . . , s , (26)

вектори v(λ1)
1,3 , v(λ1)

2,3 , . . . , v(λ1)
s,3 — iз спiввiдношень

(ϕ− λ1ε)
(
v(λ1)

i,3

)
= v(λ1)

i,2 , i = 1, 2, . . . , s , (27)
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i т.д. Щоб векторнi рiвняння (26), (27), . . . мали розв’язки, векто-
ри v(λ1)

1,1 , v(λ1)
2,1 , . . . , v(λ1)

s,1 спочатку треба брати, взагалi кажучи,
невизначеними (тобто у виглядi загального — з параметрами —
розв’язку системи (A−λ1E)x = 0). У процесi знаходження векто-
рiв ланцюжкової бази значення параметрiв поступово уточнюю-
ться, виходячи з вимог, щоб векторнi рiвняння (26), (27), . . . були
сумiсними, а вектори v(λ1)

1,1 , v(λ1)
2,1 , . . . , v(λ1)

s,1 — лiнiйно незалежни-
ми (як це робити, буде проiлюстровано на конкретних прикладах
нижче).

5) Виписати матрицю переходу T , вектор–стовпчики якої є вектора-
ми ланцюжкової бази.

Приклади розв’язання типових задач

Задача 1. Знайдiть жорданову нормальну форму матрицi A :

a) A =




1 −3 4
4 −7 8
6 −7 7


 ; b) A =




1 −3 3
−2 −6 13
−1 −4 8


.

Розв’язання. Якщо матриця A порядку 3 має три рiзнi власнi числа
λ1, λ2 i λ3, то її ЖНФ має вигляд JA = J1(λ1)⊕ J1(λ2)⊕ J1(λ3). Якщо
власними числами є λ1, λ1 i λ2 (тобто λ1 має кратнiсть 2), то ЖНФ має
вигляд JA = J2(λ1)⊕J1(λ2), якщо власний простiр V λ1 має розмiрнiсть
1, i JA = J1(λ1) ⊕ J1(λ1) ⊕ J1(λ2), якщо dim V λ1 = 2. Якщо ж A має
власне число λ кратностi 3, то її ЖНФ має вигляд JA = λE+JB , де B =
A−λE — нiльпотентна матриця. Таким чином, для знаходження ЖНФ
матрицi порядку 3 потрiбно знати лише власнi числа (з урахуванням їх
кратностi) i розмiрностi власних пiдпросторiв.

a) Знаходимо характеристичний многочлен матрицi A:

χA(λ) =

∣∣∣∣∣∣

1− λ −3 4
4 −7− λ 8
6 −7 7− λ

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

3− λ −3 + λ 3− λ
4 −7− λ 8
6 −7 7− λ

∣∣∣∣∣∣
=

(до 1–го рядка додали 3–й рядок i вiдняли 2–й)

= (3− λ)

∣∣∣∣∣∣

1 −1 1
4 −7− λ 8
6 −7 7− λ

∣∣∣∣∣∣
= (3− λ)

∣∣∣∣∣∣

1 0 0
4 −3− λ 4
6 −1 1− λ

∣∣∣∣∣∣
=
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= (3− λ)(1 + λ)2 .

Отже, маємо власне число λ1 = 3 кратностi один (якому вiдповiдає одна
жорданова клiтинка J1(3) порядку 1) i власне число λ2 = λ3 = −1 кра-
тностi два. Щоб знайти кiлькiсть клiтинок, якi вiдповiдають другому
власному числу, шукаємо розмiрнiсть власного пiдпростору V (λ2), тобто
дефект матрицi Bλ2 = A + E. Маємо:

Bλ2 =




2 −3 4
4 −6 8
6 −7 8


 Ã

(
2 −3 4
0 1 −2

)
.

Отже, ранг матрицi дорiвнює 2, а дефект дорiвнює 3−2 = 1. Тому буде
лише одна клiтинка з власним числом λ = −1, i ЖНФ матрицi A має
вигляд

JA =




3 0 0
0 −1 1
0 0 −1


 .

b) Характеристичний многочлен матрицi A дорiвнює:

χA(λ) =

∣∣∣∣∣∣

1− λ −3 3
−2 −6− λ 13
−1 −4 8− λ

∣∣∣∣∣∣
=

1
3

∣∣∣∣∣∣

3− 3λ −3 3
1− λ −6− λ 13
1− λ −4 8− λ

∣∣∣∣∣∣
=

(до потроєного 1–го стовпчика додаємо 2–й i 3–й стовпчики)

= (1− λ)

∣∣∣∣∣∣

1 −1 1
1 −6− λ 13
1 −4 8− λ

∣∣∣∣∣∣
= (1− λ)

∣∣∣∣∣∣

1 0 0
1 −5− λ 12
1 −3 7− λ

∣∣∣∣∣∣
=

= 3(1− λ)− 3(1− λ) + (1− λ)3 = (1− λ)3 .

Тому маємо одне власне число λ1 = λ2 = λ3 = 1 кратностi три. Зна-
йдемо розмiрнiсть власного пiдпростору V (λ1), тобто дефект матрицi
Bλ1 = A− E. Маємо:

Bλ1 =




0 −3 3
−2 −7 13
−1 −4 7


 Ã

(
0 −1 1
−1 0 3

)
.

Ранг матрицi дорiвнює 2, тому ЖНФ мiстить 3− 2 = 1 клiтинку:

JA =




1 1 0
0 1 1
0 0 1


 .
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Задача 2. Знайдiть жорданову нормальну форму матрицi A :

a) A =




3 −4 0 2
4 −5 −2 4
0 0 3 −2
0 0 2 −1


 ; b) A =




3 −1 0 0
1 1 0 0
3 0 5 −3
4 −1 3 −1


.

Розв’язання. Для матрицi порядку 4 можливi такi випадки:

• Усi власнi числа λ1, λ2, λ3, λ4 — рiзнi. Тодi

JA = J1(λ1)⊕ J1(λ2)⊕ J1(λ3)⊕ J1(λ4).

• Є три рiзних власних числа: λ1, λ2, λ3 = λ4 = λ. У цьому ви-
падку маємо по однiй жордановiй клiтинцi порядку 1 для кожно-
го з чисел λ2, сума порядкiв клiтинок з власним числом λ λ до-
рiвнює 2, а кiлькiсть таких клiтинок дорiвнює дефектовi матрицi
Bλ = A− λE.

• Є два рiзних власних числа кратностей 1 i 3 вiдповiдно: λ1, λ2 =
λ3 = λ4 = λ. Тодi маємо одну жорданову клiтинку порядку 1 з
власним числом λ1, сума порядкiв клiтинок з власним числом λ
дорiвнює 3, а λ дорiвнює 3, а кiлькiсть таких клiтинок дорiвнює
дефектовi матрицi Bλ = A− λE.

• Є два рiзних власних числа кратностi 2 кожне: λ1 = λ2 = λ′,
λ3 = λ4 = λ′′. Тодi для кожного з цих чисел сума порядкiв вiдпо-
вiдних жорданових клiтинок дорiвнює 2, а кiлькiсть таких клiти-
нок дорiвнює дефектовi вiдповiдної матрицi Bλ = A− λE.

• Є лише одне власне число кратностi 4: λ1 = λ2 = λ3 = λ4 = λ.
У цьому випадку ЖНФ матрицi A має вигляд JA = λE + JB , де
B = A−λE — нiльпотентна матриця. Кiлькiсть клiтинок дорiвнює
дефектовi матрицi B, а число rankB− rankB2 дорiвнює кiлькостi
тих клiтинок, порядок яких ≥ 2.

a) Знайдемо характеристичний многочлен матрицi A:

χA(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

3− λ −4 0 2
4 −5− λ −2 4
0 0 3− λ −2
0 0 2 −1− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣
=
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=
∣∣∣∣
3− λ −4

4 −5− λ

∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣
3− λ −2

2 −1− λ

∣∣∣∣ = (λ + 1)4 .

Маємо одне власне число λ1 = λ2 = λ3 = λ4 = −1 кратностi 4. Знайдемо
розмiрнiсть власного пiдпростору V (λ1), тобто дефект матрицi Bλ1 =
A + E.

Bλ1 =




4 −4 0 2
4 −4 −2 4
0 0 4 −2
0 0 2 0


 Ã



−1 1 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0


 .

Ранг матрицi дорiвнює 3, тому ЖНФ мiстить 4− 3 = 1 клiтинку i

JA =




−1 1 0 0
0 −1 1 0
0 0 −1 1
0 0 0 −1


 .

b) Характеристичний многочлен матрицi A дорiвнює

χA(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

3− λ −1 0 0
1 1− λ 0 0
3 0 5− λ −3
4 −1 3 −1− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

=
∣∣∣∣
3− λ −1

1 1− λ

∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣
5− λ −3

3 −1− λ

∣∣∣∣ = (λ− 2)4 .

Маємо одне власне число λ1 = λ2 = λ3 = λ4 = 2 кратностi 4. Розмiрнiсть
власного пiдпростору V (λ1) дорiвнює дефекту матрицi Bλ1 = A − 2E.
Знайдемо ранг матрицi Bλ1 :

Bλ1 =




1 −1 0 0
1 −1 0 0
3 0 3 −3
4 −1 3 −3


 Ã

(
1 −1 0 0
1 0 1 −1

)
.

Таким чином, rankBλ1 = 2, тому ЖНФ мiстить 4 − 2 = 2 клiтинки.
Щоб знайти порядки цих клiтинок, обчислимо rankB2

λ1
. Оскiльки

B 2
λ1

=




0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0


 ,
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то rankB2
λ1

= 0. Отже, rankBλ1 − rankB2
λ1

= 2, тобто обидвi клiтинки
мають порядок ≥ 2. Але тодi вони мають порядок 2 i

JA =




2 1 0 0
0 2 0 0
0 0 2 1
0 0 0 2


 .

Задача 3. Знайдiть жорданову нормальну форму JA i матрицю пе-
реходу T до жорданової бази для матрицi A :

a) A =




3 −2 −2
−1 4 2
1 −2 0


 , b) A =



−4 −1 −5
4 1 4
2 1 3


 , c) A =




4 −2 1
1 1 1
1 −2 4


 ,

d) A =




3 1 0 0
0 2 1 0
0 0 2 1
−1 −1 −1 1


 , e) A =




4 1 1 1
−1 2 −1 −1
6 1 −1 1
−6 −1 4 2


 ,

f) A =




−3 0 1 1 1
1 −2 0 0 0
−3 1 0 1 1
−2 0 1 0 1
−2 0 1 1 0




.

Розв’язання. a) Знайдемо характеристичний многочлен матрицi A:

χA(λ) =

∣∣∣∣∣∣

3− λ −2 −2
−1 4− λ 2
1 −2 −λ

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

3− λ −2 −2
−1 4− λ 2
0 2− λ 2− λ

∣∣∣∣∣∣
=

(до 3-го рядка додали 2-й)

= (2− λ)

∣∣∣∣∣∣

3− λ −2 −2
−1 4− λ 2
0 1 1

∣∣∣∣∣∣
= (2− λ)

∣∣∣∣∣∣

3− λ 0 −2
−1 2− λ 2
0 0 1

∣∣∣∣∣∣
=

= (2− λ)2
∣∣∣∣
3− λ −2

0 1

∣∣∣∣ = (2− λ)2(3− λ) .

Тому маємо власне число λ1 = 3 кратностi 1 та власне число λ2 = λ3 = 2
кратностi 2. Знаходимо власний вектор, що вiдповiдає першому з них:

(
Bλ1

∣∣ 0
)

=
(
A−3E

∣∣ 0
)

=




0 −2 −2
−1 1 2
1 −2 −3

∣∣∣∣∣∣

0
0
0


 Ã

(
0 1 1
1 0 −1

∣∣∣∣
0
0

)
.
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Надавши вiльнiй змiннiй x3 значення x3 = 1, отримуємо: v1 = (1,−1, 1).
Знайдемо тепер власнi вектори, що вiдповiдають власному числу

λ2 = λ3 = 2:

(
Bλ2

∣∣ 0
)

=
(
A−2E

∣∣ 0
)

=




1 −2 −2
−1 2 2
1 −2 −2

∣∣∣∣∣∣

0
0
0


 Ã

(
1 −2 −2

∣∣ 0
)
.

Ранг системи дорiвнює 1, а тому власний пiдпростiр V (λ2) має розмiр-
нiсть 3−1 = 2 i власному числу λ2 = 2 вiдповiдає двi жордановi клiтин-
ки порядку 1 кожна. Таким чином, жорданова форма JA i вiдповiдна
дiаграма мають вигляд

JA =




3 0 0
0 2 0
0 0 2


 ,

v1 7→ 0 ,
v2 7→ 0 ,
v3 7→ 0 .

Щоб знайти власнi вектори v2 i v3, якi вiдповiдають власному числу
λ2 = 2, надамо в останнiй системi вiльним змiнним x2 та x3 таких зна-

чень:
x2 x3

1 0
0 1

. Отже, v2 = (2, 1, 0), v3 = (2, 0, 1), а матриця переходу

до жорданової бази буде такою:

T =




1 2 2
−1 1 0
1 0 1


 .

b) Знайдемо характеристичний многочлен матрицi A:

χA(λ) =

∣∣∣∣∣∣

−4− λ −1 −5
4 1− λ 4
2 1 3− λ

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

−4− λ −1 −5
4 1− λ 4

−2− λ 0 −2− λ

∣∣∣∣∣∣
=

(до 3-го рядка додали 1-й)

= (2+λ)

∣∣∣∣∣∣

4 + λ 1 5
4 1− λ 4
1 0 1

∣∣∣∣∣∣
= (2+λ)

∣∣∣∣∣∣

−1 + λ 1 5
0 1− λ 4
0 0 1

∣∣∣∣∣∣
= −(2+λ)(1−λ)2 .

Маємо власне число λ1 = −2 кратностi 1 та власне число λ2 = λ3 = 1
кратностi 2. Знаходимо власний вектор для першого з них:

(
Bλ1

∣∣ 0
)

=
(
A+2E

∣∣ 0
)

=



−2 −1 −5
4 3 4
2 1 5

∣∣∣∣∣∣

0
0
0


 Ã

(
2 0 11
0 1 −6

∣∣∣∣
0
0

)
.
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Надавши вiльнiй змiннiй x3 значення x3 = 2, отримуємо: v1 = (−11, 12, 2).
Знайдемо тепер власнi вектори, що вiдповiдають власному числу

λ2 = λ3 = 1:

(
Bλ2

∣∣ 0
)

=
(
A− E

∣∣ 0
)

=



−5 −1 −5
4 0 4
2 1 2

∣∣∣∣∣∣

0
0
0


 Ã

(
1 0 1
0 1 0

∣∣∣∣
0
0

)
.

Ранг системи дорiвнює 2, отже, власний пiдпростiр V (λ2) має розмiр-
нiсть 3 − 1 = 2 i власному числу λ2 = 1 вiдповiдає одна жорданова
клiтинка порядку 2. Тому жорданова форма JA та дiаграма жордано-
вої бази будуть такими:

JA =



−2 0 0
0 1 1
0 0 1


 ,

v1 7→ 0 ,
v3 7→ v2 7→ 0 .

Вектор v2 є базою власного пiдпростору V (λ2). Оскiльки цей пiдпростiр
одновимiрний, то рiзнi бази вiдрiзняються лише множником. Тому мо-
жна брати довiльний ненульовий вектор з V (λ2). Надавши в останнiй
системi вiльнiй змiннiй x3 значення x3 = 1, отримуємо: v2 = (−1, 0, 1).

Вектор v3 тепер шукаємо як прообраз вектора v2 при лiнiйному пе-
ретвореннi з матрицею Bλ2 , тобто як розв’язок системи



−5 −1 −5
4 0 4
2 1 2

∣∣∣∣∣∣

−1
0
1


Ã

(
1 0 1
0 1 0

∣∣∣∣
0
1

)
.

Оскiльки нас влаштовує будь–який розв’язок цiєї системи, то покладемо
x3 = 0 i отримаємо v3 = (0, 1, 0).

Отже, матриця переходу до жорданової бази

T =



−11 −1 0
12 0 1
2 1 0


 .

c) Знайдемо характеристичний многочлен матрицi A:

χA(λ) =

∣∣∣∣∣∣

4− λ −2 1
1 1− λ 1
1 −2 4− λ

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

4− λ −2 1
1 1− λ 1
0 −3 + λ 3− λ

∣∣∣∣∣∣
=
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(вiд 3-го рядка вiдняли 2-й)

= (3− λ)

∣∣∣∣∣∣

4− λ −2 1
1 1− λ 1
0 −1 1

∣∣∣∣∣∣
= (3− λ)

∣∣∣∣∣∣

4− λ −1 1
1 2− λ 1
0 0 1

∣∣∣∣∣∣
=

= (3− λ)
∣∣∣∣
4− λ −1

1 2− λ

∣∣∣∣ = (3− λ)3 .

Таким чином, маємо одне власне число λ = 3 кратностi три. Знаходимо
дефект матрицi Bλ:

Bλ = A− 3E =




1 −2 1
1 −2 1
1 −2 1


 Ã

(
1 −2 1

)
. (28)

Отже, ЖНФ JA матрицi A мiстить 3 − 1 = 2 клiтинки порядкiв 1 та 2
вiдповiдно з одним i тим же власним числом λ = 3. Тому JA та дiаграма
жорданової бази будуть такими:

JA =




3 0 0
0 3 1
0 0 3


 ,

v1 7→ 0 ,
v3 7→ v2 7→ 0 .

Оскiльки матриця A має тiльки одне власне число λ, то, як зауважува-
лося у вступi до заняття, дiаграма насправдi вiдображає дiю на базовi
вектори не перетворення ϕ з матрицею A, а нiльпотентного перетво-
рення ψ = ϕ − λε з матрицею Bλ. З дiаграми видно, що образ Imψ
перетворення ψ породжується вектором v2. Позаяк образ перетворен-
ня породжується стовпчиками його матрицi, а стовпчики матрицi Bλ

пропорцiйнi (див. (28)), то в якостi v2 можна брати будь–який з них.
Вiзьмемо перший: v2 = (1, 1, 1). Перший стовпчик матрицi A є образом
вектора e1 стандартної бази. Тому беремо v3 = e1 = (1, 0, 0).

З дiаграми також видно, що в якостi v1 можна брати довiльний
вектор з Kerψ, який не пропорцiйний v2. Ядро Ker ψ — це множина
розв’язкiв системи (28). Очевидно, що коли покласти x2 = 1, x3 = 0,
то одержимо розв’язок, не пропорцiйний v2. Тому беремо v1 = (2, 1, 0).
Тодi

T =




2 1 1
1 1 0
0 1 0


 .
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d) Знайдемо характеристичний многочлен матрицi A:

χA(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

3− λ 1 0 0
0 2− λ 1 0
0 0 2− λ 1
−1 −1 −1 1− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣

2− λ 2− λ 2− λ 2− λ
0 2− λ 1 0
0 0 2− λ 1
−1 −1 −1 1− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

(до 1-го рядка додали всi iншi)

= (2− λ)

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 1
0 2− λ 1 0
0 0 2− λ 1
−1 −1 −1 1− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣
= (2− λ)

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 1
0 2− λ 1 0
0 0 2− λ 1
0 0 0 2− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

(вiд останнього рядка вiдняли 1–й)

= (2− λ)4 .

Маємо одне власне число λ = 2 кратностi 4. Знаходимо дефект матри-
цi Bλ:

Bλ = A− 2E =




1 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
−1 −1 −1 −1


 Ã




1 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


 .

Отже, маємо 4− 3 = 1 клiтинку з власним числом λ = 2. Тому жорда-
нова нормальна форма i дiаграма жорданової бази будуть такими:

JA =




2 1 0 0
0 2 1 0
0 0 2 1
0 0 0 2


 , v4 7→ v3 7→ v2 7→ v1 7→ 0.

Як i в попереднiй задачi, нам зручно шукати вектори v1, v2, v3, v4

як вектори жорданової бази нiльпотентного перетворення ψ = ϕ − λε
з матрицею Bλ. Позаяк дiаграма складається з одного ланцюжка, то
жорданову базу зручно шукати аналогiчно першому способу розв’яза-
ння зад. 7.3 b) з попереднього завдання. Для цього знаходимо степенi
B2

λ i B3
λ матрицi Bλ (зауважимо, що B4

λ = 0, бо клас нiльпотентностi
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перетворення ψ дорiвнює довжинi ланцюжка, тобто 4):

B2
λ =




1 1 1 0
0 0 0 1
−1 −1 −1 −1
0 0 0 0


 , B3

λ =




1 1 1 1
−1 −1 −1 −1
0 0 0 0
0 0 0 0


 .

Далi вибираємо довiльний ненульовий стовпчик (наприклад, перший)
матрицi B3

λ. Отримуємо вектор v1 = (1,−1, 0, 0). Тодi в якостi v4 можна
брати перший вектор e1 = (1, 0, 0, 0) стандартної бази, а в якостi v3 i
v2 — першi стовпчики матриць Bλ i B2

λ вiдповiдно: v3 = (1, 0, 0,−1),
v2 = (1, 0,−1, 0). Тому

T =




1 1 1 1
−1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0


 .

e) Знайдемо характеристичний многочлен матрицi A:

χA(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

4− λ 1 1 1
−1 2− λ −1 −1
6 1 −1− λ 1
−6 −1 4 2− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣

3− λ 3− λ 0 0
−1 2− λ −1 −1
6 1 −1− λ 1
0 0 3− λ 3− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

(вiд 1-го рядка вiдняли 2-й, а вiд 4-го — 3-й)

= (3− λ)2

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 0 0
−1 2− λ −1 −1
6 1 −1− λ 1
0 0 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
= (3− λ)2

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 0
−1 3− λ 0 −1
6 −5 −2− λ 1
0 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

(вiд 2-го стовпчика вiдняли 1-й, а вiд 3-го — 4-й)

= (3− λ)2
∣∣∣∣
3− λ 0
−5 −2− λ

∣∣∣∣ = −(3− λ)3(2 + λ).

Маємо власне число λ1 = λ2 = λ3 = 3 кратностi 3 i власне число λ4 = −2
кратностi 1. Оскiльки кратнiсть λ1 дорiвнює 3, то щоб знайти кiлькiсть
жорданових клiтинок з цим числом, досить знайти дефект матрицi Bλ1 :

Bλ1 = A− 3E =




1 1 1 1
−1 −1 −1 −1
6 1 −4 1
−6 −1 4 −1


 Ã

(
1 0 −1 0
0 1 2 1

)
. (29)
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Ранг матрицi A−3E дорiвнює 2. Отже, ЖНФ мiстить 4−2 = 2 клiтинки
з власним числом λ1 (порядки цих клiтинок можуть бути лише 1 та 2),
та одну клiтинку порядку 1 з власним числом λ4. Тому JA та дiаграма
жорданової бази будуть такими:

JA =




3 1 0 0
0 3 0 0
0 0 3 0
0 0 0 −2


 ,

v2 7→ v1 7→ 0 ,
v3 7→ 0 ,
v4 7→ 0 .

Вектори v1 та v3 складають базу ядра перетворення ϕ − λ1ε, тобто
фундаментальну систему розв’язкiв однорiдної системи лiнiйних рiв-
нянь з матрицею Bλ1 , причому для вектора v1 повинен iснувати про-
образ. З (29) випливає, що однорiдна система з матрицею Bλ1 зводиться
до вигляду

x1 = x3

x2 = −2x3 − x4
. (30)

Загальний розв’язок цiєї системи має вигляд (α,−2α − β, α, β). Щоб
отримати вектор v1, значення параметрiв α i β треба вибрати так, щоб
система




1 1 1 1
−1 −1 −1 −1
6 1 −4 1
−6 −1 4 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣

α
−2α− β

α
β


 Ã




1 1 1 1
0 5 10 5
0 0 0 0

∣∣∣∣∣∣

α
11α + 6β
α + β


 (31)

була сумiсною. Очевидно, це буде при α = −β. Вибравши α = 1, β =
−1, отримуємо: v1 = (1,−1, 1,−1). Вектор v2 — прообраз v1 — треба
шукати, як частковий розв’язок системи (31) при вибраних значеннях
параметрiв α i β. Поклавши x3 = 0, x4 = 0, отримуємо: v2 = (0, 1, 0, 0).

В якостi v3 можна взяти будь–який розв’язок системи (30), не про-
порцiйний вектору v1. Поклавши, наприклад, α = 1, β = 0, отримуємо:
v3 = (1,−2, 1, 0). мо v3 = (1,−2, 1, 0).

Залишилося знайти вектор v4 — власний вектор, що вiдповiдає вла-
сному числу λ4 :

(
A + 2E

∣∣ 0
)

=




6 1 1 1
−1 4 −1 −1
6 1 1 1
−6 −1 4 4

∣∣∣∣∣∣∣∣

0
0
0
0


 Ã




1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 1

∣∣∣∣∣∣

0
0
0


 .
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Надамо вiльнiй змiннiй x4 значення x4 = 1. Тодi v4 = (0, 0,−1, 1).
Отже,

T =




1 0 1 0
−1 1 −2 0
1 0 1 −1
−1 0 0 1


 .

f) Знайдемо характеристичний многочлен матрицi A:

χA(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−3− λ 0 1 1 1
1 −2− λ 0 0 0
−3 1 −λ 1 1
−2 0 1 −λ 1
−2 0 1 1 −λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−1− λ 0 1 0 0
−1− λ −2− λ 0 0 0
−1− λ 1 −λ 1 + λ 1 + λ
−1− λ 0 1 −1− λ 0

0 0 1 0 −1− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

(до 1-го стовпчика додали 2-й, 3-й i 4-й; крiм того, вiд 4-го i 5-го стов-
пчикiв вiдняли 3-й)

= (1 + λ)3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−1 0 1 0 0
−1 −2− λ 0 0 0
−1 1 −λ 1 1
−1 0 1 −1 0
0 0 1 0 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

= (1 + λ)3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−1 0 0 0 0
−1 −2− λ −1 0 0
−1 1 −λ 1 1
−1 0 0 −1 0
0 0 0 0 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

(до 3-го стовпчика додали 1-й i 5-й)

= (1 + λ)3

∣∣∣∣∣∣

−2− λ −1 0
1 −λ 1
0 0 −1

∣∣∣∣∣∣
= −(1 + λ)3

∣∣∣∣
−2− λ −1

1 −λ

∣∣∣∣ = −(1 + λ)5 .
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Отже, маємо власне число λ = −1 кратностi 5. Обчислимо ранг матри-
цi Bλ:

Bλ = A + E =




−2 0 1 1 1
1 −1 0 0 0
−3 1 1 1 1
−2 0 1 1 1
−2 0 1 1 1




Ã
( −2 0 1 1 1
−1 1 0 0 0

)
. (32)

Таким чином, ранг дорiвнює 2 i ЖНФ мiстить 5 − 2 = 3 клiтинки з
власним числом λ = −1. Тому для ЖНФ маємо два можливi варiанти:
або JA = J3(λ1)⊕ J1(λ1)⊕ J1(λ1), або JA = J2(λ1)⊕ J2(λ1)⊕ J1(λ1).
Щоб вибрати правильний варiант, обчислимо ранг матрицi B2

λ:

B 2
λ =




−3 1 1 1 1
−3 1 1 1 1
0 0 0 0 0
−3 1 1 1 1
−3 1 1 1 1




Ã
( −3 1 1 1 1

)
.

Ранг B2
λ дорiвнює 1, а тому ЖНФ матрицi A мiстить

N(1, λ) = r0 − 2r1 + r2 = 5− 2 · 2 + 1 = 2

клiтинок порядку 1. Отже, жорданова нормальна форма JA та дiаграма
жорданової бази мають вигляд:

JA =




−1 1 0 0 0
0 −1 1 0 0
0 0 −1 0 0
0 0 0 −1 0
0 0 0 0 −1




,
v3 7→ v2 7→ v1 7→ 0 ,

v4 7→ 0 ,
v5 7→ 0 .

Нам знову зручно шукати вектори v1, . . . , v5 як вектори жорданової
бази нiльпотентного перетворення ψ = ϕ− λε з матрицею Bλ. Зробимо
це двома способами.

I-й спосiб. Дiаграма жорданової бази мiстить один довгий ланцюжок
довжини 3. Тому в якостi v1 вибираємо довiльний ненульовий стовпчик
матрицi B2

λ. Наприклад, останнiй: v1 = (1, 1, 0, 1, 1). Тодi в якостi v3

беремо останнiй вектор стандартної бази: v3 = e5 = (0, 0, 0, 0, 1), а в
якостi v2 — останнiй стовпчик матрицi Bλ, тобто v2 = (1, 0, 1, 1, 1).
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З дiаграми видно, що вектори v1, v4, v5 ланцюжкової бази утворю-
ють базу ядра перетворення ψ, тобто фундаментальну систему розв’яз-
кiв однорiдної системи лiнiйних рiвнянь з матрицею Bλ. З (32) видно,
що вiльним змiнними можна вибрати x1, x4, x5, пiсля чого загальний
розв’язок матиме вигляд

(α, α, 2α− β − γ, β, γ) . (33)

Для вектора v1 значення параметрiв дорiвнюють вiдповiдно α = 1, β =
1, γ = 1. Для v4 i v5 їх треба вибрати так, щоб система v1, v4, v5 була
лiнiйно незалежною. Це можна зробити, наприклад, так:

α β γ
1 0 0
0 1 0

для v4,
для v5,

Тодi матимемо: v4 = (1, 1, 2, 0, 0), v5 = (0, 0,−1, 1, 0). Тому

T =




1 1 0 1 0
1 0 0 1 0
0 1 0 2 −1
1 1 0 0 1
1 1 1 0 0




.

II-й спосiб. Вектори v1, v4, v5 складають базу ядра перетворення ψ.
Тому кожен з них одержується iз загального розв’язку (33) конкретним
вибором параметрiв. Однак цi вектори не рiвноправнi: якщо на v4 i
v5 жодних додаткових обмежень нема, то v1 мусить мати прообраз —
вектор v3 — при перетвореннi ψ2. Тому вектор v3 шукаємо як частковий
розв’язок неоднорiдної системи лiнiйних рiвнянь, основна матриця якої
збiгається з матрицею B2

λ, а стовпчик вiльних членiв має вигляд (33):



−3 1 1 1 1
−3 1 1 1 1
0 0 0 0 0
−3 1 1 1 1
−3 1 1 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

α
α

2α− β − γ
β
γ




Ã



−3 1 1 1 1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

∣∣∣∣∣∣

α
α− β
α− γ


 .

Система буде сумiсною тодi i тiльки тодi, коли α = β = γ. Покладемо
α = β = γ = 1, x1 = x3 = x4 = x5 = 0 i отримаємо: v1 = (1, 1, 0, 1, 1),
v3 = (0, 1, 0, 0, 0).
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Вектор v2 є образом вектора v3 пiд дiєю перетворення ψ. Оскiльки
v3 збiгається з вектором e2 стандартної бази, то v2 є другим стовпчиком
матрицi Bλ: v2 = (0,−1, 1, 0, 0).

Оскiльки вектор v1 вийшов таким же, як i при першому способi, то
лiнiйно незалежнi з ним вектори v4 та v5 з бази ядра перетворення ψ
можна вибирати так само: v4 = (1, 1, 2, 0, 0), v5 = (0, 0,−1, 1, 0). Отже,

T =




1 0 0 1 0
1 −1 1 1 0
0 1 0 2 −1
1 0 0 0 1
1 0 0 0 0




.

Задача 4. Доведiть, що кожну квадратну комплексну матрицю A
можна подати у виглядi A = Adiag + Anilp, де Adiag — дiагоналiзовна,
а Anilp — нiльпотентна, причому Adiag i Anilp комутують.

Розв’язання. Легко вказати такий розклад для жорданової клiтинки:
Jk(λ) = diag(λ, . . . , λ) + Jk(0), де матриця Jk(λ)diag = diag(λ, . . . , λ)
— дiагоналiзовна, бо дiагональна, а Jk(λ)nilp = Jk(0) — нiльпотентна,
бо є клiтинкою Жордана з власним числом нуль. Звiдси для довiль-
ної жорданової матрицi J = Jk1(λ1) ⊕ · · · ⊕ Jks(λs) отримуємо: J =
(diag(λ1, . . . , λ1)⊕ · · · ⊕ diag(λs, . . . , λs)) + (Jk1(0)⊕ · · · ⊕ Jks

(0)), де ма-
триця Jdiag = diag(λ1, . . . , λ1) ⊕ · · · ⊕ diag(λs, . . . , λs) є дiагоналiзовною
як дiагональна, а матриця Jnilp = Jk1(0)⊕ · · · ⊕ Jks(0) — нiльпотентною
як кронекерiвська сума нiльпотентних жорданових клiтинок. Легко ба-
чити, що матрицi Jdiag та Jnilp комутують: Jdiag · Jnilp = Jnilp · Jdiag.

Нехай тепер J — жорданова нормальна форма матрицi A, а T —
матриця переходу до жорданової бази, тобто J = T−1AT . Тодi згiдно
щойно сказаного J = Jdiag + Jnilp i

A = TJT−1 = TJdiagT
−1 + TJnilpT

−1 = Adiag + Anilp,

де Adiag = TJdiagT
−1 i Anilp = TJnilpT

−1. Матриця Adiag є дiагона-
лiзовною, бо її жорданова нормальна форма — Jdiag — є дiагональною
матрицею, а матриця Anilp — нiльпотентною, бо її жорданова нормальна
форма мiстить лише нiльпотентнi жордановi клiтинки. Крiм того,

Adiag ·Anilp = (TJdiagT
−1) · (TJnilpT

−1) = TJdiag · JnilpT−1 =

= TJnilp · JdiagT−1 = (TJnilpT
−1) · (TJdiagT

−1) = Anilp ·Adiag,

тобто матрицi Adiag та Anilp комутують.
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Основнi задачi

5. Доведiть, що жорданова нормальна форма матрицi A+αE дорiвнює
JA + αE, де JA — жорданова нормальна форма матрицi A.

6. Знайдiть жорданову нормальну форму матрицi J2
n(a).

7. Знайдiть жорданову нормальну форму матрицi Jk
n(a), якщо a 6= 0.

8. Знаючи жорданову нормальну форму матрицi A, знайдiть ЖНФ
матрицi a) A2, b) A−1 (A — невироджена).

9. Що можна сказати про жорданову нормальну форму матрицi A,
якщо матрицi A i A−1 — подiбнi?

10. Знайдiть жордановi нормальнi форми матриць:

a)




7 −12 6
10 −19 10
12 −24 13


, b)




0 1 0
−4 4 0
−2 1 2


, c)




2 6 −23
1 1 −1
1 2 −6


,

d)




9 −6 −2
18 −12 −3
18 −9 −6


, e)




4 6 −15
1 3 −5
1 2 −4


, f)




0 −4 0
1 −4 0
1 −2 −2


,

g)




12 −6 −2
18 −9 −3
18 −9 −3


, h)




4 −5 2
5 −7 3
6 −9 4


, i)




5 −3 2
6 −4 4
4 −4 5


.

11. Знайдiть жордановi нормальнi форми матриць:

a)




1 −3 0 3
−2 −6 0 13
0 −3 1 3
−1 −4 0 8


 , b)




3 1 0 0 0
−2 0 1 0 0
−2 0 0 1 0
3 0 0 0 1
−1 0 0 0 0



,

c)




0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1
1 −1 −2 2 1



, d)




5 0 6 7 9 14
0 5 0 8 10 15
0 0 5 0 11 16
0 0 0 5 12 17
0 0 0 0 13 18
0 0 0 0 0 19



,
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e)




2 0 0 0 0 0
0 2 0 0 0 0
1 −1 −4 0 0 0
3 2 1 −4 0 0
−2 2 5 7 −4 0
4 3 8 6 0 −4



.

12. Знайдiть жорданову нормальну форму J(A) i матрицю переходу T
до жорданової бази для матрицi A:

a)
(

11 4
−4 3

)
, b)




3 −2 3
0 1 −1
−1 1 −1


, c)



−2 −1 1
5 −1 4
5 1 2


,

d)




3 −1 1
−2 4 −2
−2 2 0


, e)



−4 4 2
−1 1 1
−5 4 3


.

13. Знайдiть жорданову нормальну форму J(A) i матрицю переходу T
до жорданової бази для матрицi A:

a)




99 0 0 47
0 99 0 0
0 47 99 0
0 0 0 99


, b)




5 1 −1 −1
1 5 −1 −1
1 1 3 −1
1 1 −1 3


,

c)




3 0 0 −1
1 2 0 −1
0 1 2 −1
0 0 1 1


, d)




−2 1 −2 3
−4 2 4 −6
0 0 −1 0
0 0 0 −1


,

e)




4 −1 6 −6
1 2 1 −1
1 −1 −1 4
1 −1 1 2


, f)




1 −1 −1 0
1 3 0 −1
1 0 −1 −1
0 1 1 1


,

g)




5 1 1 1
1 5 1 1
−1 −1 3 −1
−1 −1 −1 3


, h)




1 2 1 0
1 1 0 −1
−2 0 1 2
0 2 1 1


,

i)




−3 −1 0 0
4 1 0 0
3 0 −3 2
15 5 −3 2


, j)




0 0 −5 3
0 0 −3 1
−5 3 0 0
−3 1 0 0


,
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k)




−3 4 3 15
−1 1 0 5
0 0 −3 −3
0 0 2 2


, l)




−2 4 0 0
−1 2 0 0
−2 4 −1 0
3 −6 0 −1


.

14. Знайдiть жорданову нормальну форму J(A) i матрицю переходу T
до жорданової бази для матрицi A:

a)




−2 0 0 0 0
0 −2 0 0 0
3 0 −2 0 0
4 6 0 −2 0
5 7 8 0 −2



, b)




1 −1 0 −1 0
2 −2 0 −1 0
1 −1 −1 0 0
2 −1 0 −2 0
2 −1 0 −1 −1



,

c)




2 0 0 0 0 0
0 2 0 0 0 0
0 0 2 0 0 0
0 7 0 2 0 0
5 0 0 0 2 0
0 0 9 0 0 2



.

15. З’ясуйте, чи є серед матриць A, B i C подiбнi:

a) A =




3 1 −1
−3 −1 3
−2 −2 4


 , B =




5 5 −2
−2 −1 1
−1 −1 2


 ,

C =




6 0 8
3 2 6
−2 0 −2


 ; b) A =



−1 −1 2
3 −5 6
2 −2 2


,

B =



−8 12 −6
−10 18 −10
−12 24 −14


, C =




0 6 6
−2 16 12
4 −28 −20


;

c) A =



−3 2 5
−12 8 20
3 −2 −5


, B =




59 −63 52
−147 159 −132
−244 263 −219


,

C =




59 −63 52
−147 159 −132
−244 263 −218


.

16. Знайдiть жорданову нормальну форму матрицi A = (aij) поряд-

ку n, де aij =





a, якщо i = j;
1, якщо j = i + 2;
0, в iнших випадках.
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17. Доведiть, що коли лiнiйне перетворення ϕ має скiнченний порядок
(тобто ϕk = ε для деякого натурального k), то воно дiагоналiзовне.

18. Знайдiть жорданову нормальну форму лiнiйного перетворення
f(x, y) 7→ f(x + 1, y + 1) у просторi:

a) R2[x, y] всiх многочленiв вiд x i y степеня ≤ 2;
b) R(2)[x, y] всiх многочленiв вiд x i y, степiнь яких за кожною змiн-

ною не перевищує 2.

Додатковi задачi
19. Знайдiть нормальну жорданову форму матрицi лiнiйного перетво-
рення f(x) 7→ f(ax + b) (a 6= 0) простору Rn[x].

20.∗ Знайдiть жорданову нормальну форму лiнiйного перетворення

f(x, y) 7→ ∂f

∂x
+

∂f

∂y
у просторi:

a) Rn[x, y] всiх многочленiв вiд x i y степеня ≤ n;
b) у просторi R(n)[x, y] всiх многочленiв вiд x i y, степiнь яких за

кожною змiнною не перевищує n.

21. Доведiть, що в n–вимiрному комплексному векторному просторi
множина всiх лiнiйних перетворень, перестановочних з даним перетво-
ренням ϕ, утворює векторний простiр розмiрностi ≥ n.

22.∗ Нехай U — множина всiх лiнiйних перетворень комплексного ве-
кторного простору, якi перестановочнi з даним перетворенням ϕ. Дове-
дiть, що коли перетворення перестановочне з кожним перетворенням з
U , то воно є многочленом вiд ϕ.

23.∗ a) Доведiть, що взаємно транспонованi матрицi A i A> завжди
подiбнi. b) Доведiть, що матрицю T таку, що A> = T−1AT , можна
вибрати симетричною.

24.∗ Доведiть, що довiльну квадратну матрицю A можна зобразити у
виглядi добутку двох симетричних матриць, одна з яких є невиродже-
ною.

25. Доведiть, що комплексна матриця, всi власнi числа якої є рiзними,
подiбна супроводжуючiй матрицi



−an−1 −an−2 . . . −a1 −a0

1 0 . . . 0 0
0 1 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 1 0



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свого характеристичного многочлена

(−1)n(λn + an−1λ
n−1 + λn−2an−1λ

n−2 + · · ·+ a1λ + a0).

Домашнє завдання
26. Матриця A вiдрiзняється вiд жорданової клiтинки Jn(1) тим, що на
мiсцi (n, 1) стоїть число a > 0. Знайдiть жорданову нормальну форму
матрицi A.

27. У жордановiй матрицi J усi одинички поза дiагоналлю замiнили
числом a 6= 0. Доведiть, що нова матриця подiбна матрицi J .

28. Знайдiть жордановi нормальнi форми матриць:

a)




1 −3 4
4 −7 8
6 −7 7


, b)




4 −5 7
1 −4 9
−4 0 5


, c)




1 −3 0 3
−2 −6 0 13
0 −3 1 3
−1 −4 0 8


,

d)




1 −1 0 0 . . . 0 0
0 1 −1 0 . . . 0 0
0 0 1 −1 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 0 . . . 1 −1
0 0 0 0 . . . 0 1



, e)




1 1 1 . . . 1
0 1 1 . . . 1
0 0 1 . . . 1
. . . . . . . . .
0 0 0 . . . 1



,

f)




1 0 0 . . . 0
1 2 0 . . . 0
1 2 3 . . . 0
. . . . . . . . .
1 2 3 . . . n



, g)




0 1 0 0 . . . 0
0 0 1 0 . . . 0
0 0 0 1 . . . 0
. . . . . . . . . . .
0 0 0 0 . . . 1
1 0 0 0 . . . 0



.

29. Знайдiть жорданову нормальну форму J(A) i матрицю переходу T
до жорданової бази для матрицi A:

a)




3 2 −3
4 10 −12
3 6 −7


, b)




0 1 −1 1
−1 2 −1 1
−1 1 1 0
−1 1 0 1


, c)




6 −9 5 4
7 −13 8 7
8 −17 11 8
1 −2 1 3


.

30. Що можна сказати про жорданову нормальну форму матрицi лiнiй-
ного перетворення ϕ комплексного векторного простору, якщо ϕ2 = ϕ3?

Лiтература. [1], с. 205–210; [2], с. 242–243; [4], с. 138–143; [5], с. 379–
393; [8], с. 86–92; [9], с. 379–387; [10], с. 42–44; [12], с. 320–330, 339–341;
[13], с. 167–172.
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Заняття 9. Мiнiмальний многочлен та фун-
кцiї вiд матриць

Необхiднi поняття. Ненульовий многочлен f(λ) = a0x
n + a1x

n−1 +
· · · + an−1x + an ∈ P [λ] називається анулюючим многочленом перетво-
рення ϕ простору V над полем P , якщо

f(ϕ) = a0ϕ
n + a1ϕ

n−1 + · · ·+ an−1ϕ + anε = O .

Аналогiчно визначається анулюючий многочлен квадратної матрицi.
Мiнiмальним многочленом mϕ(λ) лiнiйного перетворення ϕ назива-

ється нормований анулюючий многочлен цього перетворення наймен-
шого можливого степеня.

Значення функцiї f(x) вiд клiтинно–дiагональної матрицi

A =




B1 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · Bk


 дорiвнює f(A) =




f(B1) · · · 0
...

. . .
...

0 · · · f(Bk)


 .

Значення аналiтичної функцiї f(x) вiд жорданової клiтинки Jk(λ)
дорiвнює

f(Jk(λ)) =




f(λ) f ′(λ)
1!

f ′′(λ)
2! · · · f(k−2)(λ)

(k−2)!
f(k−1)(λ)

(k−1)!

0 f(λ) f ′(λ)
1! · · · f(k−3)(λ)

(k−3)!
f(k−2)(λ)

(k−2)!

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 · · · f(λ) f ′(λ)
1!

0 0 0 · · · 0 f(λ)




.

Необхiднi твердження. 1. Многочлен f(λ) є анулюючим многочле-
ном перетворення ϕ простору V тодi й лише тодi, коли вiн є анулюючим
многочленом матрицi [ϕ] цього перетворення в деякiй базi (в довiльнiй
базi).

2. Теорема Гамiльтона–Келi. Характеристичний многочлен лi-
нiйного перетворення ϕ (квадратної матрицi A) завжди є анулюючим
многочленом цього перетворення (цiєї матрицi).

3. Властивостi мiнiмального многочлена:
a) Мiнiмальний многочлен mϕ(λ) лiнiйного перетворення ϕ визна-

чений однозначно.
b) Довiльний анулюючий многочлен перетворення ϕ (зокрема, i ха-

рактеристичний многочлен χϕ(λ)) дiлиться на його мiнiмальний
многочлен mϕ(λ).
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c) Кожне власне число перетворення ϕ є коренем його мiнiмального
многочлена.

d) Мiнiмальний многочлен mJm(λ0)(λ) жорданової клiтинки Jm(λ0)
дорiвнює (λ0 − λ)m.

f) Нехай V = V1 ⊕ · · · ⊕ Vk — розклад простору V у пряму суму
iнварiантних пiдпросторiв, ϕi = ϕ|Vi — обмеження перетворення ϕ на
пiдпростiр Vi i mϕi

(λ) — мiнiмальний многочлен перетворення ϕi. Тодi
mϕ(λ) = НСК(mϕ1(λ), . . . , mϕk

(λ)).
4. Нехай A — квадратна матриця, JA — її ЖНФ, T — матриця

переходу до жорданової бази. Тодi для аналiтичної функцiї f

f(A) = Tf(JA)T−1 .

Приклади розв’язання типових задач

Задача 1. Знайдiть мiнiмальний многочлен лiнiйного перетворення
ϕ : v 7→ (v,a)a звичайного тривимiрного простору V (a — фiксований
ненульовий вектор).

Розв’язання. У площинi, перпендикулярнiй до a, виберемо довiльнi не-
колiнеарнi вектори b та c. Тодi трiйка некомпланарних векторiв a, b, c
є базою простору V . У цiй базi матриця перетворення ϕ має вигляд

[ϕ] =



|a|2 0 0
0 0 0
0 0 0


 = J1(|a|2)⊕ J1(0)⊕ J1(0) .

Тому мiнiмальний многочлен mϕ(λ) = (λ− |a|2) · λ = λ2 − |a|2λ .

Задача 2. Розв’яжiть рiвняння X2 =
(

3 1
−1 5

)
.

Розв’язання. Знайдемо для матрицi A =
(

3 1
−1 5

)
її характеристичний

многочлен:

χA(λ) = |A− λE| =
∣∣∣∣
3− λ 1
−1 5− λ

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
4− λ 1
4− λ 5− λ

∣∣∣∣ =

= (4− λ)
∣∣∣∣
1 1
1 5− λ

∣∣∣∣ = (4− λ)
∣∣∣∣
1 1
0 4− λ

∣∣∣∣ = (4− λ)2.
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Оскiльки ранг матрицi A−4E =
(−1 1
−1 1

)
дорiвнює 1, то ЖНФ матрицi

A має вигляд JA =
(

4 1
0 4

)
.

Перетворення ϕ − 4ε на векторах v1, v2 жорданової бази дiє насту-
пним чином:

v2 7→ v1 7→ 0.

З вигляду матрицi A−4E =
(−1 1
−1 1

)
випливає, що в якостi жорданової

бази можна взяти v2 = e2 = (0, 1), v1 = (1, 1). Тодi матрицею переходу

до жорданової бази буде матриця T =
(

1 0
1 1

)
.

Початкове рiвняння буде рiвносильне рiвнянню

T−1XT · T−1XT = T−1AT = JA ,

яке пiсля замiни Y = T−1XT набуває вигляду Y 2 =
(

4 1
0 4

)
. Оскiль-

ки значення функцiї f(x) вiд жорданової клiтинки
(

λ 1
0 λ

)
дорiвнює

(
f(λ) f ′(λ)

0 f(λ)

)
, а нам потрiбна функцiя f(x) = ±√x, то Y = ±

(
2 1/4
0 2

)
.

Звiдси

X = TY T−1 = ±
(

1 0
1 1

)
·
(

2 1/4
0 2

)
·
(

1 0
−1 1

)
= ±1

4

(
7 1
−1 9

)
.

Задача 3. Використовуючи ЖНФ, обчислiть:

a)
(

0 2
−3 5

)100

; b) exp




4 2 −5
6 4 −9
5 3 −7


.

Розв’язання. a) Знайдемо ЖНФ JA матрицi A =
(

0 2
−3 5

)
i матрицю

T переходу до жорданової бази.

|A− λE| =
∣∣∣∣
−λ 2
−3 5− λ

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
2− λ 2
2− λ 5− λ

∣∣∣∣ =

= (2− λ)
∣∣∣∣
1 2
1 5− λ

∣∣∣∣ = (2− λ)
∣∣∣∣
1 2
0 3− λ

∣∣∣∣ = (2− λ)(3− λ).

120



Оскiльки маємо два рiзнi власнi числа λ1 = 2 i λ2 = 3, то JA =
(

2 0
0 3

)
.

Далi для кожного з власних чисел шукаємо вiдповiдний власний вектор:

(
A− 2E

∣∣ 0
)

=
( −2 2
−3 3

∣∣∣∣
0
0

)
Ã

(
1 −1

∣∣ 0
)

.

Тому для λ1 = 2 одним з власних векторiв є (1, 1).

(
A− 3E

∣∣ 0
)

=
( −3 2
−3 2

∣∣∣∣
0
0

)
Ã

(
3 −2
0 0

∣∣∣∣
0
0

)
.

Тому для λ2 = 3 одним з власних векторiв є (2, 3).

Отже, T =
(

1 2
1 3

)
. Оскiльки JA = T−1AT , то A = TJAT−1 i

A100 = (TJAT−1)100 = TJ100
A T−1 =

(
1 2
1 3

)(
2100 0
0 3100

)(
3 −2
−1 1

)
=

=
(

3 · 2100 − 2 · 3100 2 · 3100 − 2 · 2100

3 · 2100 − 3 · 3100 3 · 3100 − 2 · 2100

)
.

b) Як i в попередньому випадку, шукаємо ЖНФ JA матрицi A =


4 2 −5
6 4 −9
5 3 −7


 i матрицю T переходу до жорданової бази.

χA(λ) = |A− λE| =
∣∣∣∣∣∣

4− λ 2 −5
6 4− λ −9
5 3 −7− λ

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

1− λ 2 −5
1− λ 4− λ −9
1− λ 3 −7− λ

∣∣∣∣∣∣
=

(усi стовпчики додали до першого)

= (1− λ)

∣∣∣∣∣∣

1 2 −5
1 4− λ −9
1 3 −7− λ

∣∣∣∣∣∣
= (1− λ)

∣∣∣∣∣∣

1 2 −5
0 2− λ −4
0 1 −2− λ

∣∣∣∣∣∣
=

= (1− λ)
∣∣∣∣
2− λ −4

1 −2− λ

∣∣∣∣ = (1− λ)
(
4− (2− λ)(2 + λ)

)
= λ2(1− λ).

Простому кореню λ1 = 1 вiдповiдає клiтинка J1(1). Щоб знайти кiль-
кiсть клiтинок з власним числом λ2 = λ3 = 0, шукаємо ранг матрицi
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A− 0 · E = A:



4 2 −5
6 4 −9
5 3 −7


 Ã




1 2 −5
1 4 −9
1 3 −7


 Ã

(
1 2 −5
0 1 −2

)
.

Таким чином, rankA = 2 i defA = 3 − 2 = 1. Тому ЖНФ матрицi A
мiстить єдину клiтинку J2(0) з власним числом 0 i має вигляд

JA = J1(1)⊕ J2(0) =




1 0 0
0 0 1
0 0 0


 .

Вектори v1, v2, v3 жорданової бази шукаємо з рiвнянь (A − E)v1 = 0,
Av2 = 0, Av3 = v2:




3 2 −5
6 3 −9
5 3 −8

∣∣∣∣∣∣

0
0
0


 Ã




3 2 −5
0 −1 1

−1 −1 2

∣∣∣∣∣∣

0
0
0


 Ã

Ã




0 −1 1
0 1 −1
1 1 −2

∣∣∣∣∣∣

0
0
0


 Ã

(
1 1 −2
0 1 −1

∣∣∣∣
0
0

)
,

тому v1 = (1, 1, 1);



4 2 −5
6 4 −9
5 3 −7

∣∣∣∣∣∣

0
0
0


 Ã




4 2 −5
2 2 −4
1 1 −2

∣∣∣∣∣∣

0
0
0


 Ã

Ã
(

1 1 −2
2 0 −1

∣∣∣∣
0
0

)
,

тому v2 = (1, 3, 2);



4 2 −5
6 4 −9
5 3 −7

∣∣∣∣∣∣

1
3
2


 Ã




4 2 −5
2 2 −4
1 1 −2

∣∣∣∣∣∣

1
2
1


 Ã

Ã
(

1 1 −2
2 0 −1

∣∣∣∣
1

−1

)
,
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тому v3 = (0, 3, 1). Отже, матриця переходу до жорданової бази має
вигляд

T =




1 1 0
1 3 3
1 2 1


 .

Оскiльки (ex)′ = ex, то

exp(JA) =




e1 0 0
0 e0 e0

0 0 e0


 =




e 0 0
0 1 1
0 0 1


 .

Позаяк JA = T−1AT , то exp(JA) = T−1 exp(A)T , звiдки exp(A) =
T exp(JA)T−1. Знаходимо

T−1 =




3 1 −3
−2 −1 3
1 1 −2




i завершуємо обчислення:

exp(A) =




1 1 0
1 3 3
1 2 1







e 0 0
0 1 1
0 0 1







3 1 −3
−2 −1 3
1 1 −2


 =

=




3e− 1 e −3e + 1
3e e + 3 −3e− 3

3e− 1 e + 1 −3e


 .

Задача 4. Доведiть, що для кожного невиродженого лiнiйного пере-
творення ϕ простору V знайдеться такий многочлен f(x) степеня
< dim V, що ϕ−1 = f(ϕ).

Розв’язання. Перетворення буде невиродженим тодi й лише тодi, ко-
ли серед його власних чисел немає 0. Оскiльки власнi числа — це не
що iнше, як коренi характеристичного многочлена χϕ(λ) = (−1)nλn +
a1λ

n−1 + · · · + an−1λ + an, то в цьому випадку an 6= 0. За теоремою
Гамiльтона–Келi χA(ϕ) = (−1)nϕn + a1ϕ

n−1 + · · · + an−1ϕ + anε = O.
Отже,

ϕ
(
(−1)n−1ϕn−1 − a1ϕ

n−2 − · · · − an−1ε
)

= anε .

Тому ϕ−1 =
1
an

(
(−1)n−1ϕn−1 − a1ϕ

n−2 − · · · − an−1ε
)
.
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Основнi задачi

5. Наведiть приклад двох матриць, якi мають однаковi характеристичнi
й однаковi мiнiмальнi многочлени, але не є подiбними.

6. Знайдiть необхiдну й достатню умову для того, щоб мiнiмальний i
характеристичний многочлени комплексної матрицi збiгалися.

7. Знайдiть мiнiмальний многочлен a) тотожного перетворення, b) ну-
льового перетворення, c) проектування на нетривiальний пiдпростiр,
d) вiдбиття вiдносно пiдпростору (див. зад. 4.8).

8. Розв’яжiть рiвняння X2 =
(

6 2
3 7

)
.

9. Доведiть, що для кожної квадратної матрицi A виконується рiвнiсть

cos 2A = cos2 A− sin2 A.

10. Доведiть, що для матрицi порядку ≥ 2 i рангу 1 мiнiмальний мно-
гочлен має степiнь 2.

11. Для яких значень p iснує границя lim
n→∞

(
1− p p

p 1− p

)n

?

12. Використовуючи ЖНФ, обчислiть

a) exp
(

4 −2
6 −3

)
, b) ln




4 −15 6
1 −4 2
1 −5 3


.

13. a) Доведiть, що для комутуючих матриць A та B виконується рiв-
нiсть: eA · eB = eB · eA.

b) Наведiть приклад таких матриць A та B порядку 2, для яких
eA · eB 6= eB · eA.

14. Доведiть, що для комутуючих матриць A та B виконуються рiвно-
стi:

a) sin(A + B) = sin A cos B + sin B cosA ;
b) cos(A + B) = cos A cosB − sin A sin B.

15. Доведiть, що для довiльної квадратної матрицi A виконується рiв-
нiсть det eA = etrA.

16. Доведiть, що для довiльної невиродженої комплексної матрицi A i
кожного натурального числа k рiвняння Xk = A має розв’язок.
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Додатковi задачi

17. Знайдiть усi матрицi, якi комутують з жордановою клiтинкою Jn(λ).

18. Нехай λ 6= µ. Розв’яжiть матричне рiвняння X · Jm(λ) = Jk(µ) ·X.

19. Доведiть, що коли мiнiмальний многочлен лiнiйного перетворення
ϕ збiгається з характеристичним, то кожне перетворення, яке переста-
новочне з ϕ, буде многочленом вiд перетворення ϕ.

20. Нехай ϕ — лiнiйне перетворення простору V . Ненульовий много-
член f називається анулюючим для вектора v ∈ V , якщо f(ϕ)(v) = 0.
Многочлен найменшого степеня, який анулює вектор v, називається
мiнiмальним многочленом цього вектора i позначається mϕ,v(x).
Доведiть, що:

a) для кожного вектора iснує анулюючий многочлен степеня, що не
перевищує розмiрностi простору;

b) мiнiмальний многочлен вектора визначений однозначно з точнi-
стю до скалярного множника;

c) кожен анулюючий многочлен вектора дiлиться на його мiнiмаль-
ний многочлен;

d) мiнiмальний многочлен перетворення ϕ дiлиться на мiнiмальний
многочлен кожного вектора.

21. Доведiть, що: a) добуток mϕ,v(x) ·mϕ,u(x) дiлиться на mϕ,v+u(x);
b) якщо mϕ,v(x) та mϕ,u(x) взаємно простi, то

mϕ,v+u(x) = mϕ,v(x) ·mϕ,u(x) .

22. Доведiть, що для довiльної бази e1, . . . , en простору V :
a) многочлен mϕ,e1(x) · · ·mϕ,en(x) є анулюючим для ϕ;
b) найменше спiльне кратне многочленiв mϕ,e1(x), . . . , mϕ,en(x) є

мiнiмальним многочленом перетворення ϕ.

23. Доведiть, що для кожного лiнiйного перетворення ϕ простору V
iснує вектор v ∈ V , мiнiмальний многочлен якого збiгається з мiнiмаль-
ним многочленом перетворення ϕ.

24.∗ Нехай f(x) ∈ C[x], A ∈ Mn(C) та χA(x) — характеристичний мно-
гочлен матрицi A. Доведiть, що визначник матрицi f(A) дорiвнює ре-
зультанту многочленiв f(x) i χA(x).
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25. Доведiть, що для довiльних квадратної матрицi A i невиродженої
матрицi C однакових порядкiв виконується рiвнiсть eC−1AC = C−1eAC.

Домашнє завдання

26. Знайдiть мiнiмальний многочлен дiагональної матрицi
diag (a1, . . . .an) з попарно рiзними елементами на дiагоналi.

27. Доведiть, що певний степiнь мiнiмального многочлена матрицi дi-
литься на характеристичний многочлен цiєї матрицi.

28. Знайдiть мiнiмальний многочлен матрицi:

a)




3 1 −1
0 2 0
1 1 1


; b)




4 −2 2
−5 7 −5
−6 6 −4


.

29. Використовуючи ЖНФ, обчислiть:

a)
(

7 −4
14 −8

)64

; b) exp
(

3 −1
1 1

)
; c) sin

(
π − 1 1
−1 π + 1

)
.

30. Доведiть, що для кожної квадратної матрицi A виконується рiвнiсть

sin 2A = 2 sin A · cosA .

Лiтература. [1], с. 210–214; [2], с. 244–253; [5], с. 393–399; [9], с. 387–
391; [10], с. 30–38; [13], с. 196–204.

Заняття 10. Iнварiантнi та кореневi пiдпро-
стори

Необхiднi поняття. Пiдпростiр U ⊆ V називається iнварiантним
вiдносно лiнiйного перетворення ϕ : V → V (або ϕ–iнварiантним),
якщо ϕ(U) ⊆ U , тобто ϕ(u) ∈ U для кожного вектора u ∈ U .

Кореневим пiдпростором, що вiдповiдає числу λ, називається мно-
жина Vϕ(λ) = {v ∈ V | iснує таке натуральне k, що (ϕ− λε)k(v) = 0} .

База e1, . . . , ek, ek+1, . . . , en простору V називається узгодженою з
k–вимiрним ϕ–iнварiантним пiдпростором W , якщо першi k векторiв
e1, . . . , ek утворюють базу пiдпростору W .
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Необхiднi твердження. 1. Ядро Kerϕ i образ Imϕ лiнiйного пере-
творення ϕ : V → V є iнварiантними пiдпросторами.

2. Перетин i сума iнварiантних пiдпросторiв також є iнварiантними
пiдпросторами.

3. Iнварiантний пiдпростiр вiдносно лiнiйного перетворення ϕ зали-
шається iнварiантним i вiдносно кожного многочлена вiд ϕ.

4. Кореневий пiдпростiр Vϕ(λ) є ϕ–iнварiантним.
5. Кореневий пiдпростiр Vϕ(λ) є ненульовим тодi й лише тодi, коли

λ — власне число перетворення ϕ.
6. Якщо e1, . . . , ek — база пiдпростору U , iнварiантного вiдносно лi-

нiйного перетворення ϕ простору V , а e1, . . . , ek, ek+1, . . . , en — її роз-
ширення до бази простору V , то в цiй базi матриця перетворення ϕ має

вигляд [ ϕ] =
(

A B
O C

)
. Матриця A є матрицею обмеження ϕ|U перетво-

рення ϕ на пiдпростiр U в базi e1, . . . , ek.
7. Нехай простiр V розкладається в пряму суму V = U1 ⊕ U2

ϕ–iнварiантних пiдпросторiв U1 та U2 з базами e1, . . . , ek та ek+1, . . . , en

вiдповiдно. Тодi в базi e1, . . . , ek, ek+1, . . . , en матриця перетворення ϕ

має вигляд
(

A O
O C

)
. Матриця A є матрицею обмеження ϕ|U1 перетво-

рення ϕ на пiдпростiр U1, а матриця C — матрицею обмеження ϕ|U2

перетворення ϕ на пiдпростiр U2 в базах e1, . . . , ek та ek+1, . . . , en вiд-
повiдно.

8. Нехай λ1, . . . , λk — усi попарно рiзнi власнi числа перетворення ϕ
простору V. Тодi V розкладається в пряму суму V = Vϕ(λ1)⊕· · ·⊕Vϕ(λk)
вiдповiдних кореневих пiдпросторiв.

Приклади розв’язання типових задач

Задача 1. Нехай ϕ — лiнiйне перетворення простору V . Доведiть,
що кожен пiдпростiр, який мiстить образ Imϕ, буде iнварiантним
вiдносно ϕ.

Розв’язання. Нехай U ⊇ Imϕ. Для довiльного вектора v ∈ U маємо
ϕ(v) ∈ Imϕ, а тому ϕ(v) ∈ U . Отже, U — iнварiантний пiдпростiр.

Задача 2. Доведiть, що коли перетворення ϕ є невиродженим, то
перетворення ϕ та ϕ−1 мають однi й тi ж iнварiантнi пiдпростори.

Розв’язання. Нехай U — iнварiантний пiдпростiр перетворення ϕ. Тодi
ϕ(U) ⊆ U . Позаяк перетворення ϕ — невироджене, то dim ϕ(U) = dim U .
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Разом з попереднiм включенням це дає ϕ(U) = U . Звiдси отримуємо:

ϕ−1(U) = ϕ−1(ϕ(U)) = (ϕ−1ϕ)(U) = ε(U) = U .

Отже, U є iнварiантним пiдпростором перетворення ϕ−1. Оскiльки ϕ =
(ϕ−1)−1, то так само доводиться, що кожний iнварiантний пiдпростiр
перетворення ϕ−1 буде iнварiантним i вiдносно ϕ. Тому ϕ i ϕ−1 мають
однi й тi ж iнварiантнi пiдпростори.

Задача 3. Знайдiть усi iнварiантнi пiдпростори лiнiйного перетво-
рення ϕ : v 7→ [v,a] звичайного тривимiрного простору V (вектор a —
фiксований ненульовий).

Розв’язання. З означення векторного добутку випливає, що породжена
вектором a пряма L i перпердикулярна до a площина U будуть iнварiан-
тними пiдпросторами. Покажемо, що iнших нетривiальних iнварiантних
пiдпросторiв нема.

Нехай W — ненульовий iнварiантний пiдпростiр. Вiзьмемо в W до-
вiльний ненульовий вектор v. Якщо ϕ2(v) 6= 0, то кожен з векторiв ϕ(v)
i ϕ2(v) буде перпендикулярним до a. Крiм того, ϕ(v) та ϕ2(v) також
перпендикулярнi. Тому ϕ(v) i ϕ2(v) породжують площину U . Якщо при
цьому v 6∈ U , то пiдпростiр W мiстить три некомпланарнi вектори v,
ϕ(v) i ϕ2(v), а тому W = V .

Припустимо тепер, що ϕ2(v) = 0 для кожного v ∈ W . Тодi ϕ(v) = 0,
бо в противному разi ненульовий вектор ϕ(v) є перпендикулярним до a
та ϕ2(v) 6= 0. А це буде тодi й лише тодi, коли v i a колiнеарнi, тобто
коли v ∈ L.

Таким чином, якщо ϕ2(v) = 0 для всiх v ∈ W , то W = L. В против-
ному разi W = U або W = V .

Задача 4. Знайдiть власнi числа i кореневi пiдпростори лiнiйного

перетворення, заданого матрицею A =




4 −2 2
−5 7 −5
−6 6 −4


.

Розв’язання. Щоб знайти власнi числа, обчислюємо характеристичний
многочлен матрицi A:

|A− λE| =
∣∣∣∣∣∣

4− λ −2 2
−5 7− λ −5
−6 6 −4− λ

∣∣∣∣∣∣
=

2-й стовпчик
додаємо

до 1-го й 3-го

∣∣∣∣∣∣

2− λ −2 0
2− λ 7− λ 2− λ

0 6 2− λ

∣∣∣∣∣∣
=
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= (2− λ)2

∣∣∣∣∣∣

1 −2 0
1 7− λ 1
0 6 1

∣∣∣∣∣∣
= (2− λ)2

∣∣∣∣∣∣

1 0 0
1 3− λ 0
0 6 1

∣∣∣∣∣∣
= (2− λ)2(3− λ).

Таким чином, маємо два кореневi пiдпростори: VA(2) та VA(3). Врахо-
вуючи кратнiсть коренiв, можемо сказати, що кореневий простiр VA(3)
— це ядро перетворення з матрицею A− 3E, а кореневий простiр VA(2)
— це ядро перетворення з матрицею (A− 2E)2. Обчислюємо:

A− 3E =




1 −2 2
−5 4 −5
−6 6 −7


 ,

A− 2E =




2 −2 2
−5 5 −5
−6 6 −6


 , (A− 2E)2 =




2 −2 2
−5 5 −5
−6 6 −6


 .

Як вiдомо, базою ядра перетворення з матрицею B є фундаментальна
система розв’язкiв однорiдної системи лiнiйних рiвнянь Bx = 0. Шука-
ємо цi бази для матриць A− 3E та (A− 2E)2 вiдповiдно:




1 −2 2
−5 4 −5
−6 6 −7

∣∣∣∣∣∣

0
0
0


Ã




1 −2 2
0 −6 5
0 −6 5

∣∣∣∣∣∣

0
0
0


Ã

(
3 0 1
0 −6 5

∣∣∣∣
0
0

)
.

Фундаментальна система розв’язкiв складається з одного вектора
(2,−5,−6), тому VA(3) =

〈
(2,−5,−6)

〉
.




2 −2 2
−5 5 −5
−6 6 −6

∣∣∣∣∣∣

0
0
0


Ã

(
1 −1 1

∣∣ 0
)
.

Фундаментальна система розв’язкiв складається з векторiв (−1, 0, 1) i
(1, 1, 0). Тому VA(2) =

〈
(−1, 0, 1), (1, 1, 0)

〉
.

Задача 5. Знайдiть усi пiдпростори простору R3, iнварiантнi вiдно-

сно перетворення з матрицею A =




4 −6 4
1 0 0
0 1 0


.
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Розв’язання. Щоб знайти власнi числа, обчислюємо характеристичний
многочлен матрицi (наявнiсть двох нулiв дозволяє обчислити вiдповiд-
ний визначник “в лоб”):

χA(λ) = |A− λE| =
∣∣∣∣∣∣

4− λ −6 4
1 −λ 0
0 1 −λ

∣∣∣∣∣∣
= (4− λ)λ2 + 4− 6λ =

= −λ3 + 4λ2 − 6λ + 4 = (2− λ)(λ2 − 2λ + 2).

Отже, λ1 = 2, λ2 = 1 + i, λ3 = 1 − i. Оскiльки над R є лише одне
власне число 2, причому кратностi 1, то маємо лише один одновимiрний
iнварiантний пiдпростiр — той, який породжується вiдповiдним власним
вектором. Шукаємо його:

(A− 2E | 0) =




2 −6 4
1 −2 0
0 1 −2

∣∣∣∣∣∣

0
0
0


Ã

(
1 −2 0
0 1 −2

∣∣∣∣
0
0

)
.

Тому власним вектором буде (4, 2, 1), а вiдповiдним одновимiрним iнва-
рiантним пiдпростором — пiдпростiр U = 〈(4, 2, 1)〉.

Кожному з двох спряжених мiж собою комплексних коренiв вiдпо-
вiдає один i той же двовимiрний iнварiантний пiдпростiр. Щоб знайти
його, перейдемо до поля C i знайдемо для λ2 = 1+i вiдповiдний власний
вектор:

(A− (1 + i)E | 0) =




3− i −6 4
1 −1− i 0
0 1 −1− i

∣∣∣∣∣∣

0
0
0


Ã

Ã




0 −2 + 2i 4
1 −1− i 0
0 1 −1− i

∣∣∣∣∣∣

0
0
0


Ã

(
1 −1− i 0
0 1 −1− i

∣∣∣∣
0
0

)
.

Власним вектором буде (2i, 1+ i, 1) = (0, 1, 1)+ i(2, 1, 0). “Дiйсна” (0, 1, 1)
та “уявна” (2, 1, 0) компоненти цього вектора дають базу вiдповiдного
двовимiрного iнварiантного пiдпростору W = 〈(0, 1, 1), (2, 1, 0)〉.

Припустимо, шо iснує ще якийсь нетривiальний iнварiантний пiд-
простiр V . Ми вже показали, що єдиним одновимiрним iнварiантним
пiдпростором є U . Тому V може бути лише двовимiрним. Позаяк 2+2 =
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4 > 3 = dimR3, то V ∩W 6= {0}. Але V 6= W i перетин iнварiантних пiд-
просторiв знову є iнварiантним, то лишається лише одна можливiсть:
V ∩W = U . Але це також неможливе, бо U 6⊆ W .

Таким чином, маємо лише два нетривiальнi iнварiантнi пiдпросто-
ри — U та W .

Задача 6. Знайдiть усi iнварiантнi пiдпростори лiнiйного перетворе-
ння ϕ простору V, якщо в базi e1, . . . , en його матриця є жордановою
клiтинкою Jn(λ).

Розв’язання. Нехай U — iнварiантний пiдпростiр. Позначимо через k
найбiльший номер ненульової координати векторiв з U i виберемо в U
такий вектор u = α1e1 + · · ·+αkek, для якого αk 6= 0. Пiдпростiр U буде
iнварiантним i вiдносно перетворення ψ = ϕ − λε, яке на вектори бази
дiє наступним чином:

en 7→ en−1 7→ en−2 7→ · · · 7→ e2 7→ e1 7→ 0.

Але тодi пiдпростору U належатимуть i вектори

ψ(u) = α2e1 + · · ·+ αkek−1,

ψ2(u) = α3e1 + · · ·+ αkek−2,

. . . . . . . . . . . . . .

ψk−2(u) = αk−1e1 + αke2,

ψk−1(u) = αke1.

Оскiльки αk 6= 0, то рухаючись цими рiвностями знизу догори, одер-
жимо, що кожен з векторiв e1, e2, . . . , ek−1, ek належить пiдпросто-
ру U , а тому U ⊇ 〈e1, e2, . . . , ek〉. Але з вибору числа k випливає, що
U ⊆ 〈e1, e2, . . . , ek〉. Отже, U = 〈e1, e2, . . . , ek〉.

З iншого боку, очевидно, що кожен пiдпростiр вигляду 〈e1, e2, . . . , ek〉
буде iнварiантним вiдносно ϕ. Таким чином, ϕ має рiвно n+1 iнварiан-
тних пiдпросторiв, а саме: {0}, 〈e1〉, 〈e1, e2〉, . . . , 〈e1, e2, . . . , en〉.
Задача 7. Знайдiть усi пiдпростори, iнварiантнi вiдносно лiнiйного
перетворення, заданого матрицею A :

a) A =




3 1 2
0 1 −6
0 0 2


 ; b) A =




3 1 2
0 3 −6
0 0 1


 ; c) A =




4 6 0
−3 −5 0
−3 −6 1


 .
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Розв’язання. a) Спочатку знайдемо жорданову нормальну форму ма-
трицi A та жорданову базу. Матриця трикутна, тому її власними чи-
слами є λ1 = 3, λ2 = 1, λ3 = 2, а жордановою базою будуть вiдповiднi
власнi вектори v1, v2, v3, що є фундаментальними системами розв’язкiв
лiнiйних систем з матрицями




0 1 2
0 −2 −6
0 0 −1

∣∣∣∣∣∣

0
0
0


,




2 1 2
0 0 −6
0 0 1

∣∣∣∣∣∣

0
0
0


 та




1 1 2
0 −1 −6
0 0 0

∣∣∣∣∣∣

0
0
0




вiдповiдно. Тому маємо:

JA =




3 0 0
0 1 0
0 0 2

∣∣∣∣∣∣

0
0
0


,

v1 = (1, 0, 0), v2 = (1,−2, 0), v3 = (4,−6, 1). Тодi пiдпросторами, iнварi-
антними вiдносно A будуть: одновимiрнi — 〈v1〉, 〈v2〉 та 〈v3〉, двовимiрнi
— 〈v1〉 ⊕ 〈v2〉, 〈v1〉 ⊕ 〈v3〉, 〈v2〉 ⊕ 〈v3〉, а також тривiальнi — {0} та C3.

b) Власними числами матрицi A є λ1 = λ2 = 3, λ3 = 1. Знаходи-
мо її жорданову нормальну форму та жорданову базу. Власнi вектори
шукаємо як фундаментальнi системи розв’язкiв лiнiйних систем з ма-
трицями 


0 1 2
0 0 −6
0 0 −2

∣∣∣∣∣∣

0
0
0


 та




2 1 2
0 2 −6
0 0 0

∣∣∣∣∣∣

0
0
0




вiдповiдно. Для λ1 = λ2 = 3 отримуємо власний вектор v1 = (1, 0, 0), а
для λ3 = 1 — власний вектор v3 = (−5, 6, 2). Тодi жорданова форма JA

та дiаграма жорданової бази будуть такими:

JA =




3 1 0
0 3 0
0 0 1


 ,

v2 7→ v1 7→ 0 ,
v3 7→ 0 .

Вектор v2 знаходимо як один з розв’язкiв неоднорiдної системи лiнiйних
рiвнянь з матрицею




0 1 2
0 0 −6
0 0 −2

∣∣∣∣∣∣

1
0
0


 Ã

(
0 1 0
0 0 1

∣∣∣∣
1
0

)
.
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Можна взяти, наприклад, v2 = (1, 1, 0).
Залишилося зауважити, що оскiльки кожному власному числу вiд-

повiдає лише одна клiтина в жордановiй нормальнiй формi, то маємо
скiнченну кiлькiсть iнварiантних пiдпросторiв: одновимiрнi — 〈v1〉 та
〈v3〉, двовимiрнi — 〈v1〉 ⊕ 〈v3〉 та 〈v1〉 ⊕ 〈v2〉 i тривiальнi — {0} та C3.

c) Знаходимо, як i ранiше, жорданову нормальну форму та жорда-
нову базу матрицi A. Власнi числа λ1, λ2, λ3 — це коренi характеристи-
чного многочлена

χA(λ) =

∣∣∣∣∣∣

4− λ 6 0
−3 −5− λ 0
−3 −6 1− λ

∣∣∣∣∣∣
= −(λ + 2)(λ− 1)2.

Тому λ1 = −2, λ2 = λ3 = 1. Власнi вектори, що їм вiдповiдають, шукає-
мо як фундаментальнi системи розв’язкiв вiдповiдних лiнiйних систем.

(A + 2E | 0) =




6 6 0
−3 −3 0
−3 −6 3

∣∣∣∣∣∣

0
0
0


 Ã

(
1 1 0
0 −1 1

∣∣∣∣
0
0

)
.

Для λ1 = −2 в якостi власного вектора можна взяти v1 = (−1, 1, 1).

(A− E | 0) =




3 6 0
−3 −6 0
−3 −6 0

∣∣∣∣∣∣

0
0
0


 Ã

(
1 2 0

∣∣ 0
)
.

Тому для λ2 = λ3 = 1 буде два лiнiйно незалежних власних вектори.
Можна взяти, наприклад, v2 = (0, 0, 1), v3 = (−2, 1, 0). Тодi

JA =



−2 0 0
0 1 0
0 0 1


 .

Одновимiрнi iнварiантнi пiдпростори породжуються власними ве-
кторами. У нашому випадку це 〈v1〉 для λ1 та довiльний пiдпростiр
вигляду 〈αv2 + βv3〉, де α, β одночасно не дорiвнюють нулю, — для
λ2 = λ3. Але кожен пiдпростiр вигляду 〈αβv2 + βv3〉 при β 6= 0 збi-
гається з пiдпростором 〈αv2 + v3〉. Тому рiзними одновимiрними iнва-
рiантними пiдпросторами будуть: 〈v1〉, 〈v2〉, 〈αv2 + v3〉, α ∈ C (їх, на
вiдмiну вiд попереднiх двох випадкiв, уже буде нескiнченна кiлькiсть).
Двовимiрних iнварiантних пiдпросторiв також буде нескiнченно багато:
〈v2〉⊕〈v3〉, 〈v1〉⊕〈v2〉, 〈v1〉⊕〈αv2 +v3〉, α ∈ C. I маємо ще два тривiальнi
пiдпростори — {0} та C3.
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Задача 8. Нехай ϕ — лiнiйне перетворення векторного простору V
над полем C. Доведiть, що кожний iнварiантний пiдпростiр перетво-
рення ϕ є прямою сумою його перетинiв з усiма кореневими пiдпро-
сторами перетворення ϕ.

Розв’язання. За твердженням 8 простiр V розкладається в пряму суму
V = Vϕ(λ1) ⊕ · · · ⊕ Vϕ(λk) кореневих пiдпросторiв. Нехай U ⊆ V —
iнварiантний пiдпростiр, U(λi) := U ∩ Vϕ(λi) (i = 1, . . . , k). Потрiбно
довести, що U = U(λ1)⊕ · · · ⊕ U(λk).

Справдi, довiльний вектор u ∈ U можна записати у виглядi u =
v1 + · · · + vk, де vi ∈ Vi (i = 1, . . . , k). Нехай мiнiмальний многочлен
перетворення ϕ має вигляд mϕ(λ) = (λ− λ1)m1 · · · (λ− λk)mk . Тодi для
довiльного i (1 ≤ i ≤ k) (ϕ− λiε)mi(vi) = 0.

Покажемо, що vk ∈ U . Для цього розглянемо многочлен g(λ) = (λ−
λ1)m1 · · · (λ−λk−1)mk−1 . Тодi для довiльного i (1 ≤ i ≤ k−1) g(ϕ)(vi) = 0.
З iншого боку, з взаємної простоти g(λ) i (λ−λk)mk випливає iснування
таких многочленiв p(λ) i q(λ), що

p(λ)g(λ) + q(λ)(λ− λk)mk = 1.

Iнварiантний пiдпростiр залишається iнварiантним i вiдносно кожного
многочлена вiд ϕ. Тому

vk = ε(vk) =
(
p(ϕ)g(ϕ) + q(ϕ)(ϕ− λkε)mk

)
(vk) = p(ϕ)g(ϕ)(vk) =

= p(ϕ)
(
0+· · ·+0+g(ϕ)(vk)

)
= p(ϕ)

(
g(ϕ)(v1)+· · ·+g(ϕ)(vk−1)+g(ϕ)(vk)

)
=

= p(ϕ)
(
g(ϕ)(v1 + · · ·+ vk)

)
= p(ϕ)g(ϕ)(u) ∈ U.

Аналогiчно доводиться, що v1, . . . , vk−1 ∈ U. Разом з vi ∈ V (λi) це
дає, що vi ∈ U(λi). Отже, U ⊆ U(λ1)⊕ · · · ⊕ U(λk).

Зворотне включення очевидне.

Задача 9. Доведiть, що для лiнiйного перетворення ϕ векторного про-
стору V над полем C кiлькiсть iнварiантних пiдпросторiв буде скiн-
ченною тодi й лише тодi, коли мiнiмальний i характеристичний мно-
гочлени перетворення ϕ збiгаються.

Розв’язання. Мiнiмальний i характеристичний многочлени збiгаються
тодi й лише тодi, коли ЖНФ перетворення ϕ для кожного власного
числа λ мiстить лише одну клiтинку з цим числом, тобто коли для
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кожного власного числа λ з точнiстю до пропорцiйностi є лише один
власний вектор.

Необхiднiсть. Нехай v i w — власнi вектори з власним числом λ. Тодi
будь–яка їх ненульова лiнiйна комбiнацiя αv + βw знову буде власним
вектором з цим же власним числом. Тому якщо для якогось власного
числа λ iснує два лiнiйно незалежнi власнi вектори v i w, то кожний
одновимiрний пiдпростiр з L(v,w) буде iнварiантним, i перетворення ϕ
матиме нескiнченно багато iнварiантних пiдпросторiв.

Достатнiсть. Нехай

χϕ(λ) = mϕ(λ) = (λ− λ1)m1 · · · (λ− λk)mk

i Vϕ(λ1)⊕· · ·⊕Vϕ(λk) — розклад простору в пряму суму кореневих пiд-
просторiв. Згiдно зад. 10.8 кожен iнварiантний пiдпростiр U має вигляд
U = U(λ1)⊕· · ·⊕U(λk), де U(λi) = U∩Vϕ(λi) — iнварiантний пiдпростiр
(i = 1, . . . , k). Оскiльки dim V (λi) = mi, то з розв’язання зад. 10.6 ви-
пливає, що доданок U(λi) можна вибрати рiвно mi +1 способами. Тому
маємо рiвно (m1 +1) · · · (mk +1) iнварiантних пiдпросторiв. Зокрема, їх
буде скiнченна кiлькiсть.

Основнi задачi

10. Нехай ϕ — лiнiйне перетворення простору V . Доведiть, що кожен
пiдпростiр, який мiститься в ядрi Kerϕ, буде iнварiантним вiдносно ϕ.

11. Доведiть, що характеристичний многочлен обмеження ϕ|U лiнiйно-
го перетворення ϕ на iнварiантний пiдпростiр U є дiльником характе-
ристичного многочлена перетворення ϕ.

12. Доведiть, що мiнiмальний многочлен обмеження ϕ|U лiнiйного пе-
ретворення ϕ на iнварiантний пiдпростiр U є дiльником мiнiмального
многочлена перетворення ϕ.

13. Доведiть, що коли в просторi V iснує база з власних векторiв пе-
ретворення ϕ : V → V , то й кожен iнварiантний пiдпростiр має базу з
власних векторiв.

14. a) Нехай ϕ — лiнiйне перетворення простору V над полем C. Дове-
дiть, що кожний ненульовий iнварiантний пiдпростiр мiстить принаймнi
один власний вектор. b) Чи залишиться це твердження правильним для
лiнiйного перетворення простору над полем R?

135



15. Доведiть, що коли серед iнварiантних пiдпросторiв лiнiйного пе-
ретворення ϕ векторного простору V над полем C одновимiрним буде
тiльки один, то V не розкладається в пряму суму ненульових iнварiан-
тних пiдпросторiв.

16. Доведiть, що для кожного лiнiйного перетворення ϕ n–вимiрного
векторного простору V над полем C iснує такий ланцюг

{0} = U0 ⊂ U1 ⊂ U2 ⊂ · · · ⊂ Un−1 ⊂ Un = V

ϕ–iнварiантних пiдпросторiв, що dim Uk = k для всiх k.

17. Знайдiть усi лiнiйнi перетворення, для яких кожен пiдпростiр є iн-
варiантним.

18. Доведiть, що коли лiнiйне перетворення n–вимiрного векторного
простору має n рiзних власних чисел, то воно має рiвно 2n рiзних iнва-
рiантних пiдпросторiв.

19. Знайдiть власнi числа i кореневi пiдпростори лiнiйного перетворе-
ння, заданого матрицею:

a)




1 1 0
−4 −2 1
4 1 −2


; b)




4 −5 2
5 −7 3
6 −9 4


; c)




1 0 0
1 2 1
−1 0 1


.

20. Знайдiть усi пiдпростори простору R3, iнварiантнi вiдносно пере-

творення з матрицею




4 −2 2
2 0 2
−1 1 1


.

21. Доведiть, що для лiнiйного перетворення X 7→
(

a b
c d

)
X простору

M2(R) пiдпростори U1 = 〈E11, E21〉 та U2 = 〈E12, E22〉 є iнварiантними.

22. Доведiть, що коли лiнiйнi перетворення ϕ i ψ комутують, то ядро
кожного з них є iнварiантним пiдпростором для обох перетворень.

Додатковi задачi

23. Нехай для лiнiйного перетворення ϕ характеристичний многочлен
збiгається з мiнiмальним i дорiвнює (λ−λ1)n1 · · · (λ−λm)nm . Позначимо
через ak кiлькiсть iнварiантних пiдпросторiв розмiрностi k. Знайдiть
многочлен f(x) = 1 + a1x + a2x

2 + · · · .
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24. Нехай мiнiмальний многочлен mϕ(λ) перетворення ϕ є незвiдним
многочленом степеня k. Доведiть, що для кожного ненульового вектора
v вектори v, ϕ(v), . . . , ϕk−1(v) утворюють базу iнварiантного пiдпро-
стору, який не мiстить iнших нетривiальних iнварiантних пiдпросторiв.

25. Нехай V — скiнченновимiрний векторний простiр над полем P . До-
ведiть, що коли характеристичний многочлен перетворення ϕ : V → V є
незвiдним над P , то ϕ не має нетривiальних iнварiантних пiдпросторiв.

26. Нехай V — n–вимiрний векторний простiр над полем P . Доведiть,
що коли многочлен f = xn − a1x

n−1 − · · · − an−1x− an є незвiдним над
P , то перетворення ϕ : V → V з матрицею




a1 1 0 . . . 0
a2 0 1 . . . 0

. . . . . . . . . . .
an−1 0 0 . . . 1
an 0 0 . . . 0




не має нетривiальних iнварiантних пiдпросторiв.

27. Нехай V — n–вимiрний векторний простiр, 1 ≤ k < n — фiксоване
натуральне число. Знайдiть усi лiнiйнi перетворення простору V , для
яких кожен пiдпростiр розмiрностi k є iнварiантним.

28.∗∗ Доведiть, що кожна дiйсна квадратна матриця зводиться до квазi-
трикутної матрицi, в якої на дiагоналi стоять клiтинки порядку 1 або 2.

29.∗ Доведiть, що кожне лiнiйне перетворення n–вимiрного дiйсного про-
стору має: a) iнварiантний пiдпростiр розмiрностi 1 або 2; b) iнварiан-
тний пiдпростiр розмiрностi n− 1 або n− 2.

30.∗ Нехай пiдпростори U i W простору V є iнварiантними вiдносно
перетворення ϕ : V → V . Доведiть, що χϕ|U+W

(λ) ·χϕ|U∩W
(λ) = χϕ|U (λ) ·

χϕ|W (λ).

31.∗ Нехай λ1, . . . , λn — виписанi в певному порядку коренi характе-
ристичного многочлена перетворення ϕ : V → V n–вимiрного компле-
ксного векторного простору. Доведiть, що iснує така база простору V , в
якiй матриця [ϕ] перетворення ϕ буде верхньою трикутною, причому на
головнiй дiагоналi стоятимуть числа λ1, . . . , λn саме в такому порядку.
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32.∗ Нехай лiнiйнi перетворення ϕ i ψ комплексного векторного простору
V задовольняють рiвнiсть ϕ2 = ψ2 = ε. Доведiть, що ϕ i ψ мають
спiльний iнварiантний пiдпростiр розмiрностi 1 або 2.

33. Доведiть, що: a) для кожного лiнiйного перетворення ϕ n–вимiрного
простору V iснує таке натуральне число k, що V = Imϕk ⊕ Kerϕk;
b) завжди можна взяти k ≤ n; c) Imϕk є ϕ–iнварiантним пiдпросто-
ром i обмеження ϕ |Imϕk є невиродженим перетворенням; d) Kerϕk

є ϕ–iнварiантним пiдпростором i обмеження ϕ |Kerϕk є нiльпотентним
перетворенням.

34. Лiнiйне перетворення ϕ називається одноклiтинним, якщо його
ЖНФ є клiтинкою Жордана. Доведiть, що коли два одноклiтиннi пе-
ретворення комутують, то їх iнварiантнi пiдпростори збiгаються.

35. Нехай V — векторний простiр скрiзь визначених i нескiнченну кiль-
кiсть разiв диференцiйовних дiйсних функцiй, а перетворення ϕ : V →
V визначається правилом f(x) → f ′(x). Знайдiть усi власнi вектори та
кореневi пiдпростори перетворення ϕ.

36.∗ Нехай A ∈ Mm(C) i B ∈ Mn(C) — такi матрицi, що для довiль-
них власних чисел λi матрицi A i µj матрицi B виконується нерiвнiсть
λi + µj 6= 0. Доведiть, що для кожної матрицi C ∈ Mm×n(C) матричне
рiвняння AX + XB = C має єдиний розв’язок.

37.∗ Нехай комплексний векторний простiр V розпадається в пряму су-
му V = U ⊕ W пiдпросторiв, iнварiантних вiдносно перетворення ϕ,
причому обмеження ϕ

∣∣
U

i ϕ
∣∣
W

не мають спiльних власних чисел. До-
ведiть, що U i W будуть iнварiантними вiдносно кожного перетворення
ψ, яке комутує з ϕ.

Домашнє завдання

38. Доведiть, що образ i прообраз iнварiантного пiдпростору також є
iнварiантними пiдпросторами.

39. Доведiть, що перетворення ϕ i ϕ−kε мають однi й тi ж iнварiантнi
пiдпростори.

40. Доведiть, що кожне лiнiйне перетворення n–вимiрного комплексно-
го простору має iнварiантний пiдпростiр розмiрностi n− 1.

138



41. Знайдiть власнi числа i кореневi пiдпростори лiнiйного перетворе-
ння, заданого матрицею A:

a) A =




2 6 −15
1 1 −5
1 2 −6


; b) A =




0 −2 3 2
1 1 −1 −1
0 0 2 0
1 −1 0 1


.

42. Знайдiть усi пiдпростори, iнварiантнi вiдносно лiнiйного перетворе-
ння, заданого матрицею A:

a) A =




4 −2 2
2 0 2
−1 1 1


 ; b) A =




1 2 3
0 2 3
0 0 3


 ; c) A =




1 1 1
0 1 1
0 0 2


 .

43. Знайдiть усi пiдпростори простору R3, iнварiантнi вiдносно обох

перетворень з матрицями




5 −1 −1
−1 5 −1
−1 −1 5


 та



−6 2 3
2 −3 6
3 6 2


.

44. Нехай V — простiр усiх дiйсних функцiй.
a) Доведiть, що перетворення ϕa : V → V , f(x) 7→ f(x − a), є лiнiй-

ним, а пiдпростiр 〈sin x, cos x〉 є ϕa–iнварiантним.
b) Нехай ψ = ϕa |W — обмеження перетворення ϕa на пiдпростiр

W = 〈sinx, cos x〉. Знайдiть матрицю перетворення ψ в базi sin x, cos x.

45. Нехай ϕ — лiнiйне перетворення векторного простору V над полем
C. Доведiть, що V розкладається в пряму суму iнварiантних пiдпросто-
рiв, кожен з яких мiстить рiвно одну iнварiантну пряму.

Лiтература. [1], с. 198–201.

Заняття 11. Лiнiйнi функцiї. Спряжений про-
стiр

Необхiднi поняття. Якщо V — векторний простiр над полем P , то
лiнiйнi вiдображення ϕ : V → P називають лiнiйними функцiоналами
(або лiнiйними функцiями, або лiнiйними формами, або ковекторами)
на просторi V .

Простiр V ∗ усiх лiнiйних функцiй на V називається простором, спря-
женим (або двоїстим, або дуальним) до V .
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Нехай e1, . . . , en — фiксована база простору V . Лiнiйнi функцiї ϕ1,
. . . , ϕn, визначенi рiвностями ϕi(x) = xi, називаються координатними
функцiями вiдносно бази e1, . . . , en. База простору V ∗ з координатних
функцiй називається спряженою (або двоїстою, або дуальною) до бази
e1, . . . , en.

Необхiднi твердження. 1. Якщо e1, . . . , en — база простору V , то
лiнiйну функцiю ϕ : V → P можна подати у виглядi

ϕ(x) = a1x1 + · · ·+ anxn = (a1, . . . , an)




x1

...
xn


 , де ak = ϕ(ek) ,

який називається зображенням функцiї ϕ у базi e1, . . . , en.
2. Простори V i V ∗ мають однакову розмiрнiсть. Зокрема, вони iзо-

морфнi.
3. Координатнi функцiї вiдносно бази e1, . . . , en утворюють базу

спряженого простору V ∗.
4. Теорема про канонiчний iзоморфiзм мiж V i V ∗∗. Якщо

кожному вектору v зi скiнченновимiрного простору V зiставити лiнiйну
функцiю fv : ϕ 7→ ϕ(v) на спряженому просторi V ∗, то вiдображення
v 7→ fv є iзоморфiзмом простору V на простiр V ∗∗.

Приклади розв’язання типових задач
Задача 1. З’ясуйте, чи буде лiнiйною визначена на звичайному три-
вимiрному просторi V функцiя a) ϕ : v 7→ (v, v), b) ϕ : v 7→ ([a, v], b)
(ненульовi вектори a i b — фiксованi), i в разi, якщо буде, знайдiть її
ядро.

Розв’язання. a) Якщо вектор v ненульовий, то ϕ(v) = (v, v) 6= 0. Але
тодi

ϕ(2v) = (2v, 2v) = 4(v, v) 6= 2ϕ(v) = 2(v, v).

Отже, функцiя ϕ — не лiнiйна.
b) Використовуючи властивостi векторного й скалярного добуткiв,

маємо:

ϕ(cv) = ([a, cv], b) = (c[a, v], b) = c([a, v], b) = cϕ(v),
ϕ(v+ u) = ([a, v+ u], b) = ([a, v] + [a,u], b) =

= ([a, v], b) + ([a,u], b) = ϕ(v) + ϕ(u).
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Отже, функцiя ϕ — лiнiйна.
Щоб знайти ядро функцiї ϕ, зауважимо, що вектор [a,u] перпенди-

кулярний векторовi a. Тому у випадку, коли вектори a i b колiнеарнi,
скалярний добуток ([a, v], b) завжди буде дорiвнювати 0, i ядром фун-
кцiї ϕ буде весь простiр V .

Розглянемо тепер випадок, коли вектори a i b не колiнеарнi. До-
повнимо пару a, b до бази a, b, c простору V . Тодi довiльний вектор
v можна записати у виглядi v = xa + yb + zc. Враховуючи лiнiйнiсть
функцiї ϕ, маємо:

ϕ(v) = ([a, xa+ yb+ zc], b) = x([a,a], b) + y([a, b], b) + z([a, c], b).

Перший доданок дорiвнює 0, бо [a,a] = 0. Другий доданок також до-
рiвнює 0, бо вектори [a, b] i b перпендикулярнi. Вектор [a, c] — ненульо-
вий, а тому вiн не може бути перпендикулярним до всiх векторiв бази.
Оскiльки вiн перпендикулярний до a i b, то вiн не перпендикулярний
векторовi c. А тому третiй доданок дорiвнює 0 лише тодi, коли z = 0.
Отже, ϕ(v) = 0 тодi й лише тодi, коли вектор v має вигляд v = xa+ yb.
Таким чином, у випадку, коли вектори a i b не колiнеарнi, ядро функцiї
ϕ збiгається з лiнiйною оболонкою 〈a, b〉 векторiв a i b.

Задача 2. Знайдiть яку–небудь базу ядра дiйсної лiнiйної функцiї
f(x1, . . . , xn) = x1 + 2x2 + · · ·+ nxn.

Розв’язання. Вектор v = (x1, . . . , xn) належатиме ядру функцiї f
тодi й лише тодi, коли

x1 + 2x2 + · · ·+ nxn = 0. (34)

Таким чином, ядро функцiї f збiгається з простором розв’язкiв однорi-
дної лiнiйної системи рiвнянь (34), а базою ядра буде довiльна фунда-
ментальна система розв’язкiв системи (34). Вибираючи в якостi вiльних
невiдомих x2, x3, . . . , xn, стандартним способом знаходимо ФСР:

v2 = (−2, 1, 0, . . . , 0), v3 = (−3, 0, 1, 0, . . . , 0), . . . , vn = (−n, 0, . . . , 0, 1).

Задача 3. Доведiть, що для кожної ненульової функцiї ϕ на n–ви-
мiрному просторi V iснує така база e1, . . . , en простору V, що ϕ(v)
дорiвнює першiй координатi вектора v у базi e1, . . . , e2.

Розв’язання. Нехай ϕ : V → P — ненульова функцiя. За теоремою
Сильвестра dimKerϕ+dim Imϕ = n. Оскiльки функцiя ϕ — ненульова,
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то dim Imϕ ≥ 1. З iншого боку, Imϕ ⊆ P , а розмiрнiсть P як векторного
простору над P дорiвнює 1. Тому dim Imϕ = 1 i dimKerϕ = n− 1.

Виберемо довiльну базу e2, e3, . . . , en ядра Kerϕ i доповнимо її до
бази u, e2, . . . , en всього простору. Нехай ϕ(u) = c. Позаяк u 6∈ Kerϕ,
то c 6= 0. Тодi ϕ

(
1
cu

)
= 1 i вектори e1 = 1

cu, e2, . . . , en також утворюють
базу простору V . У цiй базi маємо

ϕ(x1e1 + x2e2 + . . . + xnen) = x1ϕ(e1) + x2ϕ(e2) + . . . + xnϕ(en) =
= x1 · 1 + x2 · 0 + · · ·+ xn · 0 = x1 ,

тобто ϕ(v) дорiвнює першiй координатi вектора v.

Задача 4. Для кожного дiйсного числа a визначимо на просторi R[x]
лiнiйну функцiю ϕa правилом ϕa(f) = f(a). Чи будуть функцiї ϕa,
a ∈ R, лiнiйно незалежними?

Розв’язання. Припустимо, що функцiї ϕa, a ∈ R, лiнiйно залежнi. Тодi
серед них має бути скiнченна лiнiйно залежна система функцiй. Отже,
iснують такi попарно рiзнi числа a1, . . . , an, що

c1ϕa1 + · · ·+ cnϕan
= 0 , (35)

причому серед коефiцiєнтiв c1, . . . , cn є ненульовi. Рiвнiсть (35) можна
переписати у виглядi

c1f(a1) + · · ·+ cnf(an) = 0 . (36)

Остання рiвнiсть означає, що для кожного многочлена f ∈ R[x] набiр
його значень (f(a1), . . . , f(an)) у точках a1, . . . , an є розв’язком лiнiй-
ного рiвняння

c1x1 + · · ·+ cnxn = 0 . (37)

Позаяк обмежень на степiнь многочлена f нема, то за теоремою про
iснування iнтерполяцiйного многочлена набiр (f(a1), . . . , f(an)) можна
вибирати довiльним. Але довiльний набiр буде розв’язком рiвняння (37)
лише в тому випадку, коли всi його коефiцiєнти c1, . . . , cn — нульовi.
Таким чином, припущення про лiнiйну залежнiсть функцiй ϕa, a ∈ R,
приводить до суперечностi, i цi функцiї — лiнiйно незалежнi.

Задача 5. Доведiть, що коли двi лiнiйнi функцiї ϕ1 та ϕ2 на вектор-
ному просторi V мають однаковi ядра, то вони вiдрiзняються скаляр-
ним множником.
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Розв’язання. Нехай dim V = n i Kerϕ1 = Kerϕ2 = U . Якщо U збiгає-
ться з усiм простором V , то обидвi функцiї ϕ1 i ϕ2 нульовi i твердження
задачi очевидне.

Нехай тепер U 6= V . У розв’язаннi зад. 11.3 показано, що розмiрнiсть
ядра ненульової лiнiйної функцiї дорiвнює n − 1, тому dim U = n − 1.
Виберемо в U якусь базу e1, . . . , en−1 i доповнимо її до бази e1, . . . ,
en−1, en всього простору. Тодi для довiльного вектора v = x1e1 + · · ·+
xn−1en−1 + xnen маємо:

ϕ1(v) = x1ϕ1(e1) + . . . + xn−1ϕ1(en−1) + xnϕ1(en) = xnϕ1(en),

ϕ2(v) = x1ϕ2(e1) + . . . + xn−1ϕ2(en−1) + xnϕ2(en) = xnϕ2(en).

Оскiльки en 6∈ U , то ϕ1(en) 6= 0. Але тодi ϕ2(v) =
ϕ2(en)
ϕ1(en)

ϕ1(v).

Задача 6. Нехай dim V = n. Доведiть, що функцiї ϕ1, . . . , ϕn з про-
стору V ∗ утворюють базу цього простору тодi й лише тодi, коли для
довiльного вектора v з рiвностей ϕ1(v) = · · · = ϕn(v) = 0 випливає
рiвнiсть v = 0.

Розв’язання. Необхiднiсть. Нехай функцiї ϕ1, . . . , ϕn утворюють базу
простору V ∗ i ϕ1(v) = · · · = ϕn(v) = 0. Припустимо, що v 6= 0. Тодi
вектор v можна доповнити до бази v, e2, . . . , en простору V . Розглянемо
лiнiйну функцiю ϕ, яка кожному вектору u = x1v + x2e2 + · · · + xnen

ставить у вiдповiднiсть його першу координату x1. Позаяк v має в базi v,
e2, . . . , en координати (1, 0, . . . , 0), то ϕ(v) = 1. З iншого боку, функцiю
ϕ можна записати у виглядi лiнiйної комбiнацiї ϕ = c1ϕ1 + · · · + cnϕn

функцiй бази. Тому

ϕ(v) = c1ϕ1(v) + · · ·+ cnϕn(v) = 0 .

Отримана суперечнiсть доводить, що v = 0.
Достатнiсть. Нехай тепер з рiвностей ϕ1(v) = · · · = ϕn(v) = 0

завжди випливає рiвнiсть v = 0. Оскiльки dim V ∗ = dim V = n, а в
n–вимiрному просторi довiльнi n лiнiйно незалежнi вектори утворюють
базу, то досить показати, що функцiї ϕ1, . . . , ϕn лiнiйно незалежнi. При-
пустимо, що це не так. Тодi iснують такi коефiцiєнти c1, . . . , cn, причому
не всi нульовi, що

c1ϕ1 + · · ·+ cnϕn = 0 .
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Без обмеження загальностi можна вважати, що cn 6= 0. Оскiльки
dimKerϕ ≥ n − 1 для кожної лiнiйної функцiї ϕ, то згiдно теореми
Ґрасмана:

dim(Kerϕ1 ∩Kerϕ2) ≥ (n− 1) + (n− 1)− n = n− 2;
dim(Kerϕ1 ∩Kerϕ2 ∩Kerϕ3) =

= dim
(
(Kerϕ1 ∩Kerϕ2) ∩Kerϕ3

) ≥ (n− 2) + (n− 1)− n = n− 3;
· · · · · · · · · · · · · ·

dim(Kerϕ1 ∩ · · · ∩Kerϕn−1) =

= dim
(
(Kerϕ1 ∩ · · · ∩Kerϕn−1) ∩Kerϕn−1

) ≥ 2 + (n− 1)− n = 1.

Тому в перетинi Kerϕ1 ∩ · · · ∩Kerϕn−1 можна взяти ненульовий ве-
ктор v. Цей вектор належить кожному з ядер Kerϕk, 1 ≤ k ≤ n − 1,
тому ϕ1(v) = · · · = ϕn−1(v) = 0. Крiм того,

ϕn(v)=
−1
cn

(c1ϕ1+· · ·+cn−1ϕn−1)(v)=
−1
cn

(
c1ϕ1(v)+· · ·+cn−1ϕn−1(v)

)
=0.

Отже, припущення приводить до суперечностi i функцiї ϕ1, . . . , ϕn —
лiнiйно незалежнi.

Задача 7. Нехай V = Rn[x], a ∈ R, а функцiї ϕ0, ϕ1, . . . , ϕn визначенi
правилом : ϕk(f) = f (k)(a).

a) Доведiть, що функцiї ϕ0, ϕ1, . . . , ϕn утворюють базу просто-
ру V ∗.

b) Знайдiть спряжену базу f0, f1, . . . , fn простору V .

c) Якого змiсту набуває в цьому випадку формула f =
n∑

k=0

ϕk(f)fk?

Розв’язання. a) Розклад многочлена f(x) ∈ Rn[x] за степенями x − a
має вигляд:

f(x) = f(a) +
f ′(a)

1!
(x− a) +

f ′′(a)
2!

(x− a)2 + · · ·+ f (n)(a)
n!

(x− a)n. (38)

Тому якщо
ϕ0(f) = ϕ1(f) = · · · = ϕn(f) = 0,

то
f(a) = f ′(a) = f ′′(a) = f (n)(a) = 0,
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i з рiвностi (38) випливає, що f = 0. Оскiльки dim V = n + 1, то згiдно
зад. 11.6 функцiї ϕ0, ϕ1, . . . , ϕn утворюють базу простору V ∗.

b) Многочлен fk(x) спряженої бази задовольняє умову

ϕ0(fk) = · · · = ϕk−1(fk) = ϕk+1(fk)) = · · · = ϕn(fk) = 0, ϕk(fk) = 1,

тобто

f
(0)
k (a) = · · · = f

(k−1)
k (a) = f

(k+1)
k (a) = · · · = f

(n)
k (a) = 0, f

(k)
k (a) = 1.

З рiвностi (38) тодi випливає, що fk(x) =
(x− a)k

k!
.

c) Враховуючи пункт b), формула f =
n∑

k=0

ϕk(f)fk набуває вигляду:

f(x) =
n∑

k=0

f (k)(a)
k!

(x− a)k,

тобто збiгається з формулою (38) (iншими словами, це формула розкла-
ду многочлена f(x) в ряд Тейлора в точцi x = a).

Основнi задачi

8. Чи може ненульова лiнiйна функцiя на комплексному векторному
просторi набувати лише дiйсних значень?

9. З’ясуйте, чи буде лiнiйною визначена на звичайному тривимiрному
просторi V функцiя a) v 7→ (v,a), b) v 7→ ([v,a], v), i в разi, якщо буде,
знайдiть її ядро (a — фiксований ненульовий вектор).

10. Знайдiть яку–небудь базу ядра дiйсної лiнiйної функцiї:
a) f(x1, . . . , xn) = x1 + · · ·+ xn;
b) f(x1, . . . , xn) = x1 − x2 + · · ·+ (−1)n−1xn.

11. Доведiть, що для кожного ненульового вектора v iснує така лiнiйна
функцiя ϕ, що ϕ(v) = 1.

12. Доведiть, що для для кожного цiлого числа k ≥ 0 вiдображення

a) µ(k) : f 7→ f(k), b) ν(k) : f 7→ f (k)(0), c) τ (k) : f 7→
∫ k

0

f(x)dx

є лiнiйною функцiєю на просторi Rn[x].
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13. Чи вичерпуються всi лiнiйнi функцiї на просторi Rn[x] функцiями
вигляду ϕa : f(x) 7→ f(a)?

14. Знайдiть максимальну лiнiйно незалежну пiдсистему системи

ϕ1 = 5x1 − 3x2 + 2x3 + 4x4,
ϕ2 = 2x1 − x2 + 3x3 + 5x4,
ϕ3 = 4x1 − 3x2 − 5x3 − 7x4,
ϕ4 = x1 + 7x3 + 11x4

лiнiйних функцiй i виразiть через неї решту функцiй системи.

15. Доведiть, що кожний (n−1)–вимiрний пiдпростiр n–вимiрного про-
стору є ядром деякої лiнiйної функцiї на цьому просторi.

16. Доведiть, що кожний k–вимiрний пiдпростiр n–вимiрного простору
є перетином ядер певних n − k визначених на цьому просторi лiнiйних
функцiй.

17. Доведiть, що n лiнiйних функцiй на n–вимiрному просторi будуть
лiнiйно незалежнi тодi й лише тодi, коли перетин їх ядер мiстить лише
нульовий вектор.

18. Доведiть, що система функцiй τ (1), τ (2), . . . , τ (n+1) iз зад. 11.12 є
базою простору, спряженого до простору Rn[x].

19. Нехай V = Rn[x], a0, a1, . . . , an — попарно рiзнi дiйснi числа, а фун-
кцiї ϕ0, ϕ1, . . . , ϕn визначенi правилом: ϕi(f) = f(ai).

a) Доведiть, що функцiї ϕ0, ϕ1, . . . , ϕn утворюють базу простору V ∗.
b) Знайдiть спряжену базу f0, f1, . . . , fn простору V .

c) Якого змiсту набуває в цьому випадку формула f =
n∑

k=0

ϕk(f)fk?

Додатковi задачi

20. Кожному вектору a площини V поставимо у вiдповiднiсть функцiю
ϕa : V → R, x 7→ (x,a). Доведiть, що вiдображення a 7→ ϕa є iзоморфi-
змом простору V на V ∗.

21. Доведiть, що вектори v1, . . . , vk ∈ V лiнiйно незалежнi тодi й лише
тодi, коли iснують такi лiнiйнi функцiї ϕ1, . . . , ϕk на просторi V , що
det(ϕi(vj)) 6= 0.
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22.∗ Доведiть, що простiр многочленiв Q[x] не iзоморфний своєму спря-
женому.

23.∗ Доведiть, що жоден нескiнченновимiрний простiр не iзоморфний
своєму спряженому.

24. Нехай U — пiдпростiр простору V . Множина

U⊥ = {ϕ ∈ V ∗ | ϕ(u) = 0 для всiх u ∈ U}

називається анулятором пiдпростору U . Симетрично визначається ану-
лятор пiдпростору W ⊆ V ∗. Доведiть, що:

a) анулятор пiдпростору U ⊆ V є пiдпростором спряженого просто-
ру V ∗;

b) U1 ⊆ U2 тодi й лише тодi, коли U⊥
1 ⊇ U⊥

2 ;
c) U⊥

1 = U⊥
2 тодi й лише тодi, коли U1 = U2;

d) кожний пiдпростiр простору V ∗ є анулятором деякого пiдпросто-
ру U ⊆ V ;

e) dim U + dim U⊥ = dim V ;
f) (U⊥)⊥ = U ;
g) (U1 + U2)⊥ = U⊥

1 ∩ U⊥
2 ;

h) (U1 ∩ U2)⊥ = U⊥
1 + U⊥

2 .

25.∗ Нехай добуток l1(v) · l2(v) двох лiнiйних функцiй l1 i l2, визначених
на просторi V (не обов’язково скiнченновимiрному), тотожно дорiвнює
нулю. Доведiть, що принаймнi одна з лiнiйних функцiй l1 i l2 тотожно
дорiвнює нулю.

26.∗ Доведiть, що для кожної лiнiйної функцiї f : Mn(P ) → P iснує,
причому єдина, така матриця A, що f(X) = tr(AX) для всiх X ∈ Mn(P ).

Домашнє завдання

27. З’ясуйте, чи буде лiнiйною визначена на звичайному тривимiрному
просторi V функцiя a) v 7→ cos(v,a), b) v 7→ (v, [a, v]), i в разi, якщо
буде, знайдiть її ядро (a — фiксований ненульовий вектор).

28. Знайдiть яку–небудь базу ядра дiйсної лiнiйної функцiї
f(x1, . . . , xn) = x2 + x4 + · · ·+ 1+(−1)n

2 xn.
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29. Нехай V — векторний простiр визначених на вiдрiзку [−1, 1] непе-
рервних дiйсних функцiй, функцiя g(x) ∈ V — фiксована. Якi з насту-
пних функцiй

a) f 7→
∫ 1

−1

f(x)dx, b) f 7→
∫ 1

−1

f2(x)dx, c) f 7→
1∫

−1

f(x)g(x)dx

є лiнiйними на V ?

30. Знайдiть максимальну лiнiйно незалежну пiдсистему системи

ϕ1 = 8x1 + 7x2 + 4x3 + 5x4,
ϕ2 = 3x1 + 2x2 + x3 + 4x4,
ϕ3 = 2x1 + 3x2 + 2x3 − 3x4,
ϕ4 = x1 − x2 − x3 + 7x4,
ϕ5 = 5x2 + 4x3 − 17x4

лiнiйних функцiй i виразiть через неї решту функцiй системи.

31. Доведiть, що кожна база простору V є спряженою до деякої бази
простору V ∗.

Лiтература. [1], с. 77–80; [2], с. 187–191; [3], с. 55–56; [5], с. 302–309;
[7], с. 166–172; [8], с. 33–37, 82–84; [12], с. 312–314; [13], с. 91–93, 147.

Заняття 12. Бiлiнiйнi функцiї
Необхiднi поняття. Функцiя двох змiнних ϕ : V × V → P , де

V — векторний простiр над полем P , називається бiлiнiйною, якщо
вона лiнiйна за кожною змiнною, тобто якщо для довiльних векторiв
v, v1, v2,w,w1,w2 ∈ V i скаляра c ∈ P виконуються рiвностi:
a) ϕ(v1 + v2,w) = ϕ(v1,w) + ϕ(v2,w); ϕ(cv,w) = cϕ(v,w);
b) ϕ(v,w1 +w2) = ϕ(v,w1) + ϕ(v,w2); ϕ(v, cw) = cϕ(v,w).

Матриця

[ϕ] =




ϕ(e1, e1) ϕ(e1, e2) . . . ϕ(e1, en)
ϕ(e2, e1) ϕ(e2, e2) . . . ϕ(e2, en)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ϕ(en, e1) ϕ(en, e2) . . . ϕ(en, en)



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називається матрицею бiлiнiйної функцiї ϕ : V × V → P у базi e1, e2,
. . . , en.

Бiлiнiйна функцiя ϕ на просторi V називається симетричною (вiд-
повiдно кососиметричною), якщо для довiльних векторiв v,u ∈ V ви-
конується рiвнiсть ϕ(v,u) = ϕ(u, v) (вiдповiдно ϕ(v,u) = −ϕ(u, v)).

Якщо ϕ — бiлiнiйна функцiя на просторi V , то вiдношення

u⊥v⇔ ϕ(u, v) = 0

називається вiдношенням ортогональностi (перпендикулярностi).
Лiвим S⊥l i правим S⊥r ортогональними доповненнями непорожньої

пiдмножини S ⊆ V називаються вiдповiдно множини

S⊥l := {u ∈V |u⊥v для всiх v ∈S} та S⊥r := {u ∈V | v⊥u для всiх v ∈S}.
Якщо бiлiнiйна функцiя ϕ симетрична, то S⊥l = S⊥r i говорять просто
про ортогональне доповнення S⊥.

Функцiя f : V → C на комплексному векторному просторi V нази-
вається напiвлiнiйною, якщо виконуються такi двi умови:
1) f(u+ v) = f(u) + f(v) для довiльних u,v ∈ V ;
2) f(αu) = αf(u) для довiльних α ∈ C i u ∈ V .

Функцiя f : V × V → C на комплексному векторному просторi на-
зивається пiвторалiнiйною, якщо вона лiнiйна за першим аргументом
i напiвлiнiйна — за другим. Пiвторалiнiйна функцiя називається ермi-
товою, якщо для довiльних векторiв x i y

ϕ(x,y) = ϕ(y,x) .

Матриця A ∈ Mn(C) називається ермiтовою, якщо A> = A.

Необхiднi твердження. 1. Якщо e1, e2, . . . , en — база простору V , то
бiлiнiйна функцiя зображується у виглядi

ϕ(x,y) = ϕ(x1e1 + · · ·+ xnen, y1у1 + · · ·+ ymуm) =
n∑

i=1

m∑

j=1

aijxiyj ,

де aij = ϕ(ei,уj). Таке зображення бiлiнiйної функцiї через координати
вiдповiдних векторiв часто називають бiлiнiйною формою.

2. Якщо A — матриця бiлiнiйної функцiї ϕ у базi e1, . . . , en, а [v ] i
[w ] — координати векторiв v i w у цiй же базi, то

ϕ(v,w) = [v ]> ·A · [w ] .
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3. При переходi до нової бази у просторi V матриця бiлiнiйної фун-
кцiї ϕ : V × V → P змiнюється за правилом

A′ = S> ·A · S ,

де S — матриця переходу до нової бази.
4. Ранг матрицi бiлiнiйної функцiї не залежать вiд вибору бази.
5. Теорема про канонiчний вигляд симетричної бiлiнiйної функцiї :

для кожної симетричної бiлiнiйної функцiї ϕ iснує ортогональна база, в
якiй вона має вигляд

ϕ(x,y) = a1x1y1 + a2x2y2 + · · ·+ akxkyk.

6. Теорема про канонiчний вигляд кососиметричної бiлiнiйної фун-
кцiї : для кожної кососиметричної бiлiнiйної функцiї ϕ iснує база, в якiй
вона має вигляд

ϕ(x,y) = x1y2 − x2y1 + x3y4 − x4y3 + · · ·+ x2k−1y2k − x2ky2k−1.

7. Теорема Якобi. Якщо всi головнi кутовi мiнори ∆1, ∆2, . . . , ∆n−1

матрицi A бiлiнiйної функцiї ϕ ненульовi, то iснує ортогональна база
f1, . . . , fn, в якiй функцiя ϕ зображується у виглядi

ϕ(x, y) = ∆1 · x1y1 +
∆2

∆1
· x2y2 +

∆3

∆2
· x3y3 + · · ·+ ∆n

∆n−1
· xnyn .

8. Якщо характеристика поля P не дорiвнює 2, то простiр усiх бiлi-
нiйних функцiй розкладається в пряму суму пiдпростору симетричних
та пiдпростору кососиметричних бiлiнiйних функцiй.

Приклади розв’язання типових задач

Задача 1. З’ясуйте, якi з наступних функцiй будуть бiлiнiйними
функцiями на просторi R3 векторiв–рядкiв :

a) f(x,y) = |x+ y|2 − |x|2 − |y|2;
b) f(x,y) дорiвнює сумi координат вектора [x,y];
c) f(x,y) = x> · y.

У разi позитивної вiдповiдi знайдiть матрицю вiдповiдної бiлiнiйної
функцiї в стандартнiй базi простору R3.

Розв’язання. Нехай x = (x1, x2, x3),y = (y1, y2, y3) ∈ R3.

150



a) Безпосередньо обчислюємо:

f(x,y) = (x1 + y1)2 + (x2 + y2)2 + (x3 + y3)2−
−(x2

1 + x2
2 + x2

3)− (y2
1 + y2

2 + y2
3) = 2x1y1 + 2x2y2 + 2x3y3 .

Отримали бiлiнiйну форму. Тому функцiя f — бiлiнiйна.
b) Оскiльки

[x,y] =

∣∣∣∣∣∣

i j k
x1 x2 x3

y1 y2 y3

∣∣∣∣∣∣
= (x2y3 − x3y2)i+ (x3y1 − x1y3)j+ (x1y2 − x2y1)k ,

то
f(x,y) = x2y3 − x3y2 + x3y1 − x1y3 + x1y2 − x2y1 .

Отже, знову отримали бiлiнiйну форму, i тому функцiя f є бiлiнiйною.

c) f(x,y) =




x1

x2

x3


 · (y1 y2 y3) =




x1y1 x1y2 x1y3

x2y1 x2y2 x2y3

x3y1 x3y2 x3y3


 .

Таким чином, значеннями функцiї f є матрицi порядку 3, а не еле-
менти поля R. Тому функцiя f не є бiлiнiйною.

Задача 2. Нехай в деякiй базi e1, . . . , en простору V бiлiнiйна фун-
кцiя ϕ : V × V → P має матрицю F, а лiнiйнi перетворення A,B :
V → V — матрицi A i B вiдповiдно. Доведiть, що функцiя ψ(x,y) =
ϕ(A(x),B(y)) є бiлiнiйною, i знайдiть її матрицю в цiй же базi.

Розв’язання. Використовуючи лiнiйнiсть перетворення A i бiлiнiйнiсть
функцiї ϕ перевiримо лiнiйнiсть функцiї ψ за першим аргументом:

ψ(x1 + x2,y) = ϕ(A(x1 + x2),B(y)) = ϕ(A(x1) +A(x2),B(y)) =
= ϕ(A(x1),B(y)) + ϕ(A(x2),B(y)) = ψ(x1,y) + ψ(x2,y);

ψ(cx,y) = ϕ(A(cx),B(y)) = ϕ(cA(x),B(y)) = cϕ(A(x),B(y)) = cψ(x,y).

Лiнiйнiсть ψ за другим аргументом перевiряється аналогiчно.
Позначимо матрицю функцiї ψ через P . Тодi ψ(x,y) = [x ]> ·P · [y ].

З iншого боку,

ψ(x,y) = ϕ(A(x),B(y)) = [A(x)]> · F · [B(y)] =

= [A · x ]> · F · [B · y ] = [x ]> ·A>FB · [y ].

Таким чином, для всiх векторiв x i y має виконуватися рiвнiсть
[x ]> · P · [y ] = [x ]> ·A>FB · [y ]. Тому P = A>FB.
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Задача 3. Нехай бiлiнiйна функцiя ϕ на просторi V є невиродженою.
Доведiть, що для кожного ненульового вектора u iснує такий вектор
v, що ϕ(u, v) 6= 0.

Розв’язання. Оскiльки вектор u ненульовий, то його можна доповнити
до бази u, e2, . . . , en простору V . Позаяк функцiя ϕ невироджена, то
матриця 



ϕ(u,u) ϕ(u, e2) . . . ϕ(u, en)
ϕ(e2,u) ϕ(e2, e2) . . . ϕ(e2, en)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ϕ(en,u) ϕ(en, e2) . . . ϕ(en, en)




функцiї ϕ у цiй базi не може мати нульових рядкiв. Тому серед чисел
ϕ(u,u), ϕ(u, e2), . . . , ϕ(u, en) є принаймнi одне ненульове.

Задача 4. Знайдiть матрицю бiлiнiйної функцiї в новiй базi, якщо

вiдомi її матриця A =




1 2 3
4 5 6
7 8 9


 в старiй базi та матриця S =




1 1 1
−1 0 1
0 1 1


 переходу до нової бази.

Розв’язання. Використовуючи правило змiни матрицi бiлiнiйної фун-
кцiї при переходi до нової бази (твердження 3), отримуємо:

A′ = S> ·A·S =




1 −1 0
1 0 1
1 1 1


·




1 2 3
4 5 6
7 8 9


·




1 1 1
−1 0 1
0 1 1


=




0 −6 −9
−2 20 30
−3 30 45


.

Задача 5. Зведiть симетричну бiлiнiйну форму

x1y1 + x1y2 + x2y1 + 2x2y2 + 2x2y3 + 2x3y2 + 5x3y3 (39)

до дiагонального вигляду методом Якобi та знайдiть формули перехо-
ду до нових координат.

Розв’язання. Нехай e1, e2, e3 — база, в якiй бiлiнiйна форма має вигляд
(39). Тодi в цiй базi матриця форми буде такою:




1 1 0
1 2 2
0 2 5


 .
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Обчислюємо її головнi мiнори:

∆1 = 1, ∆2 =
∣∣∣∣
1 1
1 2

∣∣∣∣ = 1, ∆3 =

∣∣∣∣∣∣

1 1 0
1 2 2
0 2 5

∣∣∣∣∣∣
= 1.

Отже, дана форма зводиться до вигляду

∆1 · u1v1 +
∆2

∆1
· u2v2 +

∆3

∆2
· u3v3 = u1v1 + u2v2 + u3v3 .

За методом Якобi ортогональна база f1, f2, f3, в якiй форма має дiаго-
нальний вигляд, шукається у виглядi:

f1 = e1, f2 = α12e1 + e2, f3 = α13e1 + α23e2 + e3.

Коефiцiєнт α12 шукаємо з умови ортогональностi вектора f2 до вектора
e1:

0 = ϕ(e1, f2) = ϕ(e1, α12e1 + e2) = α12ϕ(e1, e1) + ϕ(e1, e2) = α12 · 1 + 1.

Звiдси знаходимо: α12 = −1.
Коефiцiєнти α13 та α23 шукаємо з умови ортогональностi вектора f3

до векторiв e1 та e2:

0 = ϕ(e1, f3) = ϕ(e1, α13e1 + α23e2 + e3) =
= α13ϕ(e1, e1) + α23ϕ(e1, e2) + ϕ(e1, e3) = α13 + α23;

0 = ϕ(e2, f3) = ϕ(e2, α13e1 + α23e2 + e3) =
= α13ϕ(e2, e1) + α23ϕ(e2, e2) + ϕ(e2, e3) = α13 + 2α23 + 2.

З отриманої системи

α13 + α23 = 0, α13 + 2α23 = −2

знаходимо: α13 = 2, α23 = −2.
Таким чином,

f1 = e1, f2 = −e1 + e2, f3 = 2e1 − 2e2 + e3,

i матриця переходу до нової бази має вигляд

T =




1 −1 2
0 1 −2
0 0 1


 .

153



З рiвностi 


x1

x2

x3


 = T ·




u1

u2

u3




тепер знаходимо формули переходу до нових координат:

x1 = u1 − u2 + 2u3, x2 = u2 − 2u3, x3 = u3.

Аналогiчно виражаються yi через vi.

Задача 6. Зведiть кососиметричну бiлiнiйну форму

x1y2 − x2y1 + 2(x1y3 − x3y1)− x1y4 + x4y1 − 3(x2y4 − x4y2)

до дiагонального вигляду i знайдiть формули переходу до нових коор-
динат.

Розв’язання. Групуємо спочатку члени зi змiнними x1 i y1:

ϕ(x,y) = x1(y2 + 2y3 − y4)− y1(x2 + 2x3 − x4)− 3(x2y4 − x4y2).

Пiсля невиродженої лiнiйної замiни змiнних

x′1 = x1, x′2 = x2 + 2x3 − x4, x′3 = x3, x′4 = x4

i аналогiчної замiни yi на y′i отримуємо (враховуючи, що x2 = x′2−2x′3−
x′4):

ϕ(x,y) = x′1y
′
2 − x′2y

′
1 − 3(x′2 − 2x′3 − x′4)y

′
4 + 3x′4(y

′
2 − 2y′3 − y′4) =

= x′1y
′
2 − x′2y

′
1 − 3x′2y

′
4 + 3x′4y

′
2 + 6x′3y

′
4 − 6x′4y

′
3.

Оскiльки змiннi x2 i y2 входять не тiльки в два першi доданки, то гру-
пуємо члени з цими змiнними:

ϕ(x,y) = (x′1 + 3x′4)y
′
2 − x′2(y

′
1 + yx′4) + 6x′3y

′
4 − 6x′4y

′
3.

Пiсля невиродженої лiнiйної замiни змiнних

x′′1 = x′1 + 3x′4, x′′2 = x′2, x′′3 = x′3, x′′4 = x′4

i аналогiчної замiни y′i на y′′i отримуємо:

ϕ(x,y) = x′′1y′′2 − x′′2y′′1 + 6x′′3y′′4 − 6x′′4y′′3 .
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Це вже майже канонiчний вигляд, лишилося тiльки “пiдправити” кое-
фiцiєнти при двох останнiх доданках. Це легко робиться замiною

u1 = x′′1 , u2 = x′′2 , u3 = 6x′′3 , u4 = x′′4

(i аналогiчною замiною y′′i на vi), пiсля чого отримуємо остаточний ка-
нонiчний вигляд:

ϕ(x,y) = u1v2 − u2v1 + u3v4 − u4v3.

Формули переходу до нових координат знаходяться послiдовним вико-
нанням замiн:

u1 = x′′1 = x′1 + 3x′4 = x1 + 3x4, u2 = x′′2 = x′2 = x2 + 2x3 − x4,

u3 = 6x′′3 = 6x′3 = 6x3, u4 = x′′4 = x′4 = x4.

Аналогiчно виражаються vi через yi.

Задача 7. Доведiть, що дiйсна й уявна частини ермiтової функцiї
ϕ на n–вимiрному векторному просторi V над полем C є вiдповiдно
симетричною й кососиметричною функцiями на V, якщо V розглядати
як 2n–вимiрний дiйсний простiр.

Розв’язання. Нехай ϕRe i ϕIm — вiдповiдно дiйсна й уявна частини фун-
кцiї ϕ. Тодi ϕ(u, v) = ϕRe(u, v) + iϕIm(u, v). Використовуючи ермiтово-
вiсть функцiї ϕ, можемо записати:

ϕRe(v,u) + iϕIm(v,u) = ϕ(v,u) = ϕ(u, v) =

= ϕRe(u, v) + iϕIm(u, v) = ϕRe(u, v)− iϕIm(u, v).

З рiвностi двох комплексних чисел отримуємо:

ϕRe(v,u) = ϕRe(u, v), ϕIm(v,u) = −ϕIm(u, v),

що й треба було довести.

Задача 8. У базi e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0), e3 = (0, 0, 1) простору R3

задано бiлiнiйну функцiю з матрицею F =




4 1 3
3 3 6
2 5 9


 i пiдпростiр

U = 〈(1,−1, 0), (−2, 3, 1)〉. Знайдiть лiве i праве ортогональне доповне-
ння пiдпростору U вiдносно цiєї функцiї.
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Розв’язання. Позначимо u1 = (1,−1, 0), u2 = (−2, 3, 1). Вектор v =
(x1, x2, x3) буде належати лiвому ортогональному доповненню U⊥

l пiд-
простору U тодi й лише тодi, коли вiн буде ортогональний до кожного
з векторiв u1 i u2, тобто коли будуть виконуватися рiвностi

[v ]> · F · [u1] = 0, [v ]> · F · [u2] = 0.

Переходячи до координат, одержуємо систему

(x1, x2, x3)·



4 1 3
3 3 6
2 5 9


·




1
−1
0


 = 0, (x1, x2, x3)·




4 1 3
3 3 6
2 5 9


·



−2
3
1


 = 0,

або
3x1 − 3x3 = 0, −2x1 + 9x2 + 20x3 = 0.

Розв’язуючи цю систему, знаходимо, що її фундаментальна
система розв’язкiв складається з одного вектора (1,−2, 1), а тому
U⊥

l = 〈(1,−2, 1)〉.
Аналогiчно вектор v = (x1, x2, x3) буде належати правому ортого-

нальному доповненню U⊥
r тодi й лише тодi, коли кожен з векторiв u1

та u2 буде ортогональний до v. Це дає систему

(1,−1, 0) ·



4 1 3
3 3 6
2 5 9


 ·




x1

x2

x3


 = 0, (−2, 3, 1) ·




4 1 3
3 3 6
2 5 9


 ·




x1

x2

x3


 = 0,

або
x1 − 2x2 − 3x3 = 0, 3x1 + 12x2 + 21x3 = 0.

Фундаментальна система розв’язкiв цiєї системи складається з вектора
(1, 5,−3), а тому U⊥

r = 〈(1, 5,−3)〉.
Основнi задачi

9. З’ясуйте, якi з наступних функцiй будуть бiлiнiйними функцiями на
просторi Mn(R):

a) ϕ(A,B) = tr (AB); b) ϕ(A, B) = tr (AB −BA); c) ϕ(A,B) = AB;
d) ϕ(A, B) = tr (A + B); e) ϕ(A, B) = tr (A ·B>).

У разi позитивної вiдповiдi з’ясуйте, чи буде ця бiлiнiйна функцiя си-
метричною, i знайдiть її матрицю в базi з матричних одиниць Eij .
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10. Бiлiнiйна функцiя f на просторi R3 задана своєю матрицею A =


1 −1 1
−2 −1 3
0 4 5


. Обчислiть f(x,y), якщо x = (1, 0, 3), y = (−1, 2,−4).

11. Знайдiть розмiрнiсть простору a) симетричних, b) кососиметричних
бiлiнiйних функцiй вiд n змiнних.

12. Доведiть, що для довiльної бiлiнiйної функцiї ϕ на просторi V мно-
жина {v ∈ V | ϕ(v, v) = 0} буде пiдпростором.

13. Не виконуючи обчислень, з’ясуйте, чи еквiвалентнi бiлiнiйнi фун-
кцiї:

a) ϕ1(x,y) = 2x1y2 − 3x1y3 + x2y3 − 2x2y1 − x3y2 + 3x3y1,
ϕ2(x,y) = x1y2 + 2x2y2 − x2y1 + 3x1y3 − 3x3y1;

b) ϕ1(x,y) = x1y1 + ix1y2,
ϕ2(x,y) = 2x1y1 + (1 + i)x1y2 + (1− i)x2y1 − ix2y2;

c) ϕ1(x,y) = x1y1 + 2x1y2 + 3x1y3 + 4x2y1 + 5x2y2 + 6x2y3 + 7x3y1+
+8x3y2 + 10x3y3, ϕ2(x,y) = 2x1y1 − x1y3 + x2y2 − x3y1 + 5x3y3.

14. Зведiть симетричну бiлiнiйну форму до дiагонального вигляду ме-
тодом Якобi i знайдiть формули переходу до нових координат:

a) 2x1y1 − x1y2 + x1y3 − x2y1 + x3y1 + 3x3y3;
b) x1y1 − x1y2 − x2y1 + x1y3 + x3y1 + 2x2y3 + 2x3y2 + x2y2 + x3y3.

15. Методом Якобi з’ясуйте, чи будуть еквiвалентними над полем R

бiлiнiйнi функцiї з матрицями




1 2 3
2 0 −1
3 −1 3


 та




1 3 0
3 1 1
0 1 5


.

16. Зведiть кососиметричну бiлiнiйну форму до дiагонального вигляду
i знайдiть формули переходу до нових координат:

a) x1y2 − x2y1 − x1y3 + x3y1 + 2(x2y3 − x3y2);
b) 2(x1y2 − x2y1) + x1y3 − x3y1 + 3(x2y3 − x3y2);
c) x1y2 − x2y1 + 2(x1y3 − x3y1) + 4(x2y4 − x4y2).

17. У базi e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0), e3 = (0, 0, 1) простору R3 за-

дано бiлiнiйну функцiю з матрицею F =




6 −8 5
5 −5 3
1 −3 2


 i пiдпростiр

U = 〈(2, 0,−3), (3, 1,−5)〉. Знайдiть лiве i праве ортогональне допов-
нення пiдпростору U вiдносно цiєї функцiї.
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18. Нехай у певнiй базi e1, . . . , en простору V бiлiнiйна функцiя ϕ :
V × V → P має матрицю F , а лiнiйне перетворення A : V → V
— матрицю A. Доведiть, що кожна з функцiй ψl(u, v) = ϕ(A(u), v),
ψr(u, v) = ϕ(u,A(v)) i ψ(u, v) = ϕ(A(u),A(v)) є бiлiнiйною i знайдiть у
цiй же базi матрицi цих функцiй.

19. У базi e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0), e3 = (0, 0, 1) простору R3 задано

бiлiнiйну форму ϕ з матрицею F =




1 −1 0
2 0 −2
0 4 5


 i лiнiйне перетворе-

ння A з матрицею A =



−1 1 1
−3 −4 2
1 −2 −3


. Знайдiть у цiй же базi матрицi

бiлiнiйних форм ψr(x,y) = ϕ(x,A(y)) i ψl(x,y) = ϕ(A(x),y).

20. Нехай ϕ1 i ϕ2 — двi невиродженi бiлiнiйнi форми на просторi V .
Доведiть, що iснує таке невироджене лiнiйне перетворення ψ : V → V ,
що ϕ2(x,y) = ϕ1(ψ(x),y).

21. Доведiть, що додатно визначена симетрична бiлiнiйна функцiя буде
невиродженою на кожному пiдпросторi.

Додатковi задачi

22. Наведiть приклад симетричної бiлiнiйної функцiї та пiдпросторiв U
та W , для яких рiвнiсть (U ∩W )⊥ = U⊥ + W⊥ не виконується.

23. З’ясуйте, чи будуть еквiвалентними над полем Q бiлiнiйнi функцiї
iз зад. 12.15.

24. Доведiть, що бiлiнiйна функцiя ϕ(A,B) = tr (AB) на просторi Mn(R)
є невиродженою.

25. Доведiть, що бiлiнiйну функцiю ϕ(u, v) можна подати у виглядi
добутку ϕ(u, v) = l1(u) · l2(v) двох лiнiйних функцiй l1(u) та l2(v) тодi
й лише тодi, коли ϕ має ранг 1.

26.∗ Доведiть, що для кожної несиметричної бiлiнiйної функцiї рангу 1
iснує база, в якiй вона зображується у виглядi x1y2.

27. Доведiть, що ненульова косиметрична бiлiнiйна функцiя не може
розкладатися в добуток двох лiнiйних функцiй.
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28. Нехай ϕ — додатно визначена ермiтова функцiя на комплексному
просторi V , A : V → V — лiнiйне перетворення.

a) Доведiть, що коли для кожного вектора v ∈ V ϕ(A(v), v) = 0, то
перетворення A — нульове.

b) Чи залишиться це твердження правильним для симетричних бi-
лiнiйних функцiй на дiйсному просторi?

29.∗ Нехай ϕ(x,y) =
∑

aijxiyj та ψ(x,y) =
∑

bijxiyj — невiд’ємно (до-
датно) визначенi симетричнi функцiї. Доведiть, що бiлiнiйна функцiя
µ(x,y) =

∑
aijbijxiyj також є невiд’ємно (додатно) визначеною.

30. Нехай ϕ — невироджена кососиметрична бiлiнiйна функцiя на n–
вимiрному просторi. Доведiть, що для кожної кососиметричної матрицi
A порядку n знайдеться така система векторiв v1, . . . , vn, що A збiгає-
ться з матрицею Грама G = (ϕ(vi, vj)) цiєї системи векторiв.

31.∗ Доведiть, що коли для довiльних векторiв u та v з рiвностi ϕ(u, v) =
0 випливає рiвнiсть ϕ(v,u) = 0, то бiлiнiйна функцiя ϕ є симетричною
або кососиметричною.

32. Доведiть, що ермiтова функцiя ϕ(x,y) вiдновлюється за своєю ква-
дратичною функцiєю f(x) = ϕ(x,x).

33.∗ Пiдпростiр U ⊆ V називається iзотропним вiдносно бiлiнiйної фун-
кцiї ϕ, якщо ϕ(u, v) = 0 для всiх v,u ∈ U . Нехай ϕ — кососиметрична,
а V ⊥ — її ядро. Доведiть, що розмiрнiсть максимального iзотропного

пiдпростору U дорiвнює dimU =
dim V + dim V ⊥

2
.

Домашнє завдання

34. З’ясуйте, якi з наступних функцiй будуть бiлiнiйними функцiями
на C як векторному просторi над R: a) f(z, u) = Re (zu); b) f(z, u) =
Re (zu); c) f(z, u) = |zu|; d) f(z, u) = Im (zu). У разi позитивної вiдпо-
вiдi з’ясуйте, чи буде ця бiлiнiйна функцiя симетричною, i знайдiть її
матрицю в базi 1, i.

35. З’ясуйте, при яких елементарних перетвореннях бази простору ма-
триця бiлiнiйної функцiї змiнюється за тим же правилом, що й матриця
лiнiйного перетворення.
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36. Бiлiнiйна функцiя f на просторi C3 задана своєю матрицею A =


i 1 + i 0
−1 + i 0 2− i
2 + i 3− i −1


. Обчислiть f(x,y), якщо x = (1 + i, 1 − i, 1),

y = (−2 + i,−i, 3 + 2i).

37. Знайдiть матрицю бiлiнiйної функцiї в новiй базi, якщо вiдомi її ма-

триця A =




0 2 1
−2 2 0
−1 0 3


 в старiй базi та матриця T =




1 0 −1
2 1 1
−1 −1 −3




переходу до нової бази.

38. У базi e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0), e3 = (0, 0, 1) простору R3 задано

бiлiнiйну форму ϕ з матрицею F =




0 1 2
4 0 3
5 6 0


 i лiнiйне перетворення

A з матрицею A =




1 −4 3
4 −1 −2
−3 2 1


. Знайдiть у цiй же базi матрицi

бiлiнiйних форм ψr(x,y) = ϕ(x,A(y)) та ψl(x,y) = ϕ(A(x),y).

39. Знайдiть канонiчний вигляд симетричної бiлiнiйної функцiї
2x1y2 + 3x1y3 + 2x2y1 − x2y3 + 3x3y1 − x3y2 + x3y3.

40. Зведiть кососиметричну бiлiнiйну форму до дiагонального вигляду
i знайдiть формули переходу до нових координат:

a) x1y2 − x2y1 − x1y4 + x4y1 + 2(x2y3 − x3y2) + 3(x3y4 − x4y3);
b) x1y2 − x2y1 + x1y4 − x4y1 − x2y3 + x3y2 + x3y4 − x4y3.

41. У просторi R3 знайдiть ортогональне доповнення до пiдпростору
U = 〈(1, 2, 3), (4, 5, 6)〉 вiдносно бiлiнiйної функцiї з матрицею

F =




1 −1 2
−1 0 −3
2 −3 7


 .

Лiтература. [1], с. 81–83; [2], с. 191–195; [3], с. 57–61; [4], с. 187–191;
[5], с. 309–321; [7], с. 200–204, 205–210, 212–215; [8], с. 41–44; [13], с. 207–
211.
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Заняття 13. Квадратичнi функцiї
Необхiднi поняття. Квадратичною функцiєю f : V → P на просто-

рi V називається функцiя, яка одержується з деякої бiлiнiйної функцiї
ϕ : V × V → P ототожненням аргументiв (тобто f(v) = ϕ(v, v) для всiх
v ∈ V ).

Матрицею [f ] квадратичної функцiї f(v) = ϕ(v, v) у базi e1, . . . , en

називають матрицю A = (aij) вiдповiдної симетричної бiлiнiйної фун-
кцiї ϕ у цiй же базi.

Квадратична функцiя

f =
n∑

i=1

aiix
2
i +

n∑

i<j

2aijxixj

має канонiчний вигляд, якщо ненульовими є лише коефiцiєнти при ква-
дратах (тобто коли з i < j випливає aij = 0).

Кожну квадратичну функцiю невиродженим лiнiйним перетворен-
ням можна звести до канонiчного вигляду. Бiльше того, якщо квадра-
тична функцiя має ранг r, то невиродженим лiнiйним перетворенням її
можна звести до вигляду

y2
1 + · · ·+ y2

k − y2
k+1 − · · · − y2

r (40)

у дiйсному випадку i до вигляду

y2
1 + · · ·+ y2

r (41)

в комплексному випадку. Такий вигляд квадратичної функцiї називає-
ться нормальним.

Якщо дiйсна квадратична функцiя f зводиться до вигляду (40), то
пара (k, r) називається сигнатурою квадратичної форми f , а самi числа
k та r — вiдповiдно додатним i вiд’ємним iндексами iнерцiї функцiї f .

Дiйсна квадратична функцiя f(x) на просторi V називається дода-
тно визначеною, якщо для кожного ненульового вектора x f(x) > 0.
Замiнюючи в цьому означеннi знак > послiдовно на ≥, < та ≤, прихо-
димо вiдповiдно до понять невiд’ємно визначеної, вiд’ємно визначеної
i недодатно визначеної квадратичних функцiй.

Симетрична бiлiнiйна функцiя ϕ(x,y) називається додатно визна-
ченою, якщо такою є вiдповiдна квадратична функцiя f(x) = ϕ(x,x).
Враховуючи бiєкцiю (при фiксованiй базi простору) мiж симетрични-
ми бiлiнiйними функцiями i симетричними матрицями, можна говороти
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про додатно визначенi симетричнi матрицi. Аналогiчно переносяться i
поняття невiд’ємної визначеностi, вiд’ємної визначеностi i недодатної
визначеностi.

Необхiднi твердження. 1.Якщо ϕ = ϕсим+ϕкос — розклад бiлiнiйної
функцiї ϕ в суму симетричної й кососиметричної, то квадратична фун-
кцiя f(v) = ϕ(v, v) повнiстю визначається симетричною компонентою
ϕсим функцiї ϕ i не залежить вiд її кососиметричної компоненти. Бiль-
ше того, ця вiдповiднiсть мiж симетричними бiлiнiйними функцiями на
просторi V i квадратичними функцiями на V є взаємно однозначною.

2. Якщо [f ] — матриця квадратичної функцiї ϕ у базi e1, . . . , en, а
[x ] — координати вектора x у цiй же базi, то

f(x) = [x ]> · [f ] · [x ] .

3. При переходi до нової бази у просторi V матриця квадратичної
функцiї ϕ : V × V → P змiнюється за правилом

[f ]′ = S> · [f ] · S ,

де S — матриця переходу до нової бази.
4. Метод Якобi зведення квадратичної функцiї до канонiчного ви-

гляду. Якщо головнi кутовi мiнори

∆1 = a11, ∆2 =
∣∣∣∣

a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ , . . . , ∆n−1 =

∣∣∣∣∣∣

a11 . . . a1,n−1

. . . . . . . . . . . . .
an−1,1 . . . an−1,n−1

∣∣∣∣∣∣

матрицi квадратичної функцiї f вiд n змiнних ненульовi, то iснує орто-
гональна база, в якiй функцiя f має канонiчний вигляд

f = ∆1x
2
1 +

∆2

∆1
x2

2 +
∆3

∆2
x2

3 + · · ·+ ∆n

∆n−1
x2

n .

5. Закон iнерцiї дiйсних квадратичних форм. Кiлькiсть додатних
i кiлькiсть вiд’ємних коефiцiєнтiв у канонiчному виглядi дiйсної ква-
дратичної форми не залежать вiд способу її зведення до канонiчного
вигляду.

6. Дiйсна квадратична функцiя буде додатно визначеною тодi й ли-
ше тодi, коли її додатний iндекс iнерцiї дорiвнює розмiрностi простору.
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7. Критерiй Сильвестра додатної визначеностi квадратичної фун-
кцiї. Дiйсна квадратична функцiя f з матрицею [f ] = (aij) буде
додатно визначеною тодi й лише тодi, коли всi головнi кутовi мiнори

∆1 = a11, ∆2 =
∣∣∣∣

a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ , . . . , ∆n =

∣∣∣∣∣∣

a11 . . . a1n

. . . . . . . .
an1 . . . ann

∣∣∣∣∣∣

матрицi [f ] є додатними.

Приклади розв’язання типових задач

Задача 1. Знайдiть симетричну бiлiнiйну форму, асоцiйовану з ква-
дратичною формою f(x) = ϕ(x,x), якщо

ϕ(x,y) = 2x1y1 − 3x1y2 − 4x1y3 + x2y1 − 5x2y3 + x3y3.

Розв’язання. Форма, яку потрiбно знайти, це — перший доданок у роз-
кладi форми ϕ(x,y) у суму симетричної й кососиметричної форм. По-
заяк такий розклад має вигляд

ϕ(x,y) =
1
2
(
ϕ(x,y) + ϕ(y,x)

)
+

1
2
(
ϕ(x,y)− ϕ(y,x)

)
,

то шукана форма дорiвнює

1
2
(
ϕ(x,y) + ϕ(y,x)

)
=

1
2
(
(2x1y1 − 3x1y2 − 4x1y3 + x2y1 − 5x2y3 + x3y3)+

+(2y1x1 − 3y1x2 − 4y1x3 + y2x1 − 5y2x3 + y3x3)
)

=

= 2x1y1 − x1y2 − 2x1y3 − x2y1 − 5
2
x2y3 − 2x3y1 − 5

2
x3y2 + x3y3.

Задача 2. Зведiть дiйсну квадратичну функцiю

f = x2
1 + 6x1x2 + 5x2

2 − 4x1x3 − 12x2x3 + 4x2
3 − 4x2x4 − 8x3x4 − x2

4

до канонiчного вигляду методом Лагранжа i методом Якобi.

Розв’язання. a) Метод Лагранжа. Спочатку доповнюємо групу членiв
з x1 до повного квадрату:

x2
1 + 6x1x2 − 4x1x3 = (x1 + 3x2 − 2x3)2 − 9x2

2 − 4x4
3 + 12x2x3 .
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Пiсля замiни y1 = x1 + 3x2 − 2x3 отримуємо:

y2
1 − 4x2

2 − 4x2x4 − 8x3x4 − x2
4.

Далi доповнюємо до повного квадрату групу членiв з x2:

−4x2
2 − 4x2x4 = −(2x2 + x4)2 + x2

4

i пiсля замiни y2 = 2x2 + x4 отримуємо:

f = y2
1 − y2

2 − 8x3x4.

Квадрати змiнних x3 та x4 вiдсутнi. Тому робимо допомiжну замiну

x3 = y3 + y4, x4 = y3 − y4

(або, що те ж саме, y3 = 1
2 (x3 + x4), y4 = 1

2 (x3 − x4)). Пiсля цього
квадратична функцiя вже набуває канонiчного вигляду:

f = y2
1 − y2

2 − 8y2
3 + 8y2

4 .

b) Метод Якобi. Виписуємо матрицю квадратичної функцiї:



1 3 −2 0
3 5 −6 −2
−2 −6 4 −4
0 −2 −4 −1


 , (42)

i починаємо обчислювати головнi кутовi мiнори:

∆1 = 1, ∆2 =
∣∣∣∣
1 3
3 5

∣∣∣∣ = −4, ∆3 =

∣∣∣∣∣∣

1 3 −2
3 5 −6
−2 −6 4

∣∣∣∣∣∣
= 0.

Оскiльки ∆3 = 0, а визначник матрицi квадратичної форми ненульовий:

∆4 =

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 3 −2 0
3 5 −6 −2
−2 −6 4 −4
0 −2 −4 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 64,

то метод Якобi безпосередньо для матрицi (42) не спрацьовує. Потрiбна
допомiжна замiна змiнних, яка зробить головнi кутовi мiнори ненульо-
вими. Спробуємо перенумерувати змiннi у зворотному порядку:

z1 = x4, z2 = x3, z3 = x2, z4 = x1.
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Квадратична функцiя набуває вигляду

z2
4 + 6z4z3 + 5z2

3 − 4z4z2 − 12z3z2 + 4z2
2 − 4z3z1 − 8z2z1 − z2

1 ,

а її матриця — вигляду



−1 −4 −2 0
−4 4 −6 −2
−2 −6 5 3
0 −2 3 1


 . (43)

Зауважимо, що матрицю (43) можна одержати з (42) перестановкою
рядкiв у зворотному порядку, а потiм такою ж перестановкою стовпчи-
кiв. Головнi кутовi мiнори тепер дорiвнюють:

∆1 = −1, ∆2 =
∣∣∣∣
−1 −4
−4 4

∣∣∣∣ = −20, ∆3 =

∣∣∣∣∣∣

−1 −4 −2
−4 4 −6
−2 −6 5

∣∣∣∣∣∣
= −176, ∆4 = 64.

Позаяк усi вони ненульовi, то можна виписувати канонiчний вигляд:

∆1 · y2
1 +

∆2

∆1
· y2

2 +
∆3

∆2
· y2

3 +
∆4

∆3
· y2

4 = −y2
1 + 20 · y2

2 +
44
5
· y2

3 −
4
11
· y2

4 .

Зауваження. Як бачимо, канонiчний вигляд квадратичної функцiї
дуже сильно залежить вiд способу зведення до такого вигляду. Що не
залежить вiд способу зведення, так це кiлькiсть додатних i кiлькiсть
вiд’ємних коефiцiєнтiв.

Задача 3. Знайдiть нормальний вигляд дiйсної квадратичної функцiї
4x2

1+x2
2+x2

3−4x1x2+4x1x3−3x2x3 i невироджене лiнiйне перетворення
змiнних, яке приводить до цього вигляду.

Розв’язання. Оскiльки нам потрiбно знайти i вiдповiдне перетворення
координат, то зводити функцiю до нормального вигляду краще методом
Лагранжа:

(4x2
1 − 4x1x2 + 4x1x3) + x2

2 + x2
3 − 3x2x3 = (2x1 − x2 + x3)2 − x2x3.

Пiсля замiни 2x1 − x2 + x3 = y1, x2 = y2 + y3, x3 = y2 − y3 функцiя
набуває канонiчного вигляду:

y2
1 − y2

2 + y2
3 .
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Перетворення змiнних, яке приводить функцiю до цього вигляду, випи-
сується вже легко:

x2 = y2 + y3, x3 = −y2 + y3,

x1 =
1
2
(y1 + x2 − x3) =

1
2
(y1 + y2 + y3 − y2 + y3) =

1
2
y1 + y3.

Задача 4. Знайдiть невироджене лiнiйне перетворення змiнних, яке
переводить квадратичну функцiю

f = 5x2
1 + 5x2

2 + 2x2
3 + 8x1x2 + 6x1x3 + 6x2x3

у квадратичну функцiю

g = 4y2
1 + y2

2 + 9y2
3 − 12y1y3 .

Розв’язання. Зведемо спочатку кожну з функцiй до нормального ви-
гляду методом Лагранжа:

f = 5x2
1 + 5x2

2 + 2x2
3 + 8x1x2 + 6x1x3 + 6x2x3 =

= (5x2
1 + 8x1x2 + 6x1x3) + 5x2

2 + 2x2
3 + 6x2x3 =

=
(√

5x1 +
4√
5
x2 +

3√
5
x3

)2

+
9
5
x2

2 +
1
5
x2

3 +
6
5
x2x3 =

=
(√

5x1 +
4√
5
x2 +

3√
5
x3

)2

+
( 3√

5
x2 +

1√
5
x3

)2

.

Пiсля замiни
√

5x1 +
4√
5
x2 +

3√
5
x3 = z1,

3√
5
x2 +

1√
5
x3 = z2, x3 = z3

отримуємо: f = z2
1 + z2

2 .
Аналогiчно:

g = 4y2
1 + y2

2 + 9y2
3 − 12y1y3 =

= (4y2
1 − 12y1y3) + y2

2 + 9y2
3 = (2y1 − 3y3)2 + y2

2 .

Пiсля замiни 2y1 − 3y3 = z1, y2 = z2, y3 = z3 отримуємо: g = z2
1 + z2

2 .
Таким чином, ми привели обидвi функцiї до одного й того ж нор-

мального вигляду. Тепер знаючи, як зети виражаються через iкси та
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iгреки, можна iкси виразити через iгреки:

x3 = z3 = y3;

x2 =
√

5
3

(
z2 − 1√

5
x3

)
=
√

5
3

z2 − 1
3
x3 =

√
5

3
y2 − 1

3
y3;

x1 =
1√
5

(
z1 − 4√

5
x2 − 3√

5
x3

)
=

=
1√
5

(
2y1 − 3y3

)− 4
5

(√5
3

y2 − 1
3
y3

)
− 3

5
y3 =

=
2
√

5
5

y1 − 4
√

5
15

y2 −
(3
√

5
5

+
1
3

)
y3.

Таким чином, лiнiйне перетворення змiнних, яке переводить функцiю f
у функцiю g, має вигляд:

x1 =
2
√

5
5

y1 − 4
√

5
15

y2 −
(3
√

5
5

+
1
3

)
y3, x2 =

√
5

3
y2 − 1

3
y3, x3 = y3.

Задача 5. Зведiть квадратичну функцiю f =
n∑

i=1

x2
i +

n∑
i<j

xixj до кано-

нiчного вигляду.

Розв’язання. Щоб коефiцiєнти матрицi функцiї були цiлими числами,
зручно замiсть f взяти функцiю 2f (очевидно, що цi функцiї еквiвален-
тнi). Тодi матриця функцiї матиме вигляд




2 1 1 . . . 1
1 2 1 . . . 1
1 1 2 . . . 1
. . . . . . . . .
1 1 1 . . . 2




.

Головнi кутовi мiнори цiєї матрицi легко обчислюються (спочатку всi
рядки додаємо до першого, а потiм, пiсля винесення спiльного множни-
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ка за визначник, вiд кожного рядка вiднiмаємо перший):

∆k =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 1 1 . . . 1
1 2 1 . . . 1
1 1 2 . . . 1
. . . . . . . . .
1 1 1 . . . 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

k + 1 k + 1 k + 1 . . . k + 1
1 2 1 . . . 1
1 1 2 . . . 1

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
1 1 1 . . . 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

= (k + 1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 . . . 1
1 2 1 . . . 1
1 1 2 . . . 1
. . . . . . . . .
1 1 1 . . . 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= (k + 1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 . . . 1
0 1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0
. . . . . . . . .
0 0 0 . . . 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= (k + 1).

За методом Якобi виписуємо канонiчний вигляд:

f = 2y2
1 +

3
2
y2
2 +

4
3
y2
3 + · · ·+ n + 1

n
y2

n.

Задача 6. З’ясуйте, чи будуть еквiвалентними над полем R або над
полем C квадратичнi функцiї f = x2

1 + 2x2
2 + 5x2

3 − 2x1x2 + 4x2x3 та
g = x2

1 + 4x2
2 + x2

3 − 4x1x2 + 2x1x3?

Розв’язання. Зведемо обидвi функцiї до канонiчного вигляду методом
Лагранжа:

f = x2
1 + 2x2

2 + 5x2
3 − 2x1x2 + 4x2x3 =

= (x2
1 − 2x1x2 + x2

2) + (x2
2 + 4x2x3 + 4x2

3) + x2
3 =

= (x1 − x2)2 + (x2 + 2x3)2 + x2
3 = y2

1 + y2
2 + y3

3 ,

де x1 − x2 = y1, x2 + 2x3 = y2, x3 = y3.

g = x2
1 + 4x2

2 + x2
3 − 4x1x2 + 2x1x3 = (x2

1 − 4x1x2 + 2x1x3) + 4x2
2 + x2

3 =

= (x1 − 2x2 + x3)2 + 4x2x3 = y2
1 + y2

2 − y3
3 ,

де x1 − 2x2 + x3 = y1, 2x2 = y2 + y3, 2x3 = y2 − y3.
Оскiльки сигнатури функцiй — вiдповiдно (3, 0) та (2, 1) — рiзнi, то

над полем R вони не еквiвалентнi. З iншого боку, ранги обох функцiй
дорiвнюють 3. Тому над полем C вони еквiвалентнi.

Задача 7. З’ясуйте, для яких значень параметра λ дiйсна квадрати-
чна функцiя f = 5x2

1 + x2
2 + λx2

3 + 4x1x2 + 2x1x3 − 2x2x3 буде додатно
визначеною.
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Розв’язання. За критерiєм Сильвестра функцiя f буде додатно визна-
ченою тодi й лише тодi, коли всi головнi кутовi мiнори її матрицi




5 2 1
2 1 −1
1 −1 λ




будуть додатними. Обчислимо цi мiнори:

∆1 = 5, ∆2 =
∣∣∣∣
5 2
2 1

∣∣∣∣ = 1, ∆3 =

∣∣∣∣∣∣

5 2 1
2 1 −1
1 −1 λ

∣∣∣∣∣∣
= λ− 10.

Позаяк ∆1 > 0 i ∆2 > 0, то функцiя f буде додатно визначеною тодi й
лише тодi, коли буде виконуватися нерiвнiсть ∆3 = λ − 10 > 0, тобто
коли λ > 10.

Основнi задачi

8. Знайдiть симетричну бiлiнiйну функцiю, асоцiйовану з квадрати-
чною функцiєю:

a) x2
1 + 2x2

2 − x2
3 + 2x1x2 − 6x1x3 + 4x2x3;

b) x1x2 + x1x3 + x2x3.

9. Знайдiть кiлькiсть класiв еквiвалентних мiж собою квадратичних
функцiй вiд n невiдомих a) над полем C, b) над полем R.

10. Зведiть квадратичну функцiю до канонiчного вигляду методом
Якобi:

a) x2
1 + x2

2 + 3x2
3 + 4x1x2 + 2x1x3 + 2x2x3;

b) x2
1 − 2x2

2 + x2
3 + 2x1x2 + 4x1x3 + 2x2x3;

c) x2
1 + 2x2

2 + x2
3 + 2x1x2 + 4x1x3 + 2x2x3;

d) x2
1 − 3x2

2 − 2x1x2 + 2x1x3 − 6x2x3.

11. Зведiть квадратичну функцiю до нормального вигляду методом Ла-
гранжа:

a) x1x2 + x2x3 + x3x4;
b) x1x2 + x1x3 + x1x4 + x2x3 + x2x4 + x3x4;
c) x1x2 + x2x3 + x3x1;
d) x1x2 + x2x3 + x3x4 + x4x1.
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12. Знайдiть нормальний вигляд дiйсної квадратичної функцiї i неви-
роджене лiнiйне перетворення, яке приводить до цього вигляду:

a) x2
1 + 5x2

2 − 4x2
3 + 2x1x2 − 4x1x3;

b) 2x2
1 + 18x2

2 + 8x2
3 − 12x1x2 + 8x1x3 − 27x2x3.

13. Знайдiть невироджене лiнiйне перетворення, яке переводить ква-
дратичну функцiю f = 3x2

1 + 10x2
2 + 25x2

3 − 12x1x2 − 18x1x3 + 40x2x3 у
квадратичну функцiю g = 5y2

1 + 6y2
2 + 12y1y2.

14. З’ясуйте, чи будуть еквiвалентними над полем R або над полем C
квадратичнi функцiї f та g:

a) f = 2x2
1 + 9x2

2 + 3x2
3 + 8x1x2 − 4x1x3 − 10x2x3,

g = 2x2
1 + 3x2

2 + 6x2
3 − 4x1x2 − 4x1x3 + 8x2x3;

b) f = x2
1 + x2

2 + x2
3 − 2x2

4 − 2x1x2 + 2x1x3 − 2x1x4 + 2x2x3 − 4x2x4,
g = x2

1 + x1x2 + x3x4;

15. З’ясуйте, якi з наступних квадратичних функцiй еквiвалентнi мiж
собою над полем R:

a) f1 = x2
1 − x2x3, f2 = y1y2 − y2

3 , f3 = z1z2 + z2
3 ;

b) f1 = x2
1 + 4x2

2 + x2
3 + 4x1x2 − 2x1x3, f2 = y2

1 + 2y2
2 − y2

3 + 4y1y2−
2y1y3 − 4y2y3, f3 = −4z2

1 − z2
2 − z2

3 − 4z1z2 + 4z1z3 + 18z2z3.

16. Зведiть квадратичну функцiю до канонiчного вигляду:

a) x1x2 + x2x3 + x3x4 + · · ·+ xn−1xn; b)
n∑

i<j

xixj .

17. Доведiть, що в додатно визначеної квадратичної форми всi коефi-
цiєнти при квадратах є додатними. Чи буде ця умова достатньою для
додатної визначеностi квадратичної форми?

18. З’ясуйте, чи буде додатно визначеною квадратична функцiя:
x2

1 + 2x2
2 + 3x2

3 + 4x2
4 + 2x1x2 + 2x1x3 + 2x1x4 + 4x2x3 + 4x2x4 + 6x3x4;

19. З’ясуйте, для яких значень параметра λ квадратична функцiя буде
додатно визначеною:

a) x2
1 + 4x2

2 + x2
3 + 2λx1x2 + 10x1x3 + 6x2x3;

b) 2x2
1 + x2

2 + 3x2
3 + 2λx1x2 + 2x1x3.

20. Доведiть, що квадратична функцiя буде вiд’ємно визначеною тодi
й лише тодi, коли знаки головних кутових мiнорiв ∆1, ∆2, . . . , ∆n її
матрицi чергуються, причому ∆1 < 0.
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21. З’ясуйте, для яких значень параметра λ квадратична функцiя буде
вiд’ємно визначеною:

a) −x2
1 + λx2

2 − x2
3 + 4x1x2 + 8x2x3;

b) λx2
1 − 2x2

2 − 3x2
3 + 2x1x2 − 2x1x3 + 2x2x3.

22. Доведiть, що коли в симетричнiй матрицi всi головнi кутовi мiнори
додатнi, то всi дiагональнi елементи також додатнi.

23. Нехай l1, . . . , lp, lp+1, . . . , lp+q, — дiйснi лiнiйнi функцiї вiд x1, . . . , xn.
Доведiть, що для квадратичної функцiї f = l21 + · · ·+ l2p− l2p+1−· · ·− l2p+q

додатний iндекс iнерцiї ≤ p, а вiд’ємний iндекс ≤ q.

Додатковi задачi

24. Знайдiть невироджене лiнiйне перетворення змiнних, яке приводить
квадратичну функцiю iз зад. 13.5 до нормального вигляду.

25.∗ Зведiть квадратичну функцiю
n∑

i<j

|i − j| · xixj до нормального

вигляду.

26. Знайдiть додатний i вiд’ємний iндекси iнерцiї квадратичної функцiї
f(A) = trA2 на просторi матриць Mn(R).

27.∗ Вiдомо, що в деякiй базi головнi мiнори матрицi дiйсної квадра-
тичної форми f вiд чотирьох змiнних задовольняють умови 41 > 0,
42 = 43 = 0, 44 > 0. Знайдiть сигнатуру форми f .

28. Доведiть, що дiйсна квадратична форма f =
n∑

i,j=1

aijxixj , яка за-

довольняє умову aii >
n∑

j=1,j 6=i

|aij |, i = 1, 2 . . . , n, є додатно визначеною.

29.∗ Доведiть, що квадратична форма буде невiд’ємно (додатно) визна-
ченою тодi й лише тодi, коли її матриця A розкладається в добуток
A = B>B, де B — (невироджена) матриця.

30. Нехай A — додатно визначена матриця. Доведiть, що обернена ма-
триця A−1 i приєднана матриця A∗ також додатно визначенi.

31. Доведiть, що для кожної додатно визначеної квадратичної функцiї
f виконується нерiвнiсть

√
f(x+ y) ≤

√
f(x) +

√
f(y). За яких умов

буде мати мiсце рiвнiсть?
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32. Нехай f та g — дiйснi квадратичнi функцiї на n–вимiрному просто-
рi, причому принаймнi одна з них є додатно визначеною. Доведiть, що
“поверхнi” f = 1 i g = 1 не мають спiльних точок тодi й лише тодi, коли
функцiя f − g є додатно або вiд’ємно визначеною.

33.∗ Доведiть, що коли дiйсна квадратична функцiя f набуває значень
рiзних знакiв (тобто iснують такi вектори v1, v2, що f(v1) < 0 та f(v2) >
0), то в просторi iснує база з iзотропних векторiв (вектор v називається
iзотропним, якщо f(v) = 0).

34.∗ Доведiть, що множина iзотропних векторiв утворює пiдпростiр то-
дi й лише тодi, коли вiдповiдна функцiя f є невiд’ємно або недодатно
визначеною. Знайдiть розмiрнiсть цього пiдпростору.

35. Пiдпростiр U ⊆ V називається iзотропним вiдносно бiлiнiйної фун-
кцiї ϕ, якщо ϕ(u, v) = 0 для всiх v,u ∈ U . Нехай ϕ — невироджена си-
метрична бiлiнiйна функцiя, а p та q — її додатний i вiд’ємний iндекси
iнерцiї вiдповiдно. Доведiть, що максимальна розмiрнiсть iзотропного
пiдпростору дорiвнює min(p, q).

36. Чи будуть еквiвалентними квадратичнi функцiї:
a) f = 4x2 + 8xy + 3y2 та g = 3x2 + 2xy + 3y2 над Z;
b) f = 3x2 + 6xy та g = 2x2 + 3xy + 4y2 над Z7?

37.∗ Нехай f — невироджена квадратична функцiя на просторi V над
довiльним полем P . Доведiть, що коли f набуває значення 0 на якомусь
ненульовому векторi, то вона набуває усiх значень з поля P .

38.∗∗ (Правило Гундельфiнґера) Нехай послiдовнiсть ∆0 = 1, ∆1,
. . . , ∆n головних кутових мiнорiв матрицi квадратичної форми f вiд n
змiнних задовольняє такi умови:

1) ∆n 6= 0;
2) якщо ∆k = 0 для деякого k, 1 ≤ k < n,, то ∆k−1∆k+1 6= 0.

Нульовим значенням ∆k довiльним чином припишемо знаки. Доведiть,
що додатний (вiд’ємний) iндекс iнерцiї форми f дорiвнює числу повто-
рень (перемiн) знака в послiдовностi ∆0, ∆1, . . . , ∆n.

39.∗∗ Доведiть, що над полем R з точнiстю до лiнiйної замiни змiнних
iснує рiвно 5 типiв кубiчних форм вiд двох змiнних.

172



Домашнє завдання
40. Знайдiть симетричну бiлiнiйну функцiю, асоцiйовану з квадрати-
чною функцiю f(x) = ϕ(x,x), якщо ϕ(x,y) = −x1y1 + x2y1 − 2x2y2 +
3x2y3 − x3y1 + 2x3y3.

41. Знайдiть необхiднi й достатнi умови того, щоб дiйсна квадратична
функцiя f(x) була еквiвалентна функцiї −f(x).

42. Зведiть квадратичну функцiю до канонiчного вигляду методом Яко-
бi:

a) x2
1 + 2x2

2 + 2x2
3 + 2x1x2 + 2x2x3;

b) x2
1 + 4x2

2 + 11x2
3 + 24x2

4 − 2x1x3 − 4x1x4 + 4x2x3 + 16x3x4.

43. Зведiть квадратичну функцiю до канонiчного вигляду методом Ла-
гранжа:

a) x2
1 + 4x2

2 + x2
3 − 4x1x2 + 2x1x3;

b) x1x2 + 2x1x3 + 3x1x4 + x2x3 + 2x2x4 + x3x4.

44. Знайдiть нормальний вигляд дiйсної квадратичної функцiї
−12x2

1 − 3x2
2 − 12x2

3 + 12x1x2 − 24x1x3 + 8x2x3

i невироджене лiнiйне перетворення, яке приводить до цього вигляду.

45. З’ясуйте, чи будуть еквiвалентними над полем R або над полем C
квадратичнi функцiї f = x2

1 +4x2
2 +x2

3 +4x1x2− 2x1x3 та g = x2
1 +2x2

2−
x2

3 + 4x1x2 − 2x1x3 − 4x2x3.

46. З’ясуйте, для яких значень параметра λ дiйсна квадратична фун-
кцiя буде додатно визначеною:

a) 2x2
1 + 2x2

2 + x2
3 + 2λx1x2 + 6x1x3 + 2x2x3;

b) x2
1 + x2

2 + 5x2
3 + 2λx1x2 − 2x1x3 + 4x2x3.

Лiтература. [1], с. 83–100; [2], с. 194, 198–201; [3], с. 62–84, 87–94;
[4], с. 191–198; [5], с. 321–337; [7], с. 204–205, 215–219; [8], с. 45–57;
[10], с. 54–64, 77–81; [12], с. 143–156; [13], с. 211–227, 237–243, 284–292,
313–316.

Заняття 14. Геометрiя евклiдових та унiтар-
них просторiв

Необхiднi поняття. Евклiдовим простором називається векторний
простiр над полем дiйсних чисел з фiксованою додатно визначеною си-
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метричною бiлiнiйною функцiєю ϕ. Ця функцiя зазвичай називається
скалярним добутком.

Унiтарним простором називається векторний простiр над полем
комплексних чисел з фiксованою додатно визначеною ермiтовою пiвто-
ралiнiйною функцiєю ϕ. Ця функцiя називається (ермiтовим) скаляр-
ним добутком.

Оскiльки функцiя ϕ — фiксована, то замiсть ϕ(u, v) вживають ко-
ротшi позначення (u, v) або u ·v.

Довжиною (або нормою) вектора v називається число |v | :=
√

(v, v).
Вектори u та v називаються ортогональними, якщо (v, v) = 0.
База, вектори якої попарно ортогональнi, називається ортогональ-

ною. Якщо до того ж усi вектори бази мають довжину 1, то база нази-
вається ортонормованою.

Множина U⊥ всiх векторiв, ортогональних до кожного вектора з U
називається ортогональним доповненням U .

В евклiдовому просторi кут α мiж ненульовими векторами v та u

визначається рiвнiстю cos α :=
(v,u )
|v | · |u | . Зауважимо, що в унiтарному

просторi поняття кута не визначається.

Необхiднi твердження. 1. Довiльна система попарно ортогональних
ненульових векторiв є лiнiйно незалежною.

2. Два скiнченновимiрнi евклiдовi (унiтарнi) простори будуть iзо-
морфними тодi й лише тодi, коли вони мають однакову розмiрнiсть.

3. Нерiвнiсть Кошi–Буняковського–Шварца. Для довiльних векто-
рiв u, v евклiдового (унiтарного) простору виконується нерiвнiсть

|v ·u | ≤ |v | · |u | .

Рiвнiсть досягається, коли вектори u, v пропорцiйнi.
4.Нерiвнiсть трикутника. |v+u | ≤ |v |+|u | для довiльних векторiв

v та u евклiдового (унiтарного) простору.
5. У кожному евклiдовому (унiтарному) просторi iснує ортонормо-

вана база.
6. Для довiльної непустої пiдмножини U ортогональне доповнення

U⊥ є пiдпростором. Якщо U — пiдпростiр, то (U⊥)⊥ = U.
7. Для довiльного пiдпростору U ⊆ V евклiдового (унiтарного) про-

стору V виконується рiвнiсть V = U ⊕U⊥ . Зокрема, dim U⊥ = dim V −
dim U .
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8. Якщо e1, e2, . . . , en — ортонормована база простору V , то скаляр-
ний добуток векторiв x = x1e1 + · · · + xnen та y = y1e1 + · · · + ynen

обчислюється за формулою

(x,y) = x1y1 + x2y2 + · · ·+ xnyn

в евклiдовому просторi, i за формулою

(x,y) = x1y1 + x2y2 + · · ·+ xnyn

— в унiтарному просторi.

Приклади розв’язання типових задач

Задача 1. Нехай (x,y)1 i (x,y)2 — два рiзнi скалярнi добутки на одно-
му й тому ж векторному просторi V . Доведiть, що функцiя (x,y)1 +
(x,y)2 також є скалярним добутком на V .

Розв’язання. Якщо в просторi зафiксувати базу, то з’являється взаєм-
но однозначна вiдповiднiсть мiж симетричними бiлiнiйними (вiдповiдно
ермiтовими пiвторалiнiйними) функцiями i симетричними (вiдповiдно
ермiтовими) матрицями. Позаяк сума двох таких матриць знову є си-
метричною (вiдповiдно ермiтовою), то функцiя (x,y)1 +(x,y)2 є симе-
тричною бiлiнiйною (вiдповiдно ермiтовою пiвторалiнiйною).

Лишилося довести додатну визначенiсть нашої функцiї. Та це вiд-
разу випливає з того, що для ненульового вектора x обидва доданки в
правiй частинi виразу (x,x)1 + (x,x)2 є додатними.

Задача 2. У просторi R4 зi стандартним скалярним добутком зна-
йдiть довжини сторiн i внутрiшнi кути трикутника з вершинами
A = (1, 2, 1, 2), B = (3, 1,−1, 0), C = (1, 1, 0, 1).

Розв’язання. Щоб знайти координати вектора
−−→
XY з початком у точцi

X i кiнцем у точцi Y , треба вiд координат кiнця вiдняти координати по-
чатку. Тому

−−→
AB = (3, 1,−1, 0) − (1, 2, 1, 2) = (2,−1,−2,−2). Аналогiчно

знаходимо:
−→
AC = (0,−1,−1,−1);

−−→
BC = (−2, 0, 1, 1). Тепер легко знайти

довжини сторiн трикутника:

|AB| =
√

22 + (−1)2 + (−2)2 + (−2)2 =
√

13; |AC| =
√

3, |BC| =
√

6.
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Щоб знайти кути, спочатку знаходимо їх косинуси:

cos ∠A =
−−→
AB · −→AC

|AB| · |AC| =
5√
39

,

cos ∠B =
−−→
BA · −−→BC

|BA| · |BC| =
8√
78

, cos∠C =
−→
CA · −−→CB

|CA| · |CB| = −
√

2
3

.

Звiдси ∠A = arccos 5√
39

, ∠B = arccos 8√
78

, ∠C = arccos −
√

2
3 .

Задача 3. У просторi R2[x] зi скалярним добутком

(f(x), g(x)) =

1∫

−1

f(x)g(x)dx

знайдiть кути трикутника, утвореного векторами 1, x та 1 + x.

Розв’язання. Маємо три вершини трикутника: A = 1, B = x, C = 1+x.
Як i в попереднiй задачi, знаходимо:

−−→
AB = x− 1,

−→
AC = (1 + x)− 1 = x,

−−→
BC = (1 + x)− x = 1.

Звiдси

|AB| =
√−−→

AB · −−→AB =

√∫ 1

−1

(1− x)2dx =

√(
x− x2 +

x3

3

)∣∣∣
1

−1
=

2
√

2√
3

,

|AC| =
√−→

AC · −→AC =

√∫ 1

−1

x2dx =
√

2√
3

,

|BC| =
√−−→

BC · −−→BC =

√∫ 1

−1

12dx =
√

2 .

Далi знаходимо:

cos ∠A =
−−→
AB · −→AC

|AB| · |AC| =

∫ 1

−1
(x− 1)xdx

|AB| · |AC| =
1
2

,
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звiдки ∠A = 30◦. Аналогiчно знаходимо:

cos ∠B =
−−→
BA · −−→BC

|BA| · |BC| =

∫ 1

−1
(1− x)dx

|BA| · |BC| =
√

3
2

,

cos ∠C =
−→
CA · −−→CB

|CA| · |CB| =

∫ 1

−1
xdx

|CA| · |CB| = 0 ,

звiдки ∠B = 60◦, ∠C = 90◦.

Задача 4. Доведiть, що сума квадратiв дiагоналей паралелограма до-
рiвнює сумi квадратiв його сторiн.

Розв’язання. Нехай ABCD — паралелограм. Позначимо:
−−→
AB = a,

−−→
AD =

b. Тодi сторони
−−→
DC i

−−→
BC дорiвнюють вiдповiдно a i b. Для дiагоналей−→

AC i
−−→
BD маємо:

−→
AC =

−−→
AB +

−−→
BC = a+ b,

−−→
BD =

−−→
AD−−−→AB = b−a. Тому

|AC|2 + |BD|2 = (a+ b)2 + (b− a)2 = (a2 + 2ab+ b2)+

+(b2 − 2ba+ a2) = 2a2 + 2b2 = |AB|2 + |DC|2 + |AD|2 + |BC|2 ,

що й треба було довести.

Задача 5. Знайдiть довжину дiагоналi n–вимiрного одиничного куба
i кути, якi вона утворює з ребрами куба.

Розв’язання. Будемо вважати, що одиничний куб розташований так,
що його вершини мають координати (ε1, ε2, . . . , εn), де кожна з коорди-
нат εi дорiвнює або 0, або 1. Вершини A = (0, 0, . . . , 0) та B = (1, 1, . . . , 1)
є протилежними, тому дiагональ

−−→
AB є вектором з координатами

(1, 1, . . . , 1). Її довжина дорiвнює

|AB| =
√−−→

AB · −−→AB =
√

n .

Двi вершини куба є сусiднiми тодi й тiльки тодi, коли вони розрiзня-
ються однiєю координатою. Але тодi в однiєї з вершин ця координата
буде 0, а в iншої — 1. Тому ребро, яке з’єднує сусiднi вершини, буде
вектором вигляду a = (. . . , 0, 1, 0, . . .). Кут α мiж таким вектором i дiа-
гоналлю

−−→
AB легко обчислюється:

cos ∠α =
−−→
AB · −→a
|AB| · |a| =

1√
n

,

звiдки α = arccos(1/
√

n).
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Задача 6. Нехай евклiдовий простiр E розкладається в пряму суму
пiдпросторiв U та V . Доведiть, що E = U⊥ ⊕ V ⊥.

Розв’язання. Якщо E = U ⊕ V , то dim E = dim U + dim V . Але згiдно
твердження 7 dim U⊥ = dim E−dim U та dim V ⊥ = dim E−dim V. Тому

dim U⊥ + dim V ⊥ = (dim E − dim U) + (dim E − dim V ) =
= 2 dim E − (dimU + dim V ) = dim E

i для доведення рiвностi E = U⊥ ⊕ V ⊥ досить показати, що U⊥ ∩ V ⊥ =
{0}. Для цього розглянемо довiльний вектор a ∈ U⊥ ∩ V ⊥. За умовою
вектор a можна записати у виглядi a = u + v, де u ∈ U , v ∈ V . Але
a ∈ U⊥, тому (a,u) = 0. Аналогiчно доводиться, що (a, v) = 0. Тому

(a,a) = (a,u+ v) = (a,u) + (a, v) = 0 + 0 = 0 .

Рiвнiсть (a,a) = 0 рiвносильна тому, що a = 0. Отже, U⊥ ∩ V ⊥ = {0},
що й треба було довести.

Задача 7. Доведiть, що коли в ортонормованiй базi пiдпростiр U за-
дається лiнiйно незалежною системою лiнiйних рiвнянь, то коефiцi-
єнти цих рiвнянь є координатами векторiв бази ортогонального до-
повнення U⊥.

Розв’язання. Нехай пiдпростiр U задається системою рiвнянь

a11x1 + a12x2 + · · · + a1nxn = 0,
. . . . . . . . . . . . . . . . .
am1x1 + am2x2 + · · · + amnxn = 0.

(44)

За умовою рiвняння лiнiйно незалежнi, тому ранг матрицi системи (44)
дорiвнює m, пiдпростiр U має розмiрнiсть n − m, а пiдпростiр U⊥ —
розмiрнiсть n− (n−m) = m.

Рiвнiсть ai1x1 + ai2x2 + · · ·+ ainxn = 0 можна трактувати, як умо-
ву ортогональностi векторiв (ai1, ai2, . . . , ain) та (x1, x2, . . . , xn). Отже,
кожен з векторiв a1 = (a11, a12, . . . , a1n), . . . , am = (am1, am2, . . . , amn) є
ортогональним до кожного розв’язку x = (x1, x2, . . . , xn) системи (44),
тобто до кожного вектора з U . Тому вектори a1, . . . , am належать пiд-
простору U⊥. Позаяк вони лiнiйно незалежнi, а їх кiлькiсть дорiвнює
розмiрностi пiдпростору, то вони утворюють базу цього пiдпростору.
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Задача 8. Знайдiть базу ортогонального доповнення до пiдпросто-
ру U, породженого векторами a1 = (1, 3, 0, 2), a2 = (3, 7,−1, 2), a3 =
(2, 4,−1, 0).

Розв’язання. Вектор x = (x1, x2, x3, x4) належить ортогональному до-
повненню до пiдпростору U тодi й тiльки тодi, коли вiн ортогональний
до кожного з векторiв a1, a2, a3, тобто коли (x,a1) = 0, (x,a2) = 0,
(x,a3) = 0. У термiнах координат це означає, що вектор x задовольняє
систему рiвнянь

x1 + 3x2 + 2x4 = 0,
3x1 + 7x2 − x3 + 2x4 = 0,
2x1 + 4x2 − x3 = 0.

(45)

Таким чином, ортогональне доповнення U⊥ збiгається з множиною роз-
в’язкiв системи (45), а база пiдпростору U⊥ — з фундаментальною си-
стемою розв’язкiв цiєї системи. Розв’язуючи систему (45) методом Ґау-
са, отримуємо:



1 3 0 2
3 7 −1 2
2 4 −1 0

∣∣∣∣∣∣

0
0
0


Ã




1 3 0 2
0 −2 −1 −4
0 −2 −1 −4

∣∣∣∣∣∣

0
0
0


Ã

(
1 3 0 2
0 2 1 4

∣∣∣∣
0
0

)
.

Вибираючи в якостi вiльних змiнних x2 та x4, знаходимо фундамен-
тальну систему розв’язкiв:

x1 x2 x3 x4

−3 1 −2 0
−2 0 −4 1

.

Таким чином, базу ортогонального доповнення U⊥ утворюють вектори
b1 = (−3, 1,−2, 0) та b2 = (−2, 0,−4, 1).

Основнi задачi

9. На звичайному тривимiрному векторному просторi V визначимо фун-
кцiї:

a) ϕ1(x,y) = |x| · |y|; b) ϕ2(x,y) = |x| · |y| · cos3(x̂,y);
c) ϕ3(x,y) = 2(x,y), де (x,y) — звичайний скалярний добуток.

Якi з цих функцiй є скалярними добутками?
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10. Знайдiть довжини сторiн i внутрiшнi кути трикутника, вершини
якого заданi координатами:

a) A = (2, 4, 2, 4, 2), B = (6, 4, 4, 4, 6), C = (5, 7, 5, 7, 2);
b) A = (1, 2, 3, 2, 1), B = (3, 4, 0, 4, 3),

C = (1 + 5
26

√
78, 2 + 5

13

√
78, 3 + 10

13

√
78, 2 + 5

13

√
78, 1 + 5

26

√
78).

11. З’ясуйте, гострокутним чи тупокутним буде трикутник з вершина-
ми 0, x2 + 3x, 2x2 + 2x − 1, якщо в просторi R2[x] скалярний добуток
задається правилом:

a) (a0 + a1x + a2x
2, b0 + b1x + b2x

2) = a0b0 + a1b1 + a2b2;
b) (a0 + a1x + a2x

2, b0 + b1x + b2x
2) = a0b0 + 2a1b1 + a2b2.

12. Доведiть, що квадрат сторони трикутника дорiвнює сумi квадратiв
двох iнших сторiн без подвоєного добутку цих сторiн на косинус кута
мiж ними.

13. Знайдiть кут мiж мимобiжними дiагоналями двох сусiднiх граней
куба.

14. Знайдiть радiус кулi, описаної навколо n–вимiрного одиничного ку-
ба, i з’ясуйте, для яких n цей радiус менший за ребро куба.

15. Доведiть, що довжина ортогональної проекцiї ребра n–вимiрного
куба на довiльну його дiагональ дорiвнює 1/n довжини дiагоналi.

16. Доведiть, що проекцiї вершин n–вимiрного куба на його дiагональ
дiлять її на n рiвних частин.

17. Знайдiть кiлькiсть тих дiагоналей n–вимiрного куба, якi ортого-
нальнi данiй дiагоналi.

18. Нехай e1, e2, . . . , en — ортогональна база евклiдового простору En,
α1, α2, . . . , αn — кути, якi утворює вектор v з векторами бази. Доведiть,
що cos2 α1 + cos2 α2 + · · ·+ cos2 αn = 1.

19. Нехай вектор a та число c — фiксованi. Який геометричний змiст
має множина {v ∈ V | (v,a) = c}?
20. Доведiть, що в унiтарному просторi з ортогональностi векторiв u
та v випливає рiвнiсть |u + v |2 = |u |2 + |v |2. Чи має мiсце зворотне
твердження?
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21. Доведiть, що в унiтарному просторi вектори u та v будуть ортого-
нальними тодi й лише тодi, коли для довiльних чисел α, β ∈ C викону-
ється рiвнiсть |αu+ βv |2 = |αu |2 + |βv |2.
22. Доведiть, що для довiльних пiдпросторiв U i V евклiдового просто-
ру виконуються рiвностi:

a) (U + V )⊥ = U⊥ ∩ V ⊥; b) (U ∩ V )⊥ = U⊥ + V ⊥.

23. У просторi Mn(R) зi скалярним добутком (A,B) = tr (A>B) зна-
йдiть ортогональне доповнення до пiдпростору: a) матриць з нульовим
слiдом; b) верхнiх трикутних матриць; c) симетричних матриць.

24. Знайдiть базу ортогонального доповнення до пiдпростору, породже-
ного векторами:

a) a1 = (1, 0, 2, 1), a2 = (2, 1, 2, 3), a3 = (0, 1,−2, 1);
b) a1 = (1, 1, 1, 1), a2 = (1,−1,−1, 1), a3 = (2, 1, 1, 3).

25. Пiдпростiр U евклiдового простору задано системою рiвнянь:

2x1 + x2 + 3x3 − x4 = 0,
3x1 + 2x2 − 2x4 = 0,
3x1 + x2 + 9x3 − x4 = 0.

Знайдiть систему рiвнянь, яка задає ортогональне доповнення U⊥.

26. Знайдiть лiве i праве ядра бiлiнiйної функцiї ϕ(x,y) = (x,A(y)),
визначеної на евклiдовому просторi R3 iз стандартним скалярним добу-
тком, якщо лiнiйне перетворення A задане матрицею




5 −6 1
3 −5 −2
2 −1 3


 .

Додатковi задачi

27. Доведiть, що в унiтарному просторi виконується тотожнiсть

4(u, v) = |u+ v |2 − |u− v |2 + i|u+ iv |2 − i|u− iv |2.

28. Доведiть, що для довiльного лiнiйного перетворення ϕ евклiдового
простору виконуються рiвностi:

a) dim Im ϕ = dim(Ker ϕ)⊥; b) dimKer ϕ = dim(Im ϕ)⊥.
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29. Доведiть, що точки A0, A1, . . . , An, де A0 = (0, 0, . . . , 0) та

Ak =
(

1√
2 · 2 · 1 ,

1√
2 · 3 · 2 , . . . ,

1√
2 · k · (k − 1)

,

√
k + 1
2k

, 0, . . . , 0
)

для k = 1, 2, . . . , n, є вершинами правильного n–вимiрного симплекса з
ребром 1. Знайдiть радiус кулi, описаної навколо цього симплекса.

30. Нехай U та V пiдпростори евклiдового простору E, причому
dim U < dim V . Доведiть, що в пiдпросторi V знайдеться ненульовий
вектор, який буде ортогональний до всiх векторiв з U .

31. У просторi Mn(C) зi скалярним добутком (A,B) = tr (A>B) зна-
йдiть ортогональне доповнення до множини ермiтових матриць.

32. Доведiть, що коли у дiйсному просторi в якiйсь базi матриця (aij)
бiлiнiйної функцiї ϕ є симетричною та для всiх i виконується нерiв-
нiсть aii >

∑
j 6=i

|aij |, то функцiя ϕ визначає в цьому просторi скалярний

добуток.

33.∗∗ Нехай e1, . . . , ek та f1, . . . , fm — ортонормованi бази вiдповiдно пiд-
просторiв U та W евклiдового простору, i нехай A =

(
(ei, fj)

)
матриця

порядку k × m. Доведiть, що всi власнi числа матрицi A>A належать
вiдрiзку [ 0, 1] i не залежать вiд вибору баз у пiдпросторах U та W .

34.∗ У просторi Rn[x] всiх дiйсних многочленiв степеня ≤ n визначимо
скалярний добуток: (f(x), g(x)) =

∫ +1

−1
f(x)g(x)dx. Доведiть, що много-

члени Лежандра

P0(x) = 1, Pk(x) =
1

2kk!
· dk

dxk

(
(x2 − 1)k

)
(k = 1, 2, . . . , n)

утворюють ортогональну базу простору Rn[x].

35.∗ Знайдiть довжину многочлена Лежандра Pk(x) як елемента евклi-
дового простору Rn[x] iз зад. 14.34.

36.∗ Обчислiть значення многочлена Лежандра Pk(x) при x = 1.

37.∗∗ Нехай A = (aij) — симетрична матриця порядку n + 1, в якiй
aii = 0 для всiх i та aij > 0 для всiх i 6= j. Знайдiть умови, необхiднi й
достатнi для того, щоб A була матрицею вiддалей для деякої системи
n + 1 точок n–вимiрного евклiдового простору.
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38.∗ 4–вимiрний куб перетинається 3–вимiрною гiперплощиною, що про-
ходить через центр куба й ортогональна до дiагоналi. Знайдiть форму
тiла, яке утворюється при перетинi.

39.∗∗ Знайдiть об’єм n–вимiрної кулi радiуса 1.

Домашнє завдання
40. Як змiниться кут мiж ненульовими векторами a та b, якщо:

a) вектор a помножити на додатне число;
b) вектор b помножити на вiд’ємне число;
c) кожен з векторiв a та b помножити на вiд’ємне число?

41. У просторi R4 зi стандартним скалярним добутком знайдiть дов-
жини сторiн i внутрiшнi кути трикутника з вершинами A = (0, 0, 0, 0),
B = (2,−1, 3,−2), C = (3, 1, 5, 1).

42. У просторi R2[x] зi скалярним добутком (a0 + a1x + a2x
2, b0 + b1x +

b2x
2) = a0b0 +a1b1 +a2b2 знайдiть многочлен f0(x), рiвновiддалений вiд

многочленiв f1(x) = 3x2+2x+1, f2(x) = −x2+2x+1, f3(x) = 3x2+2x+5,
f4(x) = 3x2 + 5x + 2, i вiддаль вiд f0(x) до цих многочленiв.

43. Доведiть, що в евклiдовому просторi рiвнiсть |u | = |v | виконується
тодi й лише тодi, коли вектори u + v та u − v — ортогональнi. Який
геометричний змiст цього твердження?

44. Знайдiть базу ортогонального доповнення до пiдпростору, породже-
ного векторами e1 = (1, 1, 1, 1), e2 = (−1, 1,−1, 1), e3 = (2, 0, 2, 0).

45. Пiдпростiр U евклiдового простору задано системою рiвнянь:

2x1 − 3x2 + 4x3 − 3x4 = 0,
3x1 − x2 + 11x3 − 13x4 = 0,
4x1 + x2 + 18x3 − 23x4 = 0.

Знайдiть систему рiвнянь, яка задає ортогональне доповнення U⊥.

46. Знайдiть лiве i праве ядра бiлiнiйної функцiї ϕ(x,y) = (x,A(y)),
визначеної на евклiдовому просторi R3 iз стандартним скалярним добу-
тком, якщо лiнiйне перетворення A має матрицю




2 −1 3
3 −2 2
5 −4 0


 .
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Заняття 15. Ортогоналiзацiя й проектування
Необхiднi поняття. Розклад вектора v ∈ V у суму v = v′ + v′′,

де v′ ∈ U , а v′′ ∈ U⊥, називається ортогональним проектуванням ве-
ктора v на пiдпростiр U . Компоненти v′ та v′′ називаються вiдповiдно
ортогональною проекцiєю на пiдпростiр U i ортогональною складовою
вектора v.

Вiддаллю мiж векторами u та v називається довжина вектора u− v.
Вiддаллю мiж вектором v i пiдпростором U називається мiнiмум вiд-

далей мiж v i векторами з пiдпростору U .
Кутом мiж вектором v i пiдпростором U вважають кут мiж ве-

ктором v i його ортогональною проекцiєю v′ на цей пiдпростiр.

Необхiднi твердження. 1. Лема про ортогоналiзацiю. Для довiль-
ного набору a1,a2, . . . ,am векторiв евклiдового (унiтарного) простору
V iснує набiр векторiв b1, b2, . . . , bm, який задовольняє такi двi умови:

1) набiр векторiв b1, b2, . . . , bm є ортогональним, тобто bi⊥bj для
довiльних i 6= j;

2) для довiльного k, 1 ≤ k ≤ m,

〈a1,a2, . . . ,ak〉 = 〈b1, b2, . . . , bk〉 .

2. Вектори b1, b2, . . . з попередньої леми про ортогоналiзацiю
можна шукати за допомогою процедури, яка називається процесом
ортогоналiзацiї Ґрама–Шмiдта:

1) b1 = a1;
2) якщо вектори b1, . . . , bi−1 вже знайдено, то наступний вектор шу-

кається за правилом: bi = ai −
i−1∑
s=1

(ai, bs)
(bs, bs)

bs;

3) якщо на якомусь кроцi отримаємо bi = 0, то викидаємо вектор ai

i продовжуємо процес ортогоналiзацiї для системи a1, . . . , ai−1, ai+1,
. . . , am.

3. Кожну ортогональну систему ненульових векторiв можна допов-
нити до ортогональної бази всього простору.
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4. Ортогональна проекцiя p вектора v на пряму, яка визначається

вектором a, дорiвнює p =
(a,v)
(a,a)

a .

5. Вiддаль мiж вектором v i пiдпростором U дорiвнює довжинi орто-
гональної складової вектора v при його ортогональному проектуваннi
на пiдпростiр U .

Приклади розв’язання типових задач

Задача 1. Знайдiть ортогональну базу пiдпростору, породженого ве-
кторами :

a) a1 = (2, 3,−4,−6), a2 = (1, 8,−2,−16), a3 = (12, 5,−14, 5),
a4 = (3, 11, 4,−7) евклiдового простору,

b) a1 = (0, 1− i, 2), a2 = (−i, 2 + 3i, i), a3 = (0, 0, 2i) — унiтарного.

Розв’язання. a) Ортогональну базу шукаємо за допомогою процесу ор-
тогоналiзацiї Ґрама–Шмiдта. Маємо b1 = a1 = (2, 3,−4,−6). Вектор b2

шукаємо у виглядi b2 = a2 + α1b1, причому коефiцiєнт α1 визначається
з умови ортогональностi вектора b2 до b1:

0 = (b2, b1) = (a2 + α1b1, b1) = (a2, b1) + α1(b1, b1) = 130 + α1 · 65,

звiдки α1 = −2 i

b2 = (1, 8,−2,−16)− 2 · (2, 3,−4,−6) = (−3, 2, 6,−4).

Вектор b3 шукаємо у виглядi b3 = a3+α1b1+α2b2, причому коефiцiєнти
α1, α2 визначаються з умови ортогональностi вектора b3 до векторiв b1

i b2:

0 = (b3, b1) = (a3 + α1b1 + α2b2, b1) = (a3, b1) + α1(b1, b1) + α2(b2, b1) =
= (a3, b1) + α1(b1, b1) = 65 + α1 · 65,

0 = (b3, b2) = (a3 + α1b1 + α2b2, b2) = (a3, b2) + α1(b1, b2) + α2(b2, b2) =
= (a3, b2) + α2(b2, b2) = −130 + α2 · 65.

Звiдси знаходимо: α1 = −1, α2 = 2 i

b3 = (12, 5,−14, 5)− (2, 3,−4,−6) + 2 · (−3, 2, 6,−4) = (4, 6, 2, 3).
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Вектор b4 шукаємо у виглядi b4 = a4 + α1b1 + α2b2 + α3b3, причому
коефiцiєнти α1, α2, α3 визначаються з умови ортогональностi вектора
b4 до векторiв b1, b2 та b3:

0 = (b4, b1) = (a4 + α1b1 + α2b2 + α3b3, b1) =
= (a4, b1) + α1(b1, b1) + α2(b2, b1) + α3(b3, b1) =

= (a4, b1) + α1(b1, b1) = 65 + α1 · 65.

Аналогiчно знаходимо:

0 = (b4, b2) = (a4 + α1b1 + α2b2 + α3b3, b2) =
= (a4, b2) + α2(b2, b2) = 65 + α2 · 65,

0 = (b4, b3) = (a4 + α1b1 + α2b2 + α3b3, b3) =
= (a4, b3) + α3(b3, b3) = 65 + α3 · 65.

Звiдси α1 = α2 = α3 = −1 i

b4 = (3, 11, 4,−7)− (2, 3,−4,−6)− (−3, 2, 6,−4)− (4, 6, 2, 3) = (0, 0, 0, 0).

Поява в процесi ортогоналiзацiї нульового вектора означає, що початко-
вi вектори були лiнiйно залежнi. В ортогональну базу включаємо ли-
ше отриманi в процесi ортогоналiзацiї ненульовi вектори. Таким чином,
шукана ортогональна база складається з векторiв b1 = (2, 3,−4,−6),
b2 = (−3, 2, 6,−4) та b3 = (4, 6, 2, 3).

b) Аналогiчно п. а) ортогональну базу шукаємо за допомогою про-
цесу ортогоналiзацiї Ґрама–Шмiдта. При цьому b1 = a1 = (0, 1 − i, 2).
Вектор b2 шукаємо у виглядi

b2 =a2 − (a2, b1)
(b1, b1)

b1 =(−i, 2 + 3i, i)−

−−1 + 7i

6

(
0, 1− i, 2

)
=

1
3

(
− 3i, 3 + 5i, 1− 4i

)
,

а вектор b3 — у виглядi

b3 = a3 − (a3, b1)
(b1, b1)

b1 − (a3, b2)
(b2, b2)

b2 = (0, 0, 2i)− 4i

6

(
0, 1− i, 2

)
−
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−−
8
3 + 2

3 i
60
9

(
− i, 1 +

5
3
i,

1
3
− 4

3
i

)
=

1
10

(
− 1− 4i,−1− i, i

)
.

Таким чином, шукана ортогональна база складається з векторiв b1 =
(0, 1− i, 2), b2 = 1

3 (−3i, 3 + 5i, 1− 4i) та b3 = 1
10 (−1− 4i,−1− i, i).

Задача 2. Знайдiть ортогональну базу ортогонального доповнення
до пiдпростору U, породженого векторами a1 = (1, 1, 1, 2, 1), a2 =
(1, 0, 0, 1,−1), a3 = (2, 1,−1,−1, 2).

Розв’язання. Вектор x належить ортогональному доповненню до пiд-
простору U тодi i тiльки тодi, коли вiн ортогональний до кожного з
векторiв a1, a2, a3, тобто є розв’язком системи

x1 + x2 + x3 + 2x4 + x5 = 0,
x1 + x4 − x5 = 0,

2x1 + x2 − x3 − x4 + 2x5 = 0.

База ортогонального доповнення є фундаментальною системою розв’яз-
кiв цiєї системи. Розв’язуючи її методом Ґауса, отримуємо:




1 1 1 2 1
1 0 0 1 −1
2 1 −1 −1 2

∣∣∣∣∣∣

0
0
0


Ã




1 0 0 1 −1
0 1 1 1 2
0 1 −1 −3 4

∣∣∣∣∣∣

0
0
0


Ã

Ã




1 0 0 1 −1
0 1 1 1 2
0 0 −2 −4 2

∣∣∣∣∣∣

0
0
0


Ã




1 0 0 1 −1
0 1 0 −1 3
0 0 1 2 −1

∣∣∣∣∣∣

0
0
0


 .

Вибираючи в якостi вiльних змiнних x4 та x5, знаходимо фундамен-
тальну систему розв’язкiв:

x1 x2 x3 x4 x5

1 −3 1 0 1
−1 1 −2 1 0

Таким чином, базу ортогонального доповнення U⊥ утворюють вектори
b1 = (1,−3, 1, 0, 1) i b2 = (−1, 1,−2, 1, 0) . Застосовуючи до цих векторiв
процес ортогоналiзацiї Ґрама–Шмiдта, знаходимо ортогональну базу:
e1 = b1 = (1,−3, 1, 0, 1), e2 = b2 + αe1, причому з ортогональностi e2 до
e1 отримуємо:

0 = (e2, e1) = (b2, e1) + α(e1, e1) = −6 + 12α ⇒ α =
1
2

.
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Отже, e2 = b2 +
1
2
e1 =

(
− 1

2
,−1

2
,−3

2
, 1,

1
2

)
.

Задача 3. Нехай e1, . . . , en — ортогональна база евклiдового простору
V . Доведiть, що для кожного вектора v ∈ V виконується рiвнiсть v =
n∑

i=1

prei
v, де prei

— проекцiя вектора v на одновимiрний пiдпростiр 〈ei〉.

Розв’язання. Оскiльки вектор a є базою пiдпростору 〈a〉, то проекцiя
prav має вигляд prav = λa. Нехай prei

v = λiei, i = 1, . . . , n. Для ко-
жного i можемо записати v = prei

v+ vi, де вектор vi ортогональний до
вектора ei. Тому

(v, ei) = (prei
v+ vi, ei) = (prei

v, ei) + (vi, ei) = λi(ei, ei).

З iншого боку, для вектора u =
∑n

j=1 prej
v =

∑n
j=1 λjej маємо:

(u, ei) =
( n∑

j=1

λjej , ei

)
=

n∑

j=1

λj(ej , ei) = λi(ei, ei).

Але тодi (v − u, ei) = (v, ei) − (u, ei) = λi(ei, ei) − λi(ei, ei) = 0. Отже,
вектор v− u ортогональний до кожного вектора бази e1, . . . , en. Тому
v− u = 0 та v = u, що й треба було довести.

Задача 4. Нехай a1, a2, . . . , ak — довiльна система векторiв евклi-
дового простору E. Доведiть, що для кожного вектора v ∈ E система
лiнiйних рiвнянь

(a1,a1)x1 + (a1,a2)x2 + · · · + (a1,ak)xk = (a1, v),
(a2,a1)x1 + (a2,a2)x2 + · · · + (a2,ak)xk = (a2, v),
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
(ak,a1)x1 + (ak,a2)x2 + · · · + (ak,ak)xk = (ak, v)

(46)

має принаймнi один розв’язок. За якої умови розв’язок буде єдиним?

Розв’язання. Нехай (x1, . . . , xk) — розв’язок системи (46). Розглянемо
вектор u = x1a1 + · · · + xkak. Тодi систему (46) можна переписати у
виглядi:

(a1,u) = (a1, v), (a2,u) = (a2, v), . . . , (ak,u) = (ak, v). (47)
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З iншого боку, якщо v′ — ортогональна проекцiя вектора v на пiдпростiр
U = 〈a1,a2, . . . ,ak〉, то для v′ виконуються рiвностi

(a1, v′) = (a1, v), (a2, v′) = (a2, v), . . . , (ak, v′) = (ak, v). (48)

З рiвностей (47) i (48) випливає, що

(a1, v′ − u) = 0, (a2, v′ − u) = 0, . . . , (ak, v′ − u) = 0.

Отже, вектор v′ − u, який належить пiдпростору U , ортогональний до
системи твiрних a1, a2, . . . , ak цього пiдпростору. Тому v′ − u = 0 та
v′ = u.

Таким чином, набiр (x1, . . . , xk) буде розв’язком системи (46) тодi
й лише тодi, коли цей набiр складається з коефiцiєнтiв розкладу v′ =
x1a1 + · · · + xkak ортогональної проекцiї v′ вектора v на пiдпростiр U
за системою твiрних a1, . . . , ak цього пiдпростору. Розклад за системою
твiрних iснує завжди. Зрозумiло також, що такий розклад буде єдиним
тодi i тiльки тодi, коли система твiрних є базою, тобто коли вектори a1,
. . . , ak лiнiйно незалежнi.

Зауваження. 1) Розв’язання системи (46) дає метод знаходження ор-
тогональної проекцiї вектора v на пiдпростiр 〈a1,a2, . . . ,ak〉. Визначник
основної матрицi цiєї системи є визначником Ґрама системи векторiв
a1,a2, . . . ,ak.

2) Задача та її розв’язання повнiстю переносяться i на випадок унi-
тарного простору з однiєю змiною: у розв’язаннi вектор u = x1a1 + · · ·+
xkak треба замiнити на u = x1a1 + · · ·+ xkak.

Ще один метод знаходження ортогональної проекцiї вектора на пiд-
простiр описується в розв’язаннi наступної задачi.

Задача 5. Знайдiть ортогональну проекцiю v′ вектора v = (5, 2,−2, 2)
на пiдпростiр U = 〈(2, 1, 1,−1), (1, 1, 3, 0), (1, 2, 8, 1)〉 i вiдповiдну орто-
гональну складову v′′.

Розв’язання. Знайдемо спочатку базу пiдпростору U . Для цього зна-
йдемо ранг матрицi, утвореної з векторiв системи твiрних:




2 1 1 −1
1 1 3 0
1 2 8 1


 Ã




1 1 3 0
0 −1 −5 −1
0 1 5 1


 .
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Ранг матрицi дорiвнює 2, тому dim U = 2. В якостi бази пiдпростору U
можна взяти перший i третiй рядки останньої матрицi: e1 = (1, 1, 3, 0),
e2 = (0, 1, 5, 1).

Тепер знайдемо базу ортогонального доповнення U⊥, якою є фунда-
ментальна система розв’язкiв системи (e1,x) = 0, (e2,x) = 0:

(
1 1 3 0
0 1 5 1

∣∣∣∣
0
0

)
Ã

(
1 0 −2 −1
0 1 5 1

∣∣∣∣
0
0

)
.

Вибираючи в якостi вiльних змiнних x3 та x4, знаходимо фундамен-
тальну систему розв’язкiв:

x1 x2 x3 x4

2 −5 1 0
1 −1 0 1

Таким чином, базу ортогонального доповнення U⊥ утворюють вектори
e3 = (2,−5, 1, 0), e4 = (1,−1, 0, 1).

Щоб знайти координати вектора v в базi e1, e2, e3, e4, розв’язуємо
систему x1e1 + x2e2 + x3e3 + x4e4 = v:




1 0 2 1
1 1 −5 −1
3 5 1 0
0 1 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣

5
2
−2
2


 Ã




1 0 2 1
0 3 −7 0
0 8 −5 0
0 1 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣

5
1
−11
2


 Ã

Ã




1 0 2 1
0 3 −7 0
0 −1 16 0
0 1 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣

5
1
−14
2


 Ã




1 0 2 1
0 0 41 0
0 −1 16 0
0 1 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣

5
−41
−14
2


 .

З останньої системи послiдовно знаходимо: x3 = −1, x2 = −2, x4 = 4,
x1 = 3.

Пiсля цього ортогональна проекцiя v′ та ортогональна складова v′′
знаходяться легко:

v′ = x1e1 + x2e2 = 3 · (1, 1, 3, 0)− 2 · (0, 1, 5, 1) = (3, 1,−1,−2),
v′′ = x3e3 + x4e4 = −2 · (2,−5, 1, 0) + 4 · (1,−1, 0, 1) = (2, 1,−1, 4).

Задача 6. Знайдiть вiддаль вiд точки, заданої вектором v, до пiдпро-
стору U, заданого системою рiвнянь:

190



a)
2x1 + x2 + x3 + 3x4 = 0,
3x1 + 2x2 + 2x3 + x4 = 0,
x1 + 2x2 + 2x3 − 9x4 = 0,

v = (7,−4,−1, 2);

b) x1 + (1− i)x2 − ix3 = 0,
−ix1 + 4x2 = 0,

v = (1, 0, i).

Розв’язання. Вiддаль вiд точки, заданої вектором v, до пiдпростору U
дорiвнює ортогональнiй складовiй v′′ вектора v. Зауважимо, що v′′ одно-
часно є ортогональною проекцiєю вектора v на пiдпростiр U⊥. Якщо U
задається системою лiнiйних рiвнянь, то системою твiрних пiдпростору
U⊥ є набiр векторiв, складених з коефiцiєнтiв рiвнянь цiєї системи.

a) У нашому випадку простiр U⊥ породжується векторами a1 =
(2, 1, 1, 3), a2 = (3, 2, 2, 1), a3 = (1, 2, 2,−9).

Для знаходження ортогональної проекцiї застосуємо метод зад. 15.4.
У нашому випадку система (46) набуває вигляду

15x1 + 13x2 − 21x3 = 15,
13x1 + 18x2 + 2x3 = 13,

−21x1 + 2x2 + 90x3 = −21.

Один з розв’язкiв видно одразу: x1 = 1, x2 = 0, x3 = 0. Тому ортого-
нальна проекцiя вектора v на пiдпростiр U⊥ дорiвнює

v′′ = 1 · a1 + 0 · a2 + 0 · a3 = a1 = (2, 1, 1, 3),

а вiддаль вiд точки, заданої вектором v, до пiдпростору U дорiвнює
|v′′| = √

15.
b) Аналогiчно пункту a) простiр U⊥ породжується векторами a1 =

(1, 1− i,−i), a2 = (−i, 4, 0). Знову для знаходження ортогональної про-
екцiї застосуємо метод зад. 15.4. Тодi система (46) набуває вигляду

4x1 + (4− 3i)x2 = 0,
(4 + 3i)x1 + 17x2 = −i.

Розв’язком буде x1 = 1
43

(
3 + 4i

)
, x2 = − 4

43 i. Враховуючи зауважен-
ня пiсля розв’язання зад. 15.4, отримуємо, що ортогональна проекцiя
вектора v на пiдпростiр U⊥ дорiвнює

v′′ =
1
43

(
3− 4i

)
· a1 +

4
43

i · a2 =
1
43

(
3− 8i, 15− 7i,−4− 3i

)
,

а вiддаль вiд точки, заданої вектором v, до пiдпростору U дорiвнює
|v′′| = 2

43

√
93.
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Задача 7. Знайдiть вiддаль вiд точки, заданої вектором
v = (4, 2,−5, 1), до лiнiйного многовиду, заданого системою рiвнянь

2x1 − 2x2 + x3 + 2x4 = 9,
2x1 − 4x2 + 2x3 + 3x4 = 12.

(49)

Розв’язання. Вiддаль вiд точки, заданої вектором v, до лiнiйного мно-
говиду v0 +U дорiвнює довжинi ортогональної складової вектора v−v0

вiдносно напрямного пiдпростору U . Напрямним пiдпростором много-
виду, заданого системою рiвнянь (49), є множина розв’язкiв вiдповiдної
однорiдної системи

2x1 − 2x2 + x3 + 2x4 = 0,
2x1 − 4x2 + 2x3 + 3x4 = 0.

(50)

В якостi вектора v0 можна взяти будь–який розв’язок системи (49).
Вибравши вiльними невiдомими x3 та x4 i поклавши x3 = 1, x4 = 0,
отримуємо розв’язок v0 = (3,−1, 1, 0).

Замiсть ортогональної складової вектора v− v0 = (1, 3,−6, 1) вiдно-
сно пiдпростору U шукаємо його ортогональну проекцiю на пiдпростiр
U⊥, породжений векторами a1 = (2,−2, 1, 2) та a2 = (2,−4, 2, 3). Знову
застосовуючи метод зад. 4, одержуємо систему

13x1 + 20x2 = −8,
20x1 + 33x2 = −19,

розв’язком якої є x1 = 4, x2 = −3.
Тому ортогональна проекцiя u вектора v− v0 на пiдпростiр U⊥ до-

рiвнює

u = 4 · a1 − 3 · a2 = 4 · (2,−2, 1, 2)− 3 · (2,−4, 2, 3) = (2, 4,−2,−1),

а вiддаль вiд точки, заданої вектором v, до многовиду, заданого систе-
мою рiвнянь (49), дорiвнює |u| = 5.

Задача 8. Знайдiть кут α мiж вектором v = (−3, 15, 1,−5) i пiдпро-
стором U = 〈(2, 3,−4,−6), (1, 8,−2,−16), (1,−5,−2, 10)〉.
Розв’язання. Кут мiж вектором i пiдпростором — це кут мiж векто-
ром i його ортогональною проекцiєю на цей пiдпростiр. Щоб знайти
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ортогональну проекцiю v′ вектора v, спочатку ортогоналiзуємо систе-
му твiрних a1 = (2, 3,−4,−6), a2 = (1, 8,−2,−16), a3 = (1,−5,−2, 10)
пiдпростору U методом Ґрама–Шмiдта:

b1 = a1 = (2, 3,−4,−6);

b2 = a2 − (a2, b1)
(b1, b1)

· b1 = (1, 8,−2,−16)− 130
65

(2, 3,−4,−6) = (−3, 2, 6,−4);

b3 = a3 − (a3, b1)
(b1, b1)

· b1 − (a3, b2)
(b2, b2)

· b2 =

= (1,−5,−2, 10)− −65
65

(2, 3,−4,−6)− −65
65

(−3, 2, 6,−4) = (0, 0, 0, 0).

Таким чином, ортогональна база пiдпростору U складається з векторiв
b1 = (2, 3,−4,−6) та b2 = (−3, 2, 6,−4).

Знайдемо тепер проекцiї вектора v на одновимiрнi пiдпростори 〈b1〉
та 〈b2〉 вiдповiдно:

prb1v =
(b1, v)
(b1, b1)

b1 = b1, prb2v =
(b2, v)
(b2, b2)

b2 = b2.

Згiдно зад. 15.3 ортогональна проекцiя v′ вектора v на пiдпростiр U
дорiвнює

v′ = prb1v+ prb2v = b1 + b2 = (−1, 5, 2,−10).

Тому cos α =
(v′, v)
|v′| · |v| =

√
2

2
, звiдки α = arccos

√
2

2
=

π

4
.

Задача 9. Знайдiть вiддаль мiж площинами P1 та P2 чотириви-
мiрного евклiдового простору, якщо в ортонормованiй базi вони заданi
вiдповiдно рiвняннями x = a0 + t1a1 + t2a2 та x = b0 + t1b1 + t2b2,
де a0 = (2, 1, 0, 1), a1 = (1, 1, 1, 1), a2 = (1, 0, 0, 1), b0 = (1,−1,−1, 0),
b1 = (1, 1, 0,−1), b2 = (1, 1, 2, 3).

Розв’язання. Спочатку покажемо, що вiддаль мiж лiнiйними многови-
дами P1 = v1 + U1 та P2 = v2 + U2 дорiвнює довжинi ортогональної
складової v′′ вектора v = v1−v2 вiдносно пiдпростору U = U1 +U2. Для
цього вiзьмемо довiльнi точки A1 ∈ P1 та A2 ∈ P2, заданi вiдповiдно
векторами v1 + u1 та v2 + u2. Тодi

|A1A2| = |(v1 + u1)− (v2 + u2)| = |(v1 − v2) + (u1 − u2)| =
= |v′′ + (v′ + u1 − u2)|,
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де v′ та v′′ — вiдповiдно ортогональна проекцiя та ортогональна скла-
дова вектора v. Оскiльки v′′ ∈ U⊥, а v′ + u1 − u2 ∈ U , то за теоремою
Пiфагора

|A1A2| =
√
|v′′|2 + |v′ + u1 − u2|2 ≤ |v′′|. (51)

Позаяк вектори u1 i u2 — довiльнi, то їх рiзниця u1 − u2 може бути
довiльним вектором з U . Зокрема, u1 i u2 можна вибрати так, щоб ця
рiзниця дорiвнювала −v′. Але тодi з (51) випливає, що в цьому випадку
|A1A2| = |v′′|.

Таким чином, min
A1∈P1,A2∈P2

|A1A2| = |v′′|, що й треба було довести.

У нашому випадку v1 = a0, v2 = b0, U1 = 〈a1,a2〉, U2 = 〈b1, b2〉,
v = a0 − b0 = (1, 2, 1, 1).

Знайдемо тепер розмiрнiсть пiдпростору U = U1 + U2 (яка дорiвнює
рангу його системи твiрних a1,a2, b1, b2):




1 1 1 1
1 0 0 1
1 1 0 −1
1 1 2 3


 Ã




1 0 0 1
0 1 1 0
0 1 0 −2
0 1 2 2


 Ã




1 0 0 1
0 1 1 0
0 0 1 2


 . (52)

Отже, dim U = 3 i U = 〈a1,a2, b1〉. А тому ортогональну складову v′′
краще шукати як ортогональну проекцiю вектора v на одновимiрний
пiдпростiр U⊥. Останнiй є множиною розв’язкiв системи (a1,x) = 0,
(a2,x) = 0, (b1,x) = 0, а базою U⊥ є фундаментальна система розв’яз-
кiв цiєї системи. Використовуючи останню матрицю з (52), знаходимо
єдиний вектор фундаментальної системи: e = (−1, 2,−2, 1).

Таким чином, ортогональна проекцiя вектора v на пiдпростiр U⊥ =
〈e〉 дорiвнює

prev =
(e, v)
(e, e)

e =
1
5
e =

(
− 1

5
,
2
5
,−2

5
,
1
5

)
.

Тому вiддаль мiж площинами P1 та P2 дорiвнює |prev| =
1
5
√

10.

Основнi задачi

10. Нехай v1 — ортогональна проекцiя вектора v на пiдпростiр U , а v2

— ортогональна проекцiя вектора v1 на пiдпростiр W ⊆ U . Доведiть,
що v2 є ортогональною проекцiєю вектора v на пiдпростiр W .
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11. Визначте в просторi Rn[x] скалярний добуток таким чином, щоб
многочлени 1, x, x2

2! , . . . , xn

n! утворили ортонормовану базу.

12. Знайдiть ортогональну базу пiдпростору, породженого векторами:
a) e1 = (1, 1,−1,−2), e2 = (5, 8,−2,−3), e3 = (3, 9, 3, 8);
b) e1 = (1, 1,−1,−2), e2 = (−2, 1, 5, 11), e3 = (0, 3, 3, 7),
e4 = (3,−3,−3,−9);

c) e1 = (1, 2, 1, 3), e2 = (4, 1, 1, 1), e3 = (3, 1, 1, 0);
d) e1 = (0, 1 + 2i,−i), e2 = (1,−1, 2− i), e3 = (2, 1,−i).

13. Перевiрте, що система векторiв e1 = (1,−1, 1,−3), e2 = (−4, 1, 5, 0)
є ортогональною, i доповнiть її до ортогональної бази всього простору.

14. Перевiрте, що система векторiв e1 = (− 11
15 ,− 2

15 , 2
3 ) та e2 =

(− 2
15 ,− 14

15 ,− 1
3 ) є ортонормованою, i доповнiть її до ортонормованої

бази всього простору.

15. Знайдiть ортогональну проекцiю v′ вектора v на пiдпростiр U i
вiдповiдну ортогональну складову v′′:

a) v = (−3, 5, 9, 3), U = 〈(1, 1, 1, 1), (2,−1, 1, 1), (2,−7,−1,−1)〉;
b) v = (4,−1,−3, 4), U = 〈(1, 1, 1, 1), (1, 2, 2,−1), (1, 0, 0, 3)〉.

16. Знайдiть вiддаль вiд точки, заданої вектором v, до пiдпростору,
заданого системою рiвнянь:

a)
3x1 + 2x2 + x3 − 2x4 = 0,
5x1 + 4x2 + 3x3 + 2x4 = 0,
x1 + 2x2 + 3x3 + 10x4 = 0,

v = (−3, 0,−5, 9);

b) x1 − 3x2 + 2x4 − x5 = 0, v = (3, 3,−1, 1,−1);

c) x1 + (5 + 4i)x2 − ix3 = 0, v = (1,−1, i).

17. Доведiть, що вiддаль вiд точки, заданої вектором v, до пiдпростору

U = {x | (x,a) = 0} дорiвнює
|(v,a)|
|a| (ненульовий вектор a — фiксова-

ний).

18. Знайдiть вiддаль вiд точки, заданої вектором v, до лiнiйного мно-
говиду v0 + U, якщо:

a) v = (0, 0, 0, 0), v0 = (1, 1, 1, 1), U = 〈(1, 2, 3, 4)〉;
b) v = (1, 2,−1, 1), v0 = (0,−1, 1, 1), U = 〈(0,−3,−1, 5), (4,−1,−3, 3)〉.

19. Нехай v′ — ортогональна проекцiя вектора v на пiдпростiр U . Дове-
дiть, що коли вектор u ∈ U ортогональний до v′, то вiн ортогональний
i до v.

195



20. Знайдiть кут мiж вектором v i пiдпростором U , якщо:
a) v = (2, 2, 1, 1), U = 〈(3, 4,−4,−1), (0, 1,−1, 2)〉;
b) v = (1, 0, 3, 0), U = 〈(5, 3, 4,−3), (1, 1, 4, 5), (2,−1, 1, 2)〉.

21. Знайдiть кут, який утворює дiагональ n–вимiрного куба з його
k–вимiрною гранню.

22. Знайдiть вiддаль мiж площинами P1 та P2 чотиривимiрного ев-
клiдового простору, якщо в ортонормованiй базi вони заданi вiдповiдно
рiвняннями x = a0 +t1a1 +t2a2 та x = b0 +t1b1 +t2b2, де a0 = (4, 5, 3, 2),
a1 = (1, 2, 2, 2), a2 = (2,−2, 1, 2), b0 = (1,−2, 1,−3), b1 = (2, 0, 2, 1),
b2 = (1,−2, 0,−1).

Додатковi задачi
23. Застосуйте процес ортогоналiзацiї Ґрама–Шмiдта до бази 1, x, x2,
x3, x4 простору R4[x], якщо скалярний добуток у цьому просторi визна-

чається правилом (f, g) =
1∫
−1

f(x)g(x)dx.

24. Доведiть, що у просторi тригонометричних многочленiв (тобто всiх
функцiй вигляду f(x) = a0 +

∑n
k=1(ak sin kx + bk cos kx)) зi скалярним

добутком (f(x), g(x)) =
π∫
−π

f(x)g(x)dx система функцiй 1, sin x, cos x,

sin 2x, cos 2x, . . . , sin nx, cosnx, . . . утворює ортогональну систему.

25. Нехай 0 ⊂ U1 ⊂ U2 ⊂ · · · ⊂ Un = V — такий ланцюг пiдпросто-
рiв n–вимiрного евклiдового простору V , що dim Uk = k. Доведiть, що
iснує така ортонормована база простору V , яка включає базу кожного
з пiдпросторiв Uk. Скiльки таких баз можна побудувати?

26. Нехай U = U1 + U2 + · · · + Uk, де пiдпростори U1, U2, . . . , Uk —
попарно ортогональнi, а α1, α2, . . . , αk — кути, якi вектор v утворює з
цими пiдпросторами. Доведiть, що cos2 α1 + cos2 α2 + · · ·+ cos2 αk = 1.

27. Знайдiть у просторi Rn[x] зi скалярним добутком

(a0 + a1x + · · ·+ anxn, b0 + b1x + · · ·+ bnxn) = a0b0 + a1b1 + · · ·+ anbn

вiддаль вiд многочлена g(x) до пiдпростору U = {f(x) | f(1) = 0}.
28.∗ Доведiть, що вiддаль d вiд точки, заданої вектором v, до лiнiйного
многовиду v0 + U , де U — пiдпростiр з базою a1, . . . ,ak, можна обчи-

слити за допомогою визначника Ґрама: d2 =
Γ(a1,a2, . . . ,ak, v− v0)

Γ(a1,a2, . . . ,ak)
.
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29.∗∗ У просторi Rn[x] дiйсних многочленiв степеня ≤ n iз скалярним

добутком (f, g) =
1∫
0

f(x)g(x)dx знайдiть вiддаль вiд початку координат

до лiнiйного многовиду всiх нормованих многочленiв степеня n.

30.∗∗ Доведiть, що вiддаль мiж протилежними k та (n−k−1)–вимiрними
гранями правильного n–вимiрного симплекса дорiвнює вiддалi мiж їх
центрами, i знайдiть її, якщо ребро симплекса дорiвнює 1.

31. Доведiть, що сума квадратiв довжин проекцiй векторiв будь–якої
ортонормованої бази евклiдового простору на k–вимiрний пiдпростiр
дорiвнює k.

32. Доведiть, що в просторi Rn iз стандартним скалярним добутком
тодi й лише тодi iснує ортогональна база з векторiв, усi координати
яких дорiвнюють ±1, коли n = 2 або n кратне 4.

33. У n–вимiрному евклiдовому просторi вибрали k векторiв, кожнi два
з яких утворюють мiж собою кут π/3. Доведiть, що k ≤ n.

34. У n–вимiрному евклiдовому просторi вибрали k векторiв, кожнi два
з яких утворюють мiж собою тупий кут. Доведiть, що k ≤ n + 1.

35. Нехай Rn — евклiдовий простiр зi стандартним скалярним добу-
тком. Доведiть, що довiльна iдемпотентна симетрична матриця P ∈
Mn(R) є матрицею проектування на пiдпростiр U , породжений стовпчи-
ками матрицi P (тобто для кожного вектора v ∈ Rn його ортогональна
проекцiя v′ на пiдпростiр U дорiвнює Pv).

36. (Теорема Шура) Доведiть, що для кожного лiнiйного перетворен-
ня унiтарного простору iснує ортонормована база, в якiй матриця цього
перетворення буде верхньою трикутною.

37.∗ Знайдiть кут мiж площинами P1 та P2 чотиривимiрного евклiдового
простору, якщо в ортонормованiй базi вони заданi вiдповiдно рiвняння-
ми x = a0 + t1a1 + t2a2 та x = b0 + t1b1 + t2b2, де a0 = (3, 1, 0, 1),
a1 = (1, 0, 0, 0), a2 = (0, 1, 0, 0), b0 = (2, 1, 1, 3), b1 = (1, 1, 1, 1), b2 =
(1,−1, 1,−1).

38.∗ Знайдiть кут мiж двовимiрними гранями A0A1A2 та A0A3A4 пра-
вильного чотиривимiрного симплекса A0A1A2A3A4.
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39. Доведiть, що в евклiдовому просторi об’єм k–вимiрного паралеле-
пiпеда, побудованого на векторах v1, v2, . . . , vk, задовольняє рiвнiсть
V 2(v1, v2, . . . , vk) = Γ(v1, v2, . . . , vk) , де Γ(v1, v2, . . . , vk) — визначник
Ґрама системи векторiв v1, v2, . . . , vk.

40. Доведiть, що в евклiдовому просторi для об’єму паралелепiпеда
виконується нерiвнiсть

V (a1, . . . ,ak, b1, . . . , bm) ≤ V (a1, . . . ,ak) · V (b1, . . . , bm) ,

причому рiвнiсть виконується тодi й лише тодi, коли (ai, bj) = 0 для
всiх i, j.

Домашнє завдання

41. Знайдiть ортогональну базу пiдпростору, породженого векторами:
a) e1 = (1, 1, 1, 1), e2 = (3, 3,−1,−1), e3 = (−2, 0, 6, 8);
b) e1 = (2, 1, 3,−1), e2 = (7, 4, 3,−3), e3 = (1, 1,−6, 0), e4 = (5, 7, 7, 8);
c) e1 = (2, 1, i), e2 = (1− i, 2, 0), e3 = (−i, 0, 1− i).

42. Перевiрте, що система векторiв e1 = (1,−2, 1, 3), e2 = (2, 1,−3, 1) є
ортогональною, i доповнiть її до ортогональної бази.

43. Знайдiть ортонормовану базу пiдпростору розв’язкiв системи:

a) 3x1 − x2 − x3 + x4 = 0,
x1 + 2x2 − x3 − x4 = 0; b) x1 + (1− i)x2 − ix3 = 0,

−ix1 + 4x2 = 0.

44. Знайдiть ортогональну проекцiю v′ вектора v на пiдпростiр U i
вiдповiдну ортогональну складову v′′:

a) v = (5, 2,−2, 2), U = 〈(2, 1, 1,−1), (1, 1, 3, 0), (1, 2, 8, 1)〉;
b) v = (2,−5, 3, 4), U = 〈(1, 3, 3, 5), (1, 3,−5,−3), (1,−5, 3,−3)〉.

45. Знайдiть вiддаль вiд точки, заданої вектором v, до пiдпростору,
заданого системою рiвнянь:

a) 2x1 + 2x2 + x3 + x4 = 0,
2x1 + 4x2 + 2x3 + 4x4 = 0,

v = (2, 4, 0,−1);

b) x1 + 2x2 + x3 − x4 = 0,
x1 + 3x2 + x3 − 3x4 = 0,

v = (3, 3,−4, 2);

c) 2x1 − 2x2 + 3x3 − 2x4 + 2x5 = 0, v = (3, 3,−1, 1,−1).
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46. Знайдiть вiддаль вiд точки, заданої вектором v, до лiнiйного мно-
говиду, заданого системою рiвнянь:

a) x1 + 2x2 + x3 − x4 = 1,
x1 + 3x2 + x3 − 3x4 = 2,

v = (2, 4,−4, 2);

b) x1 + ix2 − (2− i)x3 = 0, v = (0,−i, 1 + i).

47. Знайдiть кут мiж вектором v i пiдпростором U :
a) v = (1, 3,−1, 3), U = 〈(1,−1, 1, 1), (5, 1,−3, 3)〉;
b) v = (2, 2,−1, 1), U = 〈(1,−1, 1, 1), (−1, 2, 3, 1), (1, 0, 5, 3)〉.
Лiтература. [1], с. 52–55; [2], с. 196–197, 205–209; [3], с. 38–51;

[4], с. 154–157; [5], с. 343–351; [7], с. 139–140, 148–149, 172–174; [9], с. 213–
214; [12], с. 349–354; [13], с. 256–274.

Заняття 16. Оператори в евклiдових та унi-
тарних просторах

Необхiднi поняття. Перетворення ϕ евклiдового (унiтарного) про-
стору V називається iзометрiєю або ортогональним (унiтарним), якщо
це перетворення зберiгає скалярний добуток, тобто (ϕ(u), ϕ(v)) = (u, v)
для всiх u,u ∈ V .

Дiйсна квадратна матриця A називається ортогональною, якщо
A ·A> = E. Комплексна квадратна матриця A називається унiтарною,
якщо A ·A> = E.

Лiнiйне перетворення ϕ∗ евклiдового (унiтарного) простору V нази-
вається спряженим до перетворення ϕ : V → V , якщо для довiльних
векторiв u, v ∈ V виконується рiвнiсть

(
ϕ(u ), v

)
=

(
u, ϕ∗(v )

)
.

Лiнiйне перетворення ϕ називається самоспряженим, якщо воно збi-
гаються зi своїми спряженим (тобто якщо ϕ∗ = ϕ). Самоспряжене пе-
ретворення евклiдового (вiдповiдно унiтарного) простору ще називають
симетричним (вiдповiдно ермiтовим).

Комплексна квадратна матриця A називається ермiтовою, якщо
A = A

>
.

Необхiднi твердження. 1. Iзометрiя евклiдового (унiтарного) про-
стору є лiнiйним перетворенням.

2. Для лiнiйного перетворення ϕ евклiдового (унiтарного) простору
наступнi твердження рiвносильнi:
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a) ϕ — iзометрiя;
b) ϕ зберiгає довжини векторiв;
c) в ортонормованiй базi матриця перетворення ϕ є ортогональною

(унiтарною);
d) перетворення ϕ деяку ортонормовану базу переводить в ортонор-

мовану;
e) перетворення ϕ будь–яку ортонормовану базу переводить в орто-

нормовану.
3. Для матрицi A наступнi умови є рiвносильними:
a) матриця A — ортогональна;
b) вектори–рядки матрицi A утворюють ортонормовану систему;
c) вектори–стовпчики матрицi A утворюють ортонормовану систему.
4. Матриця переходу вiд однiєї ортонормованої бази евклiдового

(унiтарного) простору до iншої ортонормованої бази є ортогональною
(унiтарною).

5. Власнi числа унiтарного перетворення за модулем дорiвнюють 1,
а власнi числа ортогонального перетворення дорiвнюють ±1.

6. Якщо A — ортогональна (унiтарна) матриця, то | detA| = 1.
7. В ортонормованiй базi евклiдового (вiдповiдно унiтарного) про-

стору матрицi A i A∗ спряжених перетворень ϕ i ϕ∗ пов’язанi спiввiд-
ношенням A∗ = A> (вiдповiдно A∗ = A

>
).

8. Нехай e1, . . . , en — база евклiдового (унiтарного) простору V , G —
матриця Ґрама бази e1, . . . , en, ϕ : V → V — лiнiйне перетворення. Тодi
в базi e1, . . . , en матрицi перетворень ϕ i ϕ∗ пов’язанi спiввiдношенням
[ϕ∗] = G−1[ϕ]>G .

9. Властивостi спряжених перетворень:
a) ε∗ = ε; b) ϕ∗∗ = ϕ; c) (ϕ + ψ)∗ = ϕ∗ + ψ∗; d) (ϕψ)∗ = ψ∗ϕ∗;
e) якщо обернене перетворення ϕ−1 iснує, то (ϕ−1)∗ = (ϕ∗)−1;
f) (cϕ)∗ = cϕ∗ для довiльного скаляра c.
10. Нехай ϕ — лiнiйне перетворення евклiдового (унiтарного) про-

стору V . Якщо пiдпростiр U ⊆ V є iнварiантним вiдносно перетворе-
ння ϕ, то його доповнення U⊥ буде iнварiантним вiдносно спряженого
перетворення ϕ∗. Зокрема, якщо перетворення ϕ — самоспряжене, то
ортогональне доповнення U⊥ також буде ϕ–iнварiантним.

11. Властивостi самоспряжених перетворень:
a) тотожне перетворення ε є самоспряженим;
b) сума самоспряжених перетворень знову є самоспряженим пере-

творенням;
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c) добуток ϕψ самоспряжених перетворень ϕ та ψ буде самоспря-
женим тодi й лише тодi, коли перетворення ϕ та ψ комутують, тобто
ϕψ = ψϕ;

d) якщо самоспряжене перетворення ϕ є невиродженим, то обернене
перетворення ϕ−1 також буде самоспряженим;

e) кратне cϕ ненульового самоспряженого перетворення ϕ буде са-
моспряженим тодi й лише тодi, коли скаляр c є дiйсним числом.

12. Усi власнi числа самоспряженого перетворення є дiйсними. Як
наслiдок, усi власнi числа дiйсних симетричних i комплексних ермiтових
матриць є дiйсними.

13. Для кожного самоспряженого перетворення евклiдового (унiтар-
ного) простору iснує власна ортонормована база.

14. Канонiчний вигляд матрицi ортогонального перетворення.
Для кожного ортогонального перетворення ϕ n–вимiрного евклiдового
простору V iснує ортонормована база e1, . . . , en (т.зв. канонiчна орто-
нормована база), в якiй матриця перетворення ϕ має вигляд




cosα1 sin α1

− sinα1 cos α1

. . .
cosαk sinαk

− sin αk cos αk

λ2k+1

. . .
λn




,

де λ2k+1, . . . , λn ∈ {−1, 1}, а всi невiдмiченi елементи є нулями. При
цьому характеристичний многочлен перетворення ϕ має вигляд
χϕ(λ) = (λ2− 2λ cosα1 + 1) · · · (λ2− 2λ cosαk + 1)(λ− λ2k+1) · · · (λ− λn).

14. Канонiчний вигляд матрицi унiтарного перетворення.
Для кожного унiтарного перетворення ϕ n–вимiрного унiтарного про-
стору V iснує ортонормована база e1, . . . , en (канонiчна ортонормована
база), в якiй матриця перетворення ϕ має вигляд [ϕ] = diag(a1, . . . , an),
причому |a1| = · · · = |an| = 1.

Приклади розв’язання типових задач

Задача 1. Для ортогонального перетворення ϕ, заданого в ортонор-
мованiй базi матрицею A, знайдiть канонiчний вигляд його матрицi i
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канонiчну ортонормовану базу :

a) A =
1
3
·



2 2 −1
2 −1 2
−1 2 2


 ; b) A =

1
3
·



2 −1 2
2 2 −1
−1 2 2


.

Розв’язання. a) Спочатку знайдемо власнi числа матрицi A:

χA(λ) =
1
27
·
∣∣∣∣∣∣

2− 3λ 2 −1
2 −1− 3λ 2
−1 2 2− 3λ

∣∣∣∣∣∣
=

=
1
27
·
∣∣∣∣∣∣

3− 3λ 3− 3λ 3− 3λ
2 −1− 3λ 2
−1 2 2− 3λ

∣∣∣∣∣∣
=

1− λ

9
·
∣∣∣∣∣∣

1 1 1
2 −1− 3λ 2
−1 2 2− 3λ

∣∣∣∣∣∣
=

=
1− λ

9
·
∣∣∣∣∣∣

1 1 1
0 −3− 3λ 0
0 3 3− 3λ

∣∣∣∣∣∣
= −(1− λ)2(1 + λ).

Таким чином, маємо власне число λ1 = λ2 = 1 кратностi 2 i просте
власне число λ3 = −1. Тому в канонiчнiй ортонормованiй базi матриця

перетворення матиме вигляд




1 0 0
0 1 0
0 0 −1


.

Далi знаходимо вiдповiднi власнi вектори. Для λ1 = λ2 = 1 цi векто-
ри шукаємо з системи

(
A− E

∣∣ 0
)

=
1
3
·


−1 2 −1
2 −4 2
−1 2 −1

∣∣∣∣∣∣

0
0
0


 Ã

(
1 −2 1

∣∣ 0
)
.

Легко вказуються два лiнiйно незалежнi розв’язки цiєї системи: a1 =
(1, 0,−1), a2 = (2, 1, 0). Застосовуючи до них процес ортогоналiзацiї
Ґрама–Шмiдта, отримуємо:

b1 = a1 = (1, 0,−1), b2 = a2 − (b1,a2)
(b1, b1)

· b1 = (1, 1, 1).

Власний вектор для λ3 = −1 шукаємо з системи

(
A + E

∣∣ 0
)

=
1
3
·



5 2 −1
2 2 2
−1 2 5

∣∣∣∣∣∣

0
0
0


 Ã

(
1 1 1
0 1 2

∣∣∣∣
0
0

)
,
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розв’язком якої є вектор a3 = (1,−2, 1).
Вектор a3 ортогональний до b1 та b2, оскiльки власнi вектори ор-

тогонального перетворення, що вiдповiдають рiзним власним числам,
є ортогональними. Нормуючи систему векторiв b1, b2, a3, знаходимо
канонiчну ортонормовану базу:

f1 =
√

2
2

(1, 0,−1), f2 =
√

3
3

(1, 1, 1), f3 =
√

6
6

(1,−2, 1).

b) Знову починаємо iз знаходження власних чисел:

χA(λ) =
1
27
·
∣∣∣∣∣∣

2− 3λ −1 2
2 2− 3λ −1
−1 2 2− 3λ

∣∣∣∣∣∣
=

=
1
27
·
∣∣∣∣∣∣

3− 3λ 3− 3λ 3− 3λ
2 2− 3λ −1
−1 2 2− 3λ

∣∣∣∣∣∣
=

1− λ

9
·
∣∣∣∣∣∣

1 1 1
2 2− 3λ −1
−1 2 2− 3λ

∣∣∣∣∣∣
=

=
1− λ

9
·
∣∣∣∣∣∣

1 1 1
0 −3λ −3
0 3 3− 3λ

∣∣∣∣∣∣
= (1− λ)(λ2 − λ + 1).

Таким чином, маємо одне дiйсне власне число λ1 = 1 i два комплекснi:
λ2,3 = 1

2 ± i
√

3
2 = cos π

3 ± i sin π
3 . Спочатку знайдемо власний вектор для

λ1 = 1:

(
A− E

∣∣ 0
)

=
1
3
·


−1 −1 2
2 −1 −1
−1 2 −1

∣∣∣∣∣∣

0
0
0


 Ã

(
1 0 −1
0 1 −1

∣∣∣∣
0
0

)
,

що дає a1 = (1, 1, 1). Далi шукаємо власний вектор матрицi A, який
вiдповiдає комплексному власному числу λ = 1

2 + i
√

3
2 :

(
A−

(
1
2

+ i

√
3

2

)
E

∣∣∣∣ 0
)

=




1
6 − i

√
3

2 − 1
3

2
3

2
3

1
6 − i

√
3

2 − 1
3

− 1
3

2
3

1
6 − i

√
3

2

∣∣∣∣∣∣∣

0
0
0


 Ã

Ã




1
2 − i

√
3

2
1
2 − i

√
3

2
1
2 − i

√
3

2
2
3

1
6 − i

√
3

2 − 1
3

− 1
3

2
3

1
6 − i

√
3

2

∣∣∣∣∣∣∣

0
0
0


 Ã

(
1 1 1
0 1 1

2 − i
√

3
2

∣∣∣∣
0
0

)
.
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Одним з розв’язкiв цiєї системи є вектор

a =
(

1
2

+ i

√
3

2
,
1
2
− i

√
3

2
,−1

)
= a2 + ia3,

де a2 =
(

1
2 , 1

2 ,−1
)
, a3 =

(√
3

2 ,−
√

3
2 , 0

)
.

Зауважимо, що для дiйсної матрицi A, дiйсних векторiв a та b i
скалярiв α, β ∈ R з рiвностi

A · (a+ ib) = (α + iβ)(a+ ib) = (αa− βb) + i(αb+ βa)

випливають рiвностi

A · a = αa− βb, A · b = αb+ βa. (53)

Безпосередньо перевiряється, що вектори a1, a2, a3 попарно ортого-
нальнi, тобто a1 ·a2 = a1 ·a3 = a2 ·a3 = 0. Тому вони лiнiйно незалежнi
i утворюють базу. Оскiльки A · (a2 + ia3) =

(
1
2 + i

√
3

2

)
(a2 + ia3), то з

рiвностей (53) випливає, що в базi a1, a2, a3 матриця перетворення ϕ
буде мати вигляд

1
2
·



2 0 0
0 1

√
3

0 −√3 1


 =




1 0 0
0 cos π

3 sin π
3

0 − sin π
3 cos π

3


 . (54)

Пiсля нормування з бази a1, a2, a3 одержимо ортонормовану базу f1 =√
3

3 (1, 1, 1), f2 =
√

6
6 (2,−1,−1), f3 =

√
2

2 (0,−1, 1). Оскiльки вектор a1 є
власним, а вектори a2 i a3 породжують iнварiантний пiдпростiр i мають
однакову довжину, то пiсля нормування бази матриця перетворення ϕ
не змiниться, тобто знову матиме вигляд (54).

Таким чином, канонiчною базою є f1, f2, f3, а канонiчним виглядом
матрицi перетворення ϕ є матриця (54).

Задача 2. Ортогональне перетворення ϕ простору R3 зi стандар-
тним скалярним добутком переводить вектори a1 = (1, 1, 1) та a2 =
(1, 0,−1) вiдповiдно у вектори (−1,−1, 1) та (1,−1, 0). Знайдiть його
матрицю у стандартнiй базi e1, e2, e3 цього простору, якщо її визна-
чник дорiвнює −1.

Розв’язання. Нехай ϕ(e3) = (x1, x2, x3). Оскiльки e1 = a2 + e3 та e2 =
a1 − e1 − e3 = a1 − a2 − 2e3, то

ϕ(e1) = ϕ(a2) + ϕ(e3) = (1,−1, 0) + (x1, x2, x3) = (1 + x1,−1 + x2, x3),
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i, аналогiчно,

ϕ(e2) = ϕ(a1)− ϕ(a2)− 2ϕ(e3) = (−2− 2x1,−2x2, 1− 2x3).

З ортогональностi перетворення ϕ та ортонормованостi бази e1, e2,
e3 випливають рiвностi

ϕ(e1) · ϕ(e3) = 0, ϕ(e2) · ϕ(e3) = 0, ϕ(e3) · ϕ(e3) = 1,

що дає нам систему рiвнянь:

x1 + x2
1 − x2 + x2

2 + x2
3 = 0,

−2x1 − 2x2
1 − 2x2

2 + x3 − 2x2
3 = 0,

x2
1 + x2

2 + x2
3 = 1.

(55)

Враховуючи третє, з перших двох рiвнянь одержуємо систему лiнiйних
рiвнянь

x1 − x2 = −1, 2x1 − x3 = −2,

загальний розв’язок якої має вигляд

x1 = t, x2 = 1 + t, x3 = 2 + 2t.

Пiдставляючи цi значення в третє з рiвнянь (55), одержуємо: 6t2 +10t+
4 = 0, звiдки t = −1 або t = − 2

3 . При t = −1 маємо:

ϕ(e1) = (0,−1, 0), ϕ(e2) = (0, 0, 1), ϕ(e3) = (−1, 0, 0).

Це дає матрицю перетворення

[ϕ] =




0 0 −1
−1 0 0
0 1 0


 .

Але її визначник дорiвнює 1, тому вона нас не влаштовує. При t = − 2
3

маємо:

ϕ(e1) =
(

1
3
,−2

3
,
2
3

)
, ϕ(e2) =

(
−2

3
,−2

3
,−1

3

)
, ϕ(e3) =

(
−2

3
,
1
3
,
2
3

)
,

що дає матрицю

[ϕ] =
1
3




1 −2 −2
−2 −2 1
2 −1 2


 .

Позаяк її визначник дорiвнює −1, то вона i є шуканою.
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Задача 3. Знайдiть перетворення, спряжене до перетворення ϕ(v) =
[v,a] звичайного тривимiрного евклiдового простору (вектор a — фiк-
сований).

Розв’язання. Легко бачити, що (ϕ(v),u) = ([v,a],u) є змiшаним добу-
тком векторiв v, a та u. За властивостями змiшаного добутку

([v,a],u) = −([u,a], v) = −(v, [u,a]) = −(v, ϕ(u)) = (v,−ϕ(u)).

Тому ϕ∗ = −ϕ.

Задача 4. У просторi R2[x] з базою 1, x, x2 знайдiть матрицю пере-
творення, спряженого до диференцiювання, якщо скалярний добуток
задається правилом (f(x), g(x)) = f(−1)g(−1) + f(0)g(0) + f(1)g(1).

Розв’язання. У базi 1, x, x2 перетворення ϕ : f(x) 7→ f ′(x) має матрицю

[ϕ] =




0 1 0
0 0 2
0 0 0


 .

Далi скористаємося твердженням 6. Для цього обчислимо матрицю Ґра-
ма бази 1, x, x2:

G(1, x, x2) =




(1, 1) (1, x) (1, x2)
(x, 1) (x, x) (x, x2)
(x2, 1) (x2, x) (x2, x2)


 =




3 0 2
0 2 0
2 0 2




(для прикладу: (x, x2) = (−1) · (−1)2 + 0 · 02 + 1 · 12 = 0). Оскiльки

G−1 =




1 0 −1
0 1/2 0
−1 0 3/2


 ,

то за твердженням 6 матриця спряженого перетворення дорiвнює

[ϕ∗] = G−1[ϕ]>G =

=




1 0 −1
0 1/2 0
−1 0 3/2







0 0 0
1 0 0
0 2 0







3 0 2
0 2 0
2 0 2


 =




0 −4 0
3/2 0 1
0 6 0


 .
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Задача 5. Нехай в деякiй базi скалярний добуток задається бiлiнiйною
функцiєю з матрицею F, а лiнiйне перетворення ϕ — матрицею A.
Знайдiть матрицю спряженого перетворення ϕ∗ у цiй же базi, якщо

F =




2 2 1
2 3 1
1 1 1


 , A =




2 1 1
−1 −3 1
1 2 −1


 .

Розв’язання. Матриця F бiлiнiйної функцiї, якою задається скаляр-
ний добуток, — це не що iнше, як матриця Ґрама даної бази. Тому,
за твердженням 6, матриця спряженого перетворення дорiвнює [ϕ∗] =
F−1A>F . Оскiльки

F−1 =




2 −1 −1
−1 1 0
−1 0 2


 ,

то

[ϕ∗] =




2 −1 −1
−1 1 0
−1 0 2







2 −1 1
1 −3 2
1 1 −1







2 2 1
2 3 1
1 1 1


 =




5 5 3
−5 −7 −2
3 6 0


 .

Задача 6. Знайдiть власну ортонормовану базу перетворення ϕ i його
матрицю в цiй базi, якщо в стандартнiй ортонормованiй базi його
матриця A дорiвнює :

a) A =
(

3 2 + 2i
2− 2i 1

)
; b) A =




5 −1 −1
−1 5 −1
−1 −1 5


.

Розв’язання. Зауважимо, що в обох випадках перетворення ϕ є само-
спряженим, бо обидвi матрицi є самоспряженими. Тому згiдно твердже-
ння 13 власна ортонормована база iснує.

a) Спочатку шукаємо власнi числа матрицi A:

χA(λ) =
∣∣∣∣
3− λ 2 + 2i
2− 2i 1− λ

∣∣∣∣ = λ2 − 4λ− 5 = (λ− 5)(λ + 1).

Таким чином, власними числами є λ1 = 5 та λ2 = −1, тому у власнiй

ортонормованiй базi перетворення ϕ буде мати матрицю
(

5 0
0 −1

)
.
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Далi для кожного з власних чисел шукаємо вiдповiдний власний
вектор:

(
A− 5E

∣∣ 0
)

=
( −2 2 + 2i

2− 2i −4

∣∣∣∣
0
0

)
Ã

(
1 −1− i

∣∣ 0
)
;

(
A + E

∣∣ 0
)

=
(

4 2 + 2i
2− 2i 2

∣∣∣∣
0
0

)
Ã

(
2 1 + i

∣∣ 0
)
.

Розв’язками цих систем є, наприклад, вектори a1 = (1+i, 1) та a2 = (1+
i,−2) вiдповiдно. Позаяк власнi вектори самоспряженого перетворення,
що вiдповiдають рiзним власним числам, попарно ортогональнi, то для
знаходження власної ортонормованої бази лишається лише нормувати
отриману систему власних векторiв:

f1 =
a1

|a1| =
√

3
3

(1 + i, 1) , f2 =
a2

|a2| =
√

6
6

(1 + i,−2) .

b) Знову починаємо iз знаходження власних чисел матрицi A:

χA(λ) =

∣∣∣∣∣∣

5− λ −1 −1
−1 5− λ −1
−1 −1 5− λ

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

3− λ 3− λ 3− λ
−1 5− λ −1
−1 −1 5− λ

∣∣∣∣∣∣
=

= (3− λ)

∣∣∣∣∣∣

1 1 1
−1 5− λ −1
−1 −1 5− λ

∣∣∣∣∣∣
= (3− λ)

∣∣∣∣∣∣

1 1 1
0 6− λ 0
0 0 6− λ

∣∣∣∣∣∣
= (3− λ)(6− λ)2.

Таким чином, власними числами є λ1 = 3 та λ2 = λ3 = 6, а тому у
власнiй ортонормованiй базi перетворення ϕ матиме матрицю




3 0 0
0 6 0
0 0 6


 .

Далi шукаємо вiдповiднi власнi вектори:

(
A− 3E

∣∣ 0
)

=




2 −1 −1
−1 2 −1
−1 −1 2

∣∣∣∣∣∣

0
0
0


 Ã

(
1 0 −1
0 1 −1

∣∣∣∣
0
0

)
.

Отже, для λ1 = 3 власним вектором буде a1 = (1, 1, 1).

(
A− 6E

∣∣ 0
)

=



−1 −1 −1
−1 −1 −1
−1 −1 −1

∣∣∣∣∣∣

0
0
0


 Ã

(
1 1 1

∣∣ 0
)
.
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Легко вказуються два лiнiйно незалежнi розв’язки цiєї системи: a2 =
(1, 0,−1), a3 = (0, 1,−1) — власнi вектори для λ2 = λ3 = 6.

Оскiльки власнi вектори, що вiдповiдають рiзним власним числам
попарно ортогональнi, то для знаходження власної ортонормованої бази
процес ортогоналiзацiї досить застосовувати лише для векторiв a2 та a3.
Тому

b1 = a1, b2 = a2, b3 = a3 − (a3, b2)
(b2b2)

b2 =
(
− 1

2
, 1,−1

2

)
.

Для знаходження власної ортонормованої бази лишається лише норму-
вати систему векторiв b1, b2, b3:

f1 =
b1

|b1| =
√

3
3

(1, 1, 1), f2 =
b2

|b2| =
√

2
2

(1, 0,−1),

f3 =
b3

|b3| =
√

6
6

(−1, 2,−1).

Задача 7. Доведiть, що самоспряженi перетворення ϕ та ψ евклi-
дового (унiтарного) простору V комутують тодi й лише тодi, коли
вони мають спiльну власну ортонормовану базу.

Розв’язання. Достатнiсть умови очевидна: якщо перетворення ϕ i ψ ма-
ють спiльну власну базу, то в цiй базi матрицi перетворень є дiагональ-
ними. А дiагональнi матрицi комутують.

Для доведення необхiдностi умови застосуємо iндукцiю за розмiр-
нiстю простору. База iндукцiї перевiряється легко. Справдi, вектор e
одиничної довжини з одновимiрного простору V є власним для довiль-
ного лiнiйного перетворення цього простору. А тому e утворює власну
ортонормовану базу для кожного перетворення простору V .

Нехай тепер dim V > 1. Оскiльки всi власнi числа самоспряженого
перетворення є дiйсними, то iз зад. 6.19 випливає, що перетворення ϕ
та ψ мають спiльний власний вектор v. У свою чергу, з твердження 10
випливає, що ортогональне доповнення U = 〈v〉⊥ буде iнварiантним
пiдпростором для кожного з перетворень ϕ та ψ. Обмеження самоспря-
женого перетворення на iнварiантний пiдпростiр знову є самоспряже-
ним перетворенням. Позаяк dim U < dim V , то, за припущенням iнду-
кцiї, для самоспряжених перетворень ϕ|U та ψ|U , якi комутують, iснує
спiльна власна ортонормована база. Поповнивши її вектором e = v/|v |,
одержимо спiльну власну ортонормовану базу перетворень ϕ i ψ.
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Основнi задачi

8. З’ясуйте, чи буде перетворення v 7→ [v,a] (вектор a — фiксований)
звичайного тривимiрного евклiдового простору ортогональним.

9. Нехай A та B — дiйснi матрицi. Доведiть, що коли комплексна ма-
триця A + iB є унiтарною, то дiйсна матриця

(
A −B
B A

)
є ортогональною.

10. З’ясуйте, чи буде ортогональним перетворення ϕ : f(x) 7→ xnf
(

1
x

)
простору Rn[x] (n > 0), якщо скалярний добуток задається правилом:
a) (a0 + a1x + · · ·+ anxn, b0 + b1x + · · ·+ bnxn) = a0b0 + a1b1 + · · ·+ anbn;

b) (f(x), g(x)) =
1∫
−1

f(x)g(x)dx.

11. Для ортогонального перетворення, заданого в ортонормованiй базi
матрицею A, знайдiть канонiчний вигляд його матрицi та канонiчну
ортонормовану базу:

a) A =
1
2
·




1 1 1 1
1 1 −1 −1
1 −1 1 −1
1 −1 −1 1


; b) A =

1
2
·




1 1 1 1
1 1 −1 −1
−1 1 −1 1
−1 1 1 −1


.

12. Знайдiть перетворення, спряжене до повороту евклiдової площини
на кут α.

13. Знайдiть перетворення, спряжене до проектування координатної
площини на вiсь абсцис паралельно бiсектрисi першого й третього ко-
ординатних кутiв.

14. Доведiть, що добуток ϕψ самоспряжених перетворень ϕ i ψ буде
самоспряженим тодi й лише тодi, коли вони комутують.

15. Доведiть, що для довiльного лiнiйного перетворення ϕ унiтарного
простору кожне з перетворень ϕ∗ϕ i ϕϕ∗ буде самоспряженим.

16. Доведiть, що ядро та образ спряженого перетворення ϕ∗ є ортого-
нальними доповненнями вiдповiдно до образу та ядра перетворення ϕ.

17. Знайдiть матрицю спряженого перетворення ϕ∗, якщо перетворе-
ння ϕ переводить вектори a1 = (0, 0, 1), a2 = (0, 1, 1), a3 = (1, 1, 1) у
вектори b1 = (1, 2, 1), b2 = (3, 1, 2), b3 = (7,−1, 4) вiдповiдно (координа-
ти векторiв дано в ортонормованiй базi).
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18. В ортонормованiй базi e1, e2, e3 вектори f1, f2, f3 мають координати
f1 = (1, 2, 1), f2 = (1, 1, 2), f3 = (1, 1, 0). Перетворення ϕ у базi f1, f2, f3

має матрицю




1 1 3
0 5 −1
2 7 −3


. Знайдiть у цiй же базi матрицю спряженого

перетворення ϕ∗.

19. Самоспряжене перетворення ϕ простору R3 зi стандартним ска-
лярним добутком переводить вектори (2, 2,−1) та (2,−1, 2) вiдповiдно
у вектори (5,−1,−1) та (3, 3, 3). Знайдiть його матрицю у стандартнiй
базi простору R3, якщо слiд перетворення дорiвнює 3.

20. У просторi R2[x] з базою 1, x, x2 знайдiть матрицю перетворення,
спряженого до диференцiювання, якщо скалярний добуток задається

правилом (f, g) =
+1∫
−1

f(x)g(x)dx.

21. Нехай у деякiй базi скалярний добуток задається бiлiнiйною фун-
кцiєю з матрицею F , а лiнiйне перетворення — матрицею A. Знайдiть
матрицю спряженого перетворення ϕ∗ у цiй же базi, якщо:

a) F =




3 1 −2
1 1 −1
−2 −1 2


, A =




1 2 0
2 0 3
0 1 3


;

b) F =




1 0 2
0 5 3
2 3 6


, A =




0 1 −2
2 0 −1
3 −2 0


.

22. Знайдiть власну ортонормовану базу перетворення ϕ i його матри-
цю в цiй базi, якщо в стандартнiй ортонормованiй базi воно має матри-
цю:

a)




11 2 −8
2 2 10
−8 10 5


; b)




17 −8 4
−8 17 −4
4 −4 11


; c)




0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0
1 0 0 0


;

d)




3 −i 0
i 3 0
0 0 4


.

Додатковi задачi
23. Нехай {0} ⊂ U1 ⊂ U2 ⊂ · · · ⊂ Un = V та {0} ⊂ W1 ⊂ W2 ⊂
· · · ⊂ Wn = V — два такi ланцюги пiдпросторiв n–вимiрного евклiдового
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простору V , що dim Uk = dim Wk = k. Доведiть, що iснує ортогональне
перетворення, яке переводить перший з ланцюгiв у другий.

24. Доведiть, що кожен елемент унiтарної матрицi дорiвнює за модулем
своєму доповняльному мiноровi.

25.∗ Доведiть, що для довiльних унiтарного перетворення ϕ i натураль-
ного числа k iснує таке унiтарне перетворення ψ, яке є многочленом
вiд ϕ i задовольняє рiвнiсть ψk = ϕ. Зокрема, в множинi унiтарних
перетворень можна добувати коренi.

26.∗∗ Нехай k — фiксоване натуральне число та n > k. Доведiть, що
кожне лiнiйне перетворення ϕ n–вимiрного евклiдового простору, яке
зберiгає об’єми k–вимiрних паралелепiпедiв, є iзометрiєю.

27. Доведiть, що коли лiнiйне перетворення ϕ евклiдового (унiтарного)
простору має двi з наступних властивостей:

a) ϕ — самоспряжене перетворення,
b) ϕ — ортогональне (унiтарне) перетворення,
c) ϕ — iнволютивне перетворення (тобто ϕ2 = ε),

то воно має й третю властивiсть.

28. У просторi Mn(R) визначимо скалярний добуток матриць X = (xij)

та Y = (yij) правилом (X, Y ) =
n∑

i,j=1

xijyij . Для фiксованих матриць A

та B знайдiть перетворення, спряжене до перетворення: a) X 7→ AXB;
b) X 7→ AX + XB.

29. Нехай ϕ — самоспряжене перетворення i для кожного вектора v
виконується рiвнiсть (ϕ(v), v) = 0. Доведiть, що ϕ = O.

30. Доведiть, що для дiйсної кососиметричної матрицi A матриця E+A
буде невиродженою, а матриця (E −A)(E + A)−1 — ортогональною.

31. Нехай ϕ — самоспряжене перетворення унiтарного простору. Дове-
дiть, що:

a) перетворення ϕ− iε — невироджене;
b) перетворення ψ = (ϕ− iε)−1(ϕ + iε) — унiтарне;
c) перетворення ψ + ε — невироджене;
d) ϕ = i(ψ − ε)(ψ + ε)−1.
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32.∗∗ Доведiть, що для кожного лiнiйного вiдображення ϕ : U → V
евклiдових просторiв iснує, причому єдине, таке лiнiйне вiдображення
ϕ+ : V → U , що ϕϕ+ϕ = ϕ, ϕ+ϕϕ+ = ϕ+, а вiдображення ϕϕ+ та ϕ+ϕ
— самоспряженi.

33. Доведiть, що для кожного лiнiйного перетворення ϕ n–вимiрного
евклiдового простору iснує ортонормована система векторiв v1, . . . , vn,
яка перетворенням ϕ переводиться в ортогональну систему ϕ(v1), . . . ,
ϕ(vn).

34. Скiльки власних ортонормованих баз має самоспряжене перетво-
рення n–вимiрного евклiдового простору, якщо власнi числа є попарно
рiзними?

35. Як пов’язанi жордановi нормальнi форми спряжених перетворень
ϕ та ϕ∗?

36. Доведiть, що для довiльного лiнiйного перетворення ϕ евклiдового
або унiтарного простору виконується рiвнiсть (eϕ)∗ = eϕ∗ .

Домашнє завдання

37. Доведiть, що унiтарне перетворення має iнварiантнi пiдпростори
усiх можливих розмiрностей.

38. Для ортогонального перетворення, заданого в ортонормованiй ба-
зi матрицею A, знайдiть канонiчний вигляд його матрицi i канонiчну
ортонормовану базу:

a) A =
1
2
·



1 1 −√2
1 1

√
2√

2 −√2 0


; b) A =

1
4
·



3 1 −√6
1 3

√
6√

6 −√6 2


.

39. У просторi R2[x] з базою 1, x, x2 знайдiть матрицю перетворення,
спряженого до диференцiювання, якщо скалярний добуток задається
правилом (a0 + a1x + a2x

2, b0 + b1x + b2x
2) = a0b0 + a1b1 + a2b2.

40. Нехай у деякiй базi скалярний добуток задається бiлiнiйною фор-
мою з матрицею F , а лiнiйне перетворення — матрицею A. Знайдiть у
цiй же базi матрицю спряженого перетворення ϕ∗, якщо:

F =




2 −1 0
−1 2 −1
0 −1 1


 , A =




1 2 −3
2 −3 1
3 2 −1


 .
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41. Нехай ϕ та ψ — самоспряженi перетворення унiтарного простору.
Доведiть, що кожне з перетворень ϕψ + ψϕ та i(ϕψ − ψϕ) є самоспря-
женим.

42. Знайдiть власну ортонормовану базу перетворення ϕ i його матри-
цю в цiй базi, якщо в стандартнiй ортонормованiй базi воно має матри-
цю:

a)
(

3 −i
i 3

)
; b)




0 0 1
0 1 0
1 0 0


.

Лiтература. [1], с. 58–61; [2], с. 226–232; [3], с. 123–134, 151–155;
[4], с. 164–183; [5], с. 399–416; [6], с. 189–196; [8], с. 126–131, 136–138;
[9], с. 219–222; [10], с. 46–50, 66–77; [12], с. 355–362; [13], с. 302–311.

Заняття 17. Нормальнi оператори
Необхiднi поняття. Лiнiйне перетворення ϕ евклiдового (унiтарно-

го) простору називається нормальним, якщо воно переставне зi своїм
спряженим, тобто ϕϕ∗ = ϕ∗ϕ.

Матриця A називається нормальною, якщо A ·A> = A
> ·A.

Зведенням дiйсної квадратичної функцiї до головних осей називає-
ться її зведення до канонiчного вигляду за допомогою ортогонального
перетворення.

Необхiднi твердження. 1. Ортогональнi, унiтарнi та самоспряженi
перетворення є нормальними.

2. Власнi вектори нормального перетворення, що вiдповiдають рi-
зним власним числам, ортогональнi.

3. Якщо v — власний вектор нормального перетворення ϕ з власним
числом λ, то v буде також власним вектором перетворення ϕ∗ з власним
числом λ.

4. Основна теорема про нормальнi перетворення. Лiнiйне перетво-
рення ϕ унiтарного простору буде нормальним тодi й тiльки тодi, коли
для нього iснує власна ортонормована база.

5. Кожну дiйсну квадратичну форму вiдповiдним ортогональним
перетворенням можна звести до вигляду

α1y
2
1 + α2y

2
2 + · · ·+ αry

2
r ,
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де r — ранг форми, а α1, . . . , αr — ненульовi власнi числа матрицi цiєї
форми. Зокрема, для ортогональної еквiвалентностi дiйсних квадрати-
чних форм необхiдно й достатньо, щоб збiгалися характеристичнi мно-
гочлени матриць цих форм.

Приклади розв’язання типових задач

Задача 1. Доведiть, що поворот евклiдової площини на кут α є нор-
мальним перетворенням.

Розв’язання. В ортонормованiй базi матриця повороту на кут α має ви-

гляд
(

cos α sin α
− sin α cosα

)
. Матрицею спряженого перетворення буде транс-

понована матриця
(

cosα − sin α
sin α cos α

)
, тобто матриця повороту на кут −α.

Очевидно, що повороти на кути α та −α комутують. Тому поворот ев-
клiдової площини є нормальним перетворенням.

Задача 2. Доведiть, що перетворення ϕ унiтарного простору буде
нормальним тодi й лише тодi, коли для довiльного числа λ ядро й образ
перетворення ϕ− λε ортогональнi.

Розв’язання. Нехай перетворення ϕ унiтарного простору V — нормаль-
не. Якщо λ не є власним числом, то Ker(ϕ − λε) = {0}, а тому ядро й
образ перетворення ϕ− λε ортогональнi.

Нехай тепер λ — власне число. За основною теоремою про нормальнi
перетворення для ϕ iснує власна ортонормована база a1, . . . , an. Без
обмеження загальностi можемо вважати, що ϕ(a1) = λa1, . . . , ϕ(ak) =
λak, а для довiльного j > k ϕ(aj) = λjaj , причому λj 6= λ. Тодi

(ϕ− λε)(aj) =
{

0, якщо j ≤ k;
(λj − λ)aj , якщо j > k.

Звiдси випливає, що

Ker(ϕ− λε) = 〈a1, . . . ,ak〉, Im(ϕ− λε) = 〈ak+1, . . . ,an〉.

Позаяк вектори бази попарно ортогональнi, то ядро Ker(ϕ−λε) i образ
Im(ϕ− λε) також ортогональнi.

Доведемо тепер достатнiсть умови. Щоб довести нормальнiсть ϕ,
досить показати, що для ϕ iснує власна ортонормована база. Доведемо
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це iндукцiєю за розмiрнiстю простору V . База iндукцiї очевидна, бо
кожне лiнiйне перетворення одновимiрного простору таку базу має.

Вiзьмемо довiльне власне число λ. Оскiльки

dim V = dim Ker(ϕ− λε) + dim Im(ϕ− λε) =

= dimKer(ϕ− λε) + dim
(
Ker(ϕ− λε)

)⊥
,

то dim Im(ϕ − λε) = dim
(
Ker(ϕ − λε)

)⊥. Крiм того, за умовою,
Im(ϕ−λε) ⊆ (

Ker(ϕ−λε)
)⊥. Тому Im(ϕ−λε) =

(
Ker(ϕ−λε)

)⊥. Оскiль-
ки образ перетворення є iнварiантним пiдпростором, а iнварiантнi пiд-
простори перетворень ϕ i ϕ − λε збiгаються, то Im(ϕ − λε) є iнварiан-
тним пiдпростором перетворення ϕ. Отже, можна розглянути обмеже-
ння ψ = ϕ|Im(ϕ−λε) перетворення ϕ на пiдпростiр Im(ϕ − λε). Тодi для
довiльного λ маємо:

Ker(ψ − λε) ⊆ Ker(ϕ− λε), Im(ψ − λε) ⊆ Im(ϕ− λε).

Тому Ker(ψ − λε) та Im(ψ − λε) ортогональнi. Позаяк dim Im(ϕ− λε) <
dim V , то, за припущенням iндукцiї, для перетворення ψ iснує власна
ортонормована база. Очевидно, що кожний власний вектор перетворе-
ння ψ буде i власним вектором перетворення ϕ. Доповнивши цю базу
ортонормованою базою ядра Ker(ϕ− λε), одержимо власну ортонормо-
вану базу перетворення ϕ.

Зауваження. В евклiдових просторах умова зад. 17.2 не є доста-
тньою для нормальностi перетворення. Контрприкладом слугує довiль-
не перетворення, яке не має власних векторiв i не є нормальним (на-
приклад, перетворення двовимiрного простору з матрицею

(
1 1
−2 2

)
в ор-

тонормованiй базi).

Задача 3. Доведiть, що лiнiйне перетворення ϕ унiтарного простору
V буде нормальним тодi й лише тодi, коли кожний власний вектор
перетворення ϕ є власним вектором i для перетворення ϕ∗.

Розв’язання. Необхiднiсть умови випливає з твердження 3, тому дове-
демо лише достатнiсть. Для цього досить показати, що з умови задачi
випливає iснування для перетворення ϕ власної ортонормованої бази.
Це очевидно, якщо dim V = 1. Далi застосуємо iндукцiю за розмiрнiстю
простору V .
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Нехай a — власний вектор перетворень ϕ. За твердженням 3 вiн
буде власним i для перетворення ϕ∗. Тодi для довiльного вектора v з
ортогонального доповнення 〈a〉⊥ маємо:

(a, ϕ(v)) = (ϕ∗(a), v) = (µa, v) = µ(a, v) = 0.

Отже, ϕ(v) ∈ 〈a〉⊥. Аналогiчно доводиться, що ϕ∗(v) ∈ 〈a〉⊥. Таким
чином, ортогональне доповнення 〈a〉⊥ є iнварiантним пiдпростором ко-
жного з перетворень ϕ та ϕ∗. Тодi для обмеження ϕ|〈a〉⊥ спряженим
перетворенням буде

(
ϕ|〈a〉⊥

)∗ = ϕ∗|〈a〉⊥ , а тому обмеження ϕ|〈a〉⊥ також
задовольняє умову задачi. Оскiльки dim〈a〉⊥ < dim V , то, за припу-
щенням iндукцiї, для перетворення ϕ|〈a〉⊥ iснує власна ортонормована
база. Поповнивши її вектором a, одержимо власну ортонормовану базу
перетворення ϕ.

Задача 4. Перевiрте, що матриця

A =




2− i −1 0
−1 1− i 1
0 1 2− i




є нормальною, i знайдiть для неї власну ортонормовану базу.

Розв’язання. Якщо ми покажемо, що для перетворення з даною ма-
трицею iснує власна ортонормована база, то тим самим, згiдно твер-
дження 4, буде доведена i нормальнiсть матрицi. Для цього спочатку
знайдемо власнi числа матрицi A:

χA(λ) =

∣∣∣∣∣∣

2− i− λ −1 0
−1 1− i− λ 1
0 1 2− i− λ

∣∣∣∣∣∣
=

=

∣∣∣∣∣∣

2− i− λ 0 2− i− λ
−1 1− i− λ 1
0 1 2− i− λ

∣∣∣∣∣∣
=

= (2− i− λ)

∣∣∣∣∣∣

1 0 1
−1 1− i− λ 1
0 1 2− i− λ

∣∣∣∣∣∣
=

= (2− i− λ)

∣∣∣∣∣∣

1 0 1
0 1− i− λ 2
0 1 2− i− λ

∣∣∣∣∣∣
= (2− i− λ)(−i− λ)(3− i− λ) .
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Таким чином, маємо три власнi числа: λ1 = 2 − i, λ2 = −i, λ3 = 3 − i.
Далi шукаємо вiдповiднi власнi вектори:

(
A− (2− i)E

∣∣ 0
)

=




0 −1 0
−1 −1 1
0 1 0

∣∣∣∣∣∣

0
0
0


 Ã

(
0 1 0
1 0 −1

∣∣∣∣
0
0

)
.

Розв’язком цiєї системи (i, вiдповiдно, власним вектором для λ1 = 2− i)
буде, наприклад, вектор a1 = (1, 0, 1).

(
A+iE

∣∣ 0
)

=




2 −1 0
−1 1 1
0 1 2

∣∣∣∣∣∣

0
0
0


 Ã

(−1 1 1
0 1 2

∣∣∣∣
0
0

)
Ã

(
1 0 1
0 1 2

∣∣∣∣
0
0

)
.

Розв’язком цiєї системи (i, вiдповiдно, власним вектором для λ2 = i)
буде, наприклад, вектор a2 = (1, 2,−1).

(
A− (3− i)E

∣∣ 0
)

=



−1 −1 0
−1 −2 1
0 1 −1

∣∣∣∣∣∣

0
0
0


 Ã

(
1 1 0
0 1 −1

∣∣∣∣
0
0

)
.

Розв’язком цiєї системи (i, вiдповiдно, власним вектором для λ3 = 3− i)
буде, наприклад, вектор a3 = (−1, 1, 1).

Позаяк власнi вектори з рiзними власними числами лiнiйно незале-
жнi, то маємо власну базу a1 = (1, 0, 1), a2 = (1, 2,−1), a3 = (−1, 1, 1).
Легко перевiряється, що цi вектори попарно ортогональнi:

(a1,a2) = (a1,a3) = (a2,a3) = 0.

Нормуючи їх, одержуємо власну ортонормовану базу: e1 =
√

2
2 (1, 0, 1),

e2 =
√

6
6 (1, 2,−1), e3 =

√
3

3 (−1, 1, 1).

Задача 5. Зведiть квадратичну форму до головних осей i знайдiть
матрицю переходу до вiдповiдної ортонормованої бази:

a) x2
1 + x2

2 + x2
3 + 4x1x2 + 4x1x3 + 4x2x3;

b) −x2
1 + x2

2 − 5x2
3 + 6x1x3 + 4x2x3.

Розв’язання. a) Записуємо матрицю A квадратичної форми i шукаємо
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її власнi числа:

A =




1 2 2
2 1 2
2 2 1


 ;

χA(λ) =

∣∣∣∣∣∣

1− λ 2 2
2 1− λ 2
2 2 1− λ

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

5− λ 5− λ 5− λ
2 1− λ 2
2 2 1− λ

∣∣∣∣∣∣
=

= (5− λ)

∣∣∣∣∣∣

1 1 1
2 1− λ 2
2 2 1− λ

∣∣∣∣∣∣
= (5− λ)

∣∣∣∣∣∣

1 1 1
0 −1− λ 0
0 0 −1− λ

∣∣∣∣∣∣
=

= (5− λ)(1 + λ)2.

Таким чином, власними числами будуть λ1 = 5, λ2 = λ3 = −1. Тому
пiсля зведення до головних осей квадратична форма набуває вигляду
5y2

1 − y2
2 − y2

3 .
Стовпчиками матрицi переходу до вiдповiдної ортонормованої бази

будуть вектори власної ортонормованої бази перетворення з матрицею
A. Тому шукаємо власнi вектори матрицi A:

(
A−5E

∣∣ 0
)

=



−4 2 2
2 −4 2
2 2 −4

∣∣∣∣∣∣

0
0
0


 Ã

(
1 1 −2
0 1 −1

∣∣∣∣
0
0

)
Ã

(
1 0 −1
0 1 −1

∣∣∣∣
0
0

)
.

Розв’язком цiєї системи (тобто власним вектором для λ1 = 5) буде,
наприклад, вектор a1 = (1, 1, 1).

(
A + E

∣∣ 0
)

=




2 2 2
2 2 2
2 2 2

∣∣∣∣∣∣

0
0
0


 Ã

(
1 1 1

∣∣ 0
)
.

Легко вказуються два лiнiйно незалежнi розв’язки цiєї системи (власнi
вектори для λ2 = λ3 = −1): a2 = (1,−1, 0), a3 = (1, 0,−1).

Щоб перейти до ортогональної бази перетворення з матрицею A,
застосуємо до системи a1, a2, a3 процес ортогоналiзацiї:

b1 = a1, b2 = a2, b3 = a3 − (a3, b2)
(b2, b2)

· b2 =
(1

2
,
1
2
,−1

)
.

Нормуючи систему b1, b2, b3, знаходимо вiдповiднi стовпчики матрицi
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T переходу до ортонормованої бази. Тому

T =
√

6
6



√

2
√

3 1√
2 −√3 1√
2 0 2


 .

b) Як i в попередньому випадку, записуємо матрицю A квадратичної
форми i шукаємо її власнi числа:

A =



−1 0 3
0 1 2
3 2 −5


 ;

χA(λ) =

∣∣∣∣∣∣

−1− λ 0 3
0 1− λ 2
3 2 −5− λ

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

2− λ 4− 2λ 2− λ
0 1− λ 2
3 2 −5− λ

∣∣∣∣∣∣
=

(до 1-го рядка додали 3-й i подвоєний 2-й)

= (2− λ)

∣∣∣∣∣∣

1 2 1
0 1− λ 2
3 2 −5− λ

∣∣∣∣∣∣
= (2− λ)

∣∣∣∣∣∣

1 2 1
0 1− λ 2
0 −4 −8− λ

∣∣∣∣∣∣
=

= (2− λ)(7 + λ)λ.

Таким чином, власними числами будуть λ1 = 2, λ2 = −7, λ3 = 0, а
пiсля зведення до головних осей квадратична форма набуває вигляду
2y2

1 − 7y2
2 .

Щоб знайти ортонормовану базу, шукаємо власнi вектори матрицi
A:

(
A− 2E

∣∣ 0
)

=



−3 0 3
0 −1 2
3 2 −7

∣∣∣∣∣∣

0
0
0


 Ã

(
1 0 −1
0 1 −2

∣∣∣∣
0
0

)
.

Розв’язком цiєї системи, тобто власним вектором для λ1 = 2, буде, на-
приклад, вектор a1 = (1, 2, 1).

(
A + 7E

∣∣ 0
)

=




6 0 3
0 8 2
3 2 2

∣∣∣∣∣∣

0
0
0


 Ã

(
3 2 2
0 4 1

∣∣∣∣
0
0

)
.
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Розв’язком цiєї системи, тобто власним вектором для λ2 = −7, буде,
наприклад, вектор a2 = (2, 1,−4).

(
A− 0 · E ∣∣ 0

)
=



−1 0 3
0 1 2
3 2 −5

∣∣∣∣∣∣

0
0
0


 Ã

(
1 0 −3
0 1 2

∣∣∣∣
0
0

)
.

Розв’язком цiєї системи, тобто власним вектором для λ3 = 0, буде, на-
приклад, вектор a3 = (3,−2, 1).

Оскiльки перетворення з симетричною матрицею A є нормальним,
то власнi вектори, що вiдповiдають рiзним власним числам, попарно
ортогональнi. Тому лишилося лише нормувати систему a1, a2, a3:

e1 =
a1

|a1| =
√

6
6

(1, 2, 1), e2 =
a2

|a2| =
√

21
21

(2, 1,−4),

e3 =
a3

|a3| =
√

14
14

(3,−2, 1).

Таким чином, матриця T переходу до ортонормованої бази має вигляд

T =
√

42
42



√

7 2
√

2 3
√

3
2
√

7
√

2 −2
√

3√
7 −4

√
2

√
3


 .

Задача 6. Покажiть, що одна з двох даних квадратичних функцiй
f = x2

1 + 2x2
2 + 3x3

3 + 2x1x2 − 2x1x3,

g = 2x2
1 + 8x2

2 + 3x3
3 + 8x1x2 + 2x1x3 + 4x2x3

є додатно визначеною, i знайдiть невироджене лiнiйне перетворення,
яке приводить одну з цих функцiй до нормального, а iншу — до кано-
нiчного вигляду. Знайдiть також цей канонiчний вигляд.

Розв’язання. Запишемо матрицi даних квадратичних функцiй i знайде-
мо їх головнi кутовi мiнори:

[f ] =




1 1 −1
1 2 0
−1 0 3


 , ∆1 = 1, ∆2 =

∣∣∣∣
1 1
1 2

∣∣∣∣ = 1, ∆3 =

∣∣∣∣∣∣

1 1 −1
1 2 0
−1 0 3

∣∣∣∣∣∣
= 1;

[g] =




2 4 1
4 8 2
1 2 3


 , ∆1 = 2, ∆2 =

∣∣∣∣
2 4
4 8

∣∣∣∣ = 0, ∆3 =

∣∣∣∣∣∣

2 4 1
4 8 2
1 2 3

∣∣∣∣∣∣
= 0.
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Таким чином, у функцiї f всi головнi кутовi мiнори додатнi, а тому за
критерiєм Сильвестра вона буде додатно визначеною. Зведемо її мето-
дом Лагранжа до нормального вигляду:

f = x2
1 + 2x2

2 + 3x3
3 + 2x1x2 − 2x1x3 =

= (x1 + x2 − x3)2 + (x2 + x3)2 + x2
3 = y2

1 + y2
2 + y2

3 ,

де y1 = x1 + x2 − x3, y2 = x2 + x3, y3 = x3. Оскiльки звiдси x1 =
y1 − y2 + 2y3, x2 = y2 − y3, x3 = y3, то функцiя g зводиться при цьому
до вигляду

g = 2y2
1 + 2y2

2 + 3y3
3 + 4y1y2 + 2y1y3 + 2y2y3.

Зокрема, маємо такий зв’язок мiж старими i новими координатами:



x1

x2

x3


 =




1 −1 2
0 1 −1
0 0 1


 ·




y1

y2

y3


 . (56)

Позаяк тепер у координатах y1, y2, y3 функцiя f задає стандартний
скалярний добуток, то ми можемо звести функцiю g до головних осей.
Для цього записуємо в цих координатах матрицю A функцiї g, а потiм
шукаємо власнi числа та вiдповiднi власнi вектори:

A =




2 2 1
2 2 1
1 1 3


 ;

χA(λ) =

∣∣∣∣∣∣

2− λ 2 1
2 2− λ 1
1 1 3− λ

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

5− λ 5− λ 5− λ
2 2− λ 1
1 1 3− λ

∣∣∣∣∣∣
=

= (5− λ)

∣∣∣∣∣∣

1 1 1
2 2− λ 1
1 1 3− λ

∣∣∣∣∣∣
= (5− λ)

∣∣∣∣∣∣

1 1 1
0 −λ −1
0 0 2− λ

∣∣∣∣∣∣
=

= −(5− λ)(2− λ)λ.

Таким чином, власними числами будуть λ1 = 5, λ2 = 2, λ3 = 0. Тому
пiсля зведення до головних осей квадратична функцiя набуває вигляду
g = 5z2

1 + 2z2
2 . Ортонормована база, в якiй функцiя g має такий вигляд,

складається з власних векторiв. Знайдемо їх:

(
A−5E

∣∣ 0
)
=



−3 2 1
2 −3 1
1 1 −2

∣∣∣∣∣∣

0
0
0


Ã

(
1 1 −2
0 −1 1

∣∣∣∣
0
0

)
Ã

(
1 0 −1
0 1 −1

∣∣∣∣
0
0

)
.
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Таким чином, для λ1 = 5 власним вектором буде, наприклад, вектор
a1 = (1, 1, 1).

(
A− 2E

∣∣ 0
)

=




0 2 1
2 0 1
1 1 1

∣∣∣∣∣∣

0
0
0


 Ã

(
2 0 1
0 2 1

∣∣∣∣
0
0

)
.

Для λ2 = 2 власним вектором буде, наприклад, вектор a2 = (1, 1,−2).

(
A− 0 · E ∣∣ 0

)
=




2 2 1
2 2 1
1 1 3

∣∣∣∣∣∣

0
0
0


 Ã

(
0 0 −5
1 1 3

∣∣∣∣
0
0

)
Ã

(
1 1 0
0 0 1

∣∣∣∣
0
0

)
.

Для λ3 = 0 власним вектором буде, наприклад, вектор a3 = (1,−1, 0).
Пiсля нормування системи a1, a2, a3 одержуємо матрицю переходу:

T =
1√
6
·


√

2 1
√

3√
2 1 −√3√
2 −2 0


 .

Це дає нам ще один зв’язок мiж координатами:



y1

y2

y3


 =

1√
6
·


√

2 1
√

3√
2 1 −√3√
2 −2 0


 ·




z1

z2

z3


 .

Враховуючи спiввiдношення (56), звiдси отримуємо лiнiйне перетворе-
ння




x1

x2

x3


 =




1 −1 2
0 1 −1
0 0 1


 · 1√

6
·


√

2 1
√

3√
2 1 −√3√
2 −2 0


 ·




z1

z2

z3


 =

=
1√
6
·



2
√

2 −4 2
√

3
0 3 −√3√
2 −2 0


 ·




z1

z2

z3


 ,

яке приводить функцiю f до нормального вигляду z2
1+z2

2+z2
3 , а функцiю

g — до канонiчного вигляду 5z2
1 + 2z2

2 .

Задача 7. Нехай U — iнварiантний пiдпростiр нормального перетво-
рення ϕ. Доведiть, що кожен з пiдпросторiв U та U⊥ буде iнварiан-
тним як вiдносно ϕ, так i вiдносно ϕ∗.
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Розв’язання. У розв’язаннi зад. 17.3 показано, що для кожного вла-
сного вектора a нормального перетворення ϕ ортогональне доповнення
〈a〉⊥ є ϕ–iнварiантним пiдпростором. Звiдси та основної теореми про
нормальнi перетворення випливає, що кожний iнварiантний пiдпростiр
нормального перетворення має базу з власних векторiв. Крiм того, за
твердженням 3, кожний власний вектор нормального перетворення ϕ є
також власним вектором перетворення ϕ∗. Тому кожний iнварiантний
пiдпростiр перетворення ϕ буде iнварiантним i вiдносно ϕ∗.

Лишилося показати, що ортогональне доповнення U⊥ також буде iн-
варiантним вiдносно ϕ. Розглянемо довiльнi u ∈ U та v ∈ U⊥. Оскiльки
(u, ϕ(v)) = (ϕ∗(u), v) та ϕ∗(u) ∈ U , то (u, ϕ(v)) = 0. З довiльностi u ∈ U
випливає, що ϕ(v) ∈ U⊥, що й треба було довести.

Задача 8. Доведiть, що коли нормальнi перетворення ϕ та ψ унiтар-
ного простору V комутують, то для них iснує спiльна власна орто-
нормована база.

Розв’язання. Для одновимiрного простору це очевидно. Далi застосує-
мо iндукцiю за розмiрнiстю простору V .

Нехай λ — власне число перетворення ϕ, а V
(λ)
ϕ — вiдповiдний вла-

сний пiдпростiр. Тодi для кожного v ∈ V
(λ)
ϕ маємо:

ϕ(ψ(v)) = ψ(ϕ(v)) = ψ(λv) = λψ(v).

Отже, ψ(v) ∈ V
(λ)
ϕ , а тому V

(λ)
ϕ — iнварiантний пiдпростiр перетворен-

ня ψ. Звiдси випливає, що довiльний власний вектор обмеження ψ|
V

(λ)
ϕ

перетворення ψ на пiдпростiр V
(λ)
ϕ буде спiльним власним вектором пе-

ретворень ϕ та ψ. Нехай a — один з таких векторiв. Згiдно зад. 17.7
ортогональне доповнення 〈a〉⊥ буде iнварiантним як вiдносно ϕ та ψ,
так i вiдносно ϕ∗ та ψ∗. Зокрема, обмеження на цей пiдпростiр кожного
з перетворень ϕ i ψ буде нормальним, а тому цi обмеження задоволь-
няють умову задачi. Оскiльки dim〈a〉⊥ < dim V , то, за припущенням
iндукцiї, для перетворень ϕ|〈a〉⊥ та ψ|〈a〉⊥ iснує власна ортонормована

база. Поповнивши її нормованим вектором
a
|a| , одержимо спiльну вла-

сну ортонормовану базу перетворень ϕ та ψ.

Задача 9. Знайдiть ортогональне лiнiйне перетворення, яке одноча-
сно приводить до канонiчного вигляду кожну з даних квадратичних
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функцiй:

f = x2
1 + 5x2

2 + x3
3 + 2x1x2 + 6x1x3 + 2x2x3,

g = x2
1 − 2x2

2 + x3
3 + 4x1x2 − 10x1x3 + 4x2x3.

Розв’язання. Безпосередньо перевiряється, що матрицi

[f ] =




1 1 3
1 5 1
3 1 1


 i [g] =




1 2 −5
2 −2 2
−5 2 1




квадратичних функцiй f та g комутують. Оскiльки цi матрицi симетри-
чнi, на них можна дивитися як на матрицi самоспряжених перетворень
в ортонормованiй базi. Позаяк самоспряжене перетворення є нормаль-
ним, то згiдно зад. 17.8 вони мають спiльну власну ортонормовану базу.
Якщо перейти до цiєї бази, то кожна з функцiй f та g набуде канонi-
чного вигляду. Щоб знайти власну ортонормовану базу перетворення з
матрицею [f ], шукаємо спочатку власнi числа цiєї матрицi:

χ[f ](λ) =

∣∣∣∣∣∣

1− λ 1 3
1 5− λ 1
3 1 1− λ

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

−2− λ 0 2 + λ
1 5− λ 1
3 1 1− λ

∣∣∣∣∣∣
=

= (2 + λ)

∣∣∣∣∣∣

−1 0 1
1 5− λ 1
3 1 1− λ

∣∣∣∣∣∣
= (2 + λ)

∣∣∣∣∣∣

−1 0 1
0 5− λ 2
0 1 4− λ

∣∣∣∣∣∣
=

= −(2 + λ)(λ− 3)(λ− 6).

Далi для кожного з чисел λ1 = −2, λ2 = 3, λ3 = 6 шукаємо вiдповiдний
власний вектор:

(
[f ] + 2E

∣∣ 0
)

=




3 1 3
1 7 1
3 1 3

∣∣∣∣∣∣

0
0
0


 Ã

(
1 0 1
0 1 0

∣∣∣∣
0
0

)
.

Таким чином, для λ1 = −2 власним вектором буде, наприклад, вектор
a1 = (1, 0,−1).

(
[f ]− 3E

∣∣ 0
)
=



−2 1 3
1 2 1
3 1 −2

∣∣∣∣∣∣

0
0
0


Ã

(
0 5 5
1 2 1

∣∣∣∣
0
0

)
Ã

(
1 0 −1
0 1 1

∣∣∣∣
0
0

)
.
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Тому для λ2 = 3 власним вектором буде, наприклад, вектор a2 =
(1,−1, 1).

(
[f ]− 6E

∣∣ 0
)
=



−5 1 3
1 −1 1
3 1 −5

∣∣∣∣∣∣

0
0
0


Ã

(
0 −4 8
1 −1 1

∣∣∣∣
0
0

)
Ã

(
1 0 −1
0 1 −2

∣∣∣∣
0
0

)
.

Тому для λ3 = 6 власним вектором буде, наприклад, вектор a3 =
(1, 2, 1).

Безпосередньо перевiряється, що [g]a1 = 6a1, [g]a2 = −6a2, [g]a3 =
0. Тому для перетворення з матрицею [g] вектори a1, a2, a3 будуть вла-
сними з власними числами вiдповiдно 6, −6 та 0.

Нормуючи систему a1, a2, a3, одержимо ортонормовану базу, матри-
цею переходу до якої буде

T =
1√
6
·


√

3
√

2 1
0 −√2 2

−√3
√

2 1


 .

Це дає нам ортогональне перетворення координат, яке приводить обидвi
функцiї до канонiчного вигляду:




y1

y2

y3


 =

1√
6
·


√

3
√

2 1
0 −√2 2

−√3
√

2 1


 ·




z1

z2

z3


 .

При цьому функцiї f та g набувають вiдповiдно вигляду −2y2
1+3y2

2+6y2
3

та 6y2
1 − 6y2

2 .

Основнi задачi
10. Доведiть, що перетворення ϕ(v) = [v,a] звичайного тривимiрного
евклiдового простору (вектор a — фiксований) є нормальним.

11. Чи можна в просторi многочленiв Rn[x], n ≥ 1, визначити скаляр-
ний добуток таким чином, щоб стало нормальним перетворення:

a) f(x) 7→ f ′(x); b) f(x) 7→ f(x + a) (a — фiксоване число)?

12. Доведiть, що нормальне перетворення:
a) буде самоспряженим тодi й лише тодi, коли всi його власнi значе-

ння є дiйсними;
b) буде унiтарним тодi й лише тодi, коли всi його власнi значення за

модулем дорiвнюють 1.
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13. Доведiть, що коли нормальне перетворення ϕ унiтарного простору
комутує з перетворенням ψ, то кожне з перетворень ϕ та ϕ∗ комутує з
кожним з перетворень ψ та ψ∗.

14. Перевiрте, що матриця A є нормальною, i знайдiть для неї власну
ортонормовану базу:

a) A =
(

1 i
i 1

)
; b) A =




1 1 1 1
1 1 −1 −1
−1 1 −1 1
−1 1 1 −1


.

15. Перевiрте, що матрицi



0 1 1
1 0 1
1 1 0


 та




0 1 −1
−1 0 1
1 −1 0




нормальнi i комутують мiж собою. Побудуйте для них спiльну ортонор-
мовану базу.

16. Зведiть квадратичну форму до головних осей:
a) 3x2

2 + 3x2
3 + 4x1x2 + 4x1x3 − 2x2x3;

b) x2
1 − 2x1x2 − 2x1x3 − 2x2x3;

c) x2
1 + x2

2 − 2x2
3 − 2x2

4 + 2x1x2 − 4x3x4;
d) x2

1 +4x2
2 +x2

3 +4x2
4 +4x1x2 +2x1x3 +4x1x4 +4x2x3 +8x2x4 +4x3x4;

e) 4x2
1 + x2

2 + 5x2
3 − 4x2

4 + x2
5 − 4x1x2 + 12x4x5;

f) 3x2
1 − 3x2

2 + 4x2
3 − 4x2

4 + 4x2
5 + x2

6 + 8x1x2 − 6x3x4 + 4x5x6.

17. Зведiть квадратичну форму до головних осей i знайдiть матрицю
переходу до вiдповiдної ортонормованої бази:

a) x2
1 + x2

2 + 5x2
3 − 6x1x2 − 2x1x3 + 2x2x3;

b) 2x2
1 + 5x2

2 + 2x2
3 − 4x1x2 − 2x1x3 + 4x2x3;

c) 6x2
1 + 5x2

2 + 7x2
3 − 4x1x2 + 4x1x3;

d) 17x2
1 + 14x2

2 + 14x2
3 − 4x1x2 − 4x1x3 − 8x2x3;

e) 2x1x4 + 6x2x3;
f) 5x2

1+5x2
2+5x2

3+5x2
4−10x1x2+2x1x3+6x1x4+6x2x3+2x2x4−10x3x4.

18. Доведiть, що невироджена квадратична функцiя f зводиться до
нормального вигляду ортогональним перетворенням тодi й лише тодi,
коли її матриця [f ] є ортогональною.
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19. Доведiть, що кожну дiйсну симетричну матрицю A можна розкла-
сти в добуток A = Q−1DQ, де матриця Q — ортогональна, а D — дiа-
гональна.

20. Розкладiть матрицю

A =




3 2 0
2 4 −2
0 −2 5




в добуток A = Q−1DQ, де матриця Q — ортогональна, а D — дiаго-
нальна.

21. Покажiть, що одна з квадратичних функцiй f та g є додатно ви-
значеною, i знайдiть невироджене лiнiйне перетворення, яке приводить
одну з цих функцiй до нормального, а iншу — до канонiчного вигляду.
Знайдiть також цей канонiчний вигляд:

a) f = x2
1 + 26x2

2 + 10x1x2, g = x2
1 + 56x2

2 + 16x1x2;
b) f = x2

1 − 15x2
2 + 4x1x2 − 2x1x3 + 6x2x3,

g = x2
1 + 17x2

2 + 3x3
3 + 4x1x2 − 2x1x3 − 14x2x3;

c) f = x2
1 + 3x2

2 + x3
3 − x2

4 − 2x1x2 − 4x2x3 + 2x3x4,
g = x2

1 + 2x2
2 + 2x3

3 + 2x2
4 − 2x1x2 − 2x2x3 − 2x3x4.

22. Знайдiть ортогональне лiнiйне перетворення, яке одночасно приво-
дить до канонiчного вигляду кожну з даних квадратичних функцiй:

f = x2
1 +x2

2 +x3
3 +x2

4 +2x1x2 +4x1x3 +2x1x4 +2x2x3 +4x2x4 +2x3x4,
g = 2x2

1 +2x2
2 +2x3

3 +2x2
4−2x1x2 +2x1x3−2x1x4−2x2x3 +2x2x4−2x3x4.

Додатковi задачi

23. Доведiть, що лiнiйне перетворення ϕ евклiдового (унiтарного) про-
стору V буде нормальним тодi й лише тодi, коли для всiх x ∈ V вико-
нується рiвнiсть |ϕ(x)| = |ϕ∗(x)|.
24. Перетворення ϕ простору R3 має в стандартнiй базi цього простору
матрицю 


1 1 1
0 0 1
0 0 −1


 .

Визначте в просторi R3 скалярний добуток таким чином, щоб перетво-
рення ϕ стало нормальним.
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25. У просторi Mn(R) скалярний добуток матриць X = (xij) та Y =
(yij) визначимо правилом: (X, Y ) =

∑n
i,j=1 xijyij . Доведiть, що коли

фiксованi матрицi A та B є нормальними, то кожне з перетворень
X 7→ AXB та X 7→ AX + XB також є нормальним.

26. Нехай ϕ та ψ — нормальнi перетворення. Доведiть, що з рiвностi
ϕψ = O випливає рiвнiсть ψϕ = O.

27. Нехай ϕ — нормальне перетворення унiтарного простору, а k —
натуральне число. Знайдiть кiлькiсть таких нормальних перетворень
ψ, що ψk = ϕ.

28.∗ Доведiть, що перетворення ϕ буде нормальним тодi й лише тодi,
коли спряжене перетворення ϕ∗ можна подати у виглядi многочлена
вiд ϕ.

29. Доведiть, що лiнiйне перетворення ϕ унiтарного простору буде нор-
мальним тодi й лише тодi, коли його можна розкласти в добуток ϕ = µν
таких самоспряженого перетворення µ й унiтарного перетворення ν, якi
комутують мiж собою.

30. Доведiть, що кожне лiнiйне перетворення ϕ унiтарного простору
однозначно зображується у виглядi ϕ = ϕ1 + iϕ2, де ϕ1 та ϕ2 — само-
спряженi перетворення. При цьому перетворення ϕ буде нормальним
тодi й лише тодi, коли перетворення ϕ1 та ϕ2 комутують мiж собою.

31. Доведiть, що кронекерiвський добуток A×B нормальних матриць
A та B (можливо, рiзного порядку) також є нормальною матрицею.

32. Зведiть квадратичну форму до головних осей:

a)
n−1∑
i=1

xixi+1; b)
n∑

i=1

x2
i +

n∑
i<j

xixj ; c)
n∑

i<j

xixj .

33.∗ Нехай f i g — двi квадратичнi функцiї з матрицями A = (aij)n
i,j=1

та B = (bij)n
i,j=1 вiдповiдно, причому функцiя f — додатно визначена.

Доведiть, що невиродженим лiнiйним перетворенням їх можна звести
до вигляду f = x2

1 + · · · + x2
n, g = µ1x

2
1 + · · · + µnx2

n, де µ1, . . . , µn —
коренi рiвняння det(B − µA) = 0.

34.∗ Нехай квадратичнi функцiї g1 та g2 — додатно визначенi. Дове-
дiть, що пару функцiй f1, g1 можна перевести невиродженим лiнiйним
перетворенням у пару функцiй f2, g2 тодi й лише тодi, коли рiвняння
det([f1]− µ[g1]) = 0 та det([f2]− µ[g2]) = 0 мають однi й тi ж коренi.
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35. З’ясуйте, чи можна квадратичнi функцiї f = x2
1 + 4x1x2 − x2

2 та
g = x2

1 + 6x1x2 + 5x2
2 одночасно звести до канонiчного вигляду неви-

родженим лiнiйним перетворенням.

Домашнє завдання
36. Визначимо в просторi Rn[x] скалярний добуток правилом:

(a0 + a1x+ · · ·+ anxn, b0 + b1x+ · · ·+ bnxn) = a0b0 + a1b1 + · · ·+ anbn.
Доведiть, що перетворення f(x) 7→ xnf(1/x) є нормальним.

37. Перевiрте, що матриця



2 2 −1
2 −1 2
−1 2 2




є нормальною, i знайдiть для неї власну ортонормовану базу.

38. Зведiть до головних осей квадратичну функцiю

7x2
1 + 7x2

2 + 7x2
3 + 2x1x2 + 2x1x3 + 2x2x3.

39. Зведiть квадратичну функцiю до головних осей i знайдiть матрицю
переходу до вiдповiдної ортонормованої бази:

a) x2
1 − 5x2

2 + x2
3 + 4x1x2 + 2x1x3 + 4x2x3;

b) 2x1x2 − 6x1x3 − 6x2x4 + 2x3x4.

40. Знайдiть канонiчний вигляд функцiї f , до якого її можна звести
невиродженим лiнiйним перетворенням, яке зводить додатно визначену
функцiю g до нормального вигляду:

a) f = 21x2
1 − 18x2

2 + 6x3
3 + 4x1x2 + 28x1x3 + 6x2x3,

g = 11x2
1 + 6x2

2 + 6x3
3 − 12x1x2 + 12x1x3 − 6x2x3;

b) f = 14x2
1 − 4x2

2 + 17x3
3 + 8x1x2 − 40x1x3 − 26x2x3,

g = 9x2
1 + 6x2

2 + 6x3
3 + 12x1x2 − 10x1x3 − 2x2x3.

41. Покажiть, що одна з квадратичних форм f та g є додатно визначе-
ною, i знайдiть невироджене лiнiйне перетворення, яке приводить одну
з цих форм до нормального, а iншу — до канонiчного вигляду. Знайдiть
також цей канонiчний вигляд:

a) f = −4x1x2, g = x2
1 − 2x1x2 + 4x2

2;
b) f = x2

1 + 5x2
2 + 14x3

3 − 4x1x2 − 6x1x3 + 8x2x3,
g = x2

1 + 14x2
2 + 4x3

3 − 8x1x2 + 2x1x3 − 4x2x3.

Лiтература. [1], с. 62–71; [3], с. 134–147, 157–163; [5], с. 420–421;
[7], с. 196–199; [8], с. 131–135, 139–142; [9], с. 226–231; [10], с. 51–53;
[12], с. 160–163, 363–366; [13], с. 298–302.
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Вiдповiдi та вказiвки
Заняття 1. 5. a) Неодноелементна абелева група з нульовим мно-

женням на скаляри; b) множина R2 зi звичайним додаванням i таким
множенням на скаляри: α(x1, x2) = (αx1, x2). 6. b) dimB(M) = n, базу
утворюють одноелементнi пiдмножини. c) (i) Так; (ii) нi. Вказ. Пiдмно-
жини множини M зручно задавати характеристичними векторами.
7. Вказ. c), d) Двiчi продиференцiюйте лiнiйну комбiнацiю, яка дорiв-
нює 0, i застосуйте iндукцiю; e) використайте визначник Вандермонда.
8. a), b) Нi. Вказ. a) 1 = cos2 x+sin2 x, b) cos2 x− sin2 x = cos4 x− sin4 x.
9. a), b), e), f), g), h) Так; c), d) нi. 10. a), b), d), e), h) Так; f), g) нi;
c) так, якщо |A| = 1, i нi, якщо |A| > 1. Вказ. f), g) розгляньте функцiї
sin x+2x i sin x−2x. 11. a), b) так; c) нi. 12. a), b) Усi многочлени степеня
≤ 2; c), d) усi многочлени степеня ≤ 2 з нульовою сумою коефiцiєнтiв.
13. a) x1 − x2 = 0, x1 − x3 = 0, x1 − x4 = 0; b) x1 = 0, x2 = 0, x3 = 0,
x4 = 0; c) 0 = 0; d) x1−x2−2x3 = 0, x1−x2 +2x4 = 0, 2x1 +x2−x5 = 0.
14. Вказ. R(a, b) мiстить пiдпростiр R[x] усiх дiйсних многочленiв.
15. a), b) Нi; c) так. 16. a) 0, якщо, V не є одновимiрним простором над
полем Z2; b), c) (qn−1)(qn−q) · · · (qn−qn−1); d) (qn−1)(qn−q)···(qn−qm−1)

(qm−1)(qm−q)···(qm−qm−1) .
Вказ. b) i-й вектор бази не може бути лiнiйною комбiнацiєю попереднiх,
тому його можна вибрати qn − qi−1 способами; c) рядки матрицi утво-
рюють базу простору V ; d) чисельник — кiлькiсть способiв вибору в
просторi V набору з m лiнiйно незалежних векторiв (див. вказ. до b)),
знаменник — кiлькiсть наборiв, що породжують один i той же пiдпро-
стiр (тобто кiлькiсть баз m–вимiрного пiдпростору). 18. dim = 2. Базу
утворюють функцiї sin x, cosx. 19. a) Так, 0; b) нi для n > 1; c) так,
n− 1. Вказ. c) У полi Z2 x2 = x. 20. Вказ. Якщо v = α1e1 + · · ·+ αnen,
то v = (α1 +β)e1 + · · ·+(αn +β)en +βen+1. Сума коефiцiєнтiв останньої
лiнiйної комбiнацiї дорiвнює 0, якщо β = − 1

n+1 (α1 + · · ·+αn). Однозна-
чнiсть випливає з того, що з рiвностi v = α1e1 + · · ·+ αnen + αn+1en+1

випливає рiвнiсть v = (α1 − αn+1)e1 + · · · + (αn − αn+1)en, коефiцi-
єнти якої визначенi однозначно. 21. Вказ. Запишiть вектор v у ви-
глядi v = α1e1 + · · · + αnen + αn+1en+1 i додайте до правої частини
k(e1 + · · ·+ en + en+1), де k = −min

i
αi. 23. λ 6= 1 для парних n i λ 6= −1

для непарних n. 26. x1 − x3 − x4 = 0, x2 + x3 − x4 = 0.
Заняття 2. 8. n − 1. 9. Тiльки b). 10. Наприклад, a1, a2,

(1, 0, 0, 0), (0, 0, 0, 1) i a1, a2, (0, 1, 0, 0), (0, 0, 1, 0). 11. a) Наприклад,
x5, x5 + x4, x5 + x3, x5 + x2, x5 + x, x5 + 1. b) Нi. 12. 3; наприклад,
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f1, f2, f3. 13. (1, 1, 1). 14. . a) (2,−1,−1, 1,−1, 1), b) (1,−1,−1, 2,−1, 1).
15. gi(x) = (x−a0)(x−a1)···(x−ai−1)(x−ai+1)···(x−an)

(ai−a0)(ai−a1)···(ai−ai−1)(ai−ai+1)···(ai−an) , i = 0, 1, . . . , n. Вказ.
Використайте iнтерполяцiйний многочлен Лагранжа. 16. T(a)→(b) =

=




1 0 0 1
1 1 0 1
0 1 1 1
0 0 1 0


, T(b)→(a) =




0 1 −1 1
−1 1 0 0
0 0 0 1
1 −1 1 −1


. 17.




9 40 9
−3 −11 −2
8 37 8


.

18. a) Переставляться вiдповiднi два рядки; b) переставляться вiдповiд-
нi два стовпчики; c) матриця переходу вiдобразиться симетрично вiдно-
сно свого центра. 20. Вказ. Зiставте многочлену f = (x− a)(b1x

n−1 +
b2x

n−2 + · · · + bn) набiр b1, b2, . . . , bn. 22. a)
(
n+k−1

k−1

)
; b)

(
n+k

k

)
.

Вказ. a) Зведiть до розбиття числа n у суму k невiд’ємних доданкiв. b)
Зведiть до однорiдних многочленiв вiд k+1 змiнних i використайте
a). 23. a) 2n; b)

(
n
k

)
. 24. A×B>. 25. (pn−1)(pn−p)(pn−p2) · · · (pn−pn−1).

Вказ. При фiксованiй базi першого простору iзоморфiзм однозначно за-
дається її образом, який є базою другого простору i може вибиратися
довiльно. Далi використайте зад. 1.16. 26. Вказ. Перевiрте, що вiдобра-
ження ϕ : v → v̄ зберiгає операцiї додавання та множення на елементи
з C. 27. a) Так, 1; b) так,

[
n+3

2

]
при n > 1; c) так, n − 1; d) нi; e) так,

n − 1. 28. Наприклад, додати x5 i 1. 29. Розмiрнiсть 3; база v1, v2, v5.
30. a) (1, 2, 3); b) (1, 0,−1, 0).

31. T(f)→(g) =




0 −18 1 −10
0 −2 1 0
0 6 0 4
1 −5 0 −3


, T(g)→(f) =

1
2




−1 1 −1 2
−2 2 −5 0
−4 6 −10 0
3 −3 8 0


.

32. T(a)→(b) =




2 0 1 −1
−3 1 −2 1
1 −2 2 −1
1 −1 1 −1


, T(b)→(a) =




−1 −1 −1 1
2 1 1 −2
2 1 2 −3
−1 −1 0 −1


.

Заняття 3. 7. В усiх випадках Vi + Vj = V , V2 ∩ V1 = V2 ∩ V3 =
V2 ∩ V4 = {0}, V1 ∩ V3 = V1 ∩ V4 = V3 ∩ V4 = пiдпростiр дiагональ-
них матриць. 8. a) Нi. b) Рiвнiсть правильна. Вказ. a) Вiзьмiть 3 рi-
знi одновимiрнi пiдпростори з R2. b) Якщо u ∈ U , то u = v + w, де
v ∈ V , w ∈ W . Але тодi v ∈ U ∩ V , w = u − v ∈ U i w ∈ U ∩ W .
Зворотне включення очевидне. 11. a) m = 3, k = 1; b) m = 3, k = 2.
12. a) V1 ∩ V2 = V2, база v1, v2; V1 + V2 = V1, база v1, v2, u1. b) База
перетину v2 = 2u1 + u2 − u3, бази пiдпросторiв u1, u2, v2 i v1, v2, база
суми u1, u2, v1, v2. 14. Проекцiя кожного на V дорiвнює (1/n, . . . , 1/n),
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проекцiя (. . . , 0, 1, 0 . . .) на U дорiвнює (. . . ,−1/n, (n − 1)/n,−1/n, . . .).
15. Вказ. Якщо u+u1 = w+w1, то u−w = w1−u1 ∈ U +W . Навпаки,
якщо u − w = u2 + w2 ∈ U + W , то u − u2 = w + w2. 16. Вказ. Нехай
P i Q є множинами розв’язкiв СЛР S1 i S2 вiдповiдно. Тодi пiдпросто-
рами розв’язкiв вiдповiдних однорiдних СЛР S′1 i S′2 є U i W . P ∩ Q

є множиною розв’язкiв СЛР
{

S1

S2
, а пiдпростором розв’язкiв вiдповiд-

ної однорiдної СЛР
{

S′1
S′2

є U ∩W . 17. a) (1, 0, 0, 0) + U , (0, 1, 0, 0) + U ;

b) (1, 0, 0, 0) + U . 18. (qn−m−1)(qn−m−1−1)···(qn−m−k+1−1)
(qk−1)(qk−1−1)···(q−1)

, якщо k + m ≥ n;
0 в iншому випадку. Вказ. Об’єднання баз k–вимiрного i даного m–
вимiрного пiдпросторiв має бути лiнiйно незалежним. 19. Вказ. Вклю-
чення (V1 ∩ V2) + (V2 ∩ V3) + (V3 ∩ V1) ⊆ (V1 + V2) ∩ (V2 + V3) ∩ (V3 + V1)
очевидне. Перейдiть до факторпростору за (V1∩V2)+(V2∩V3)+(V3∩V1)
i зведiть задачу до випадку, коли пiдпростори V1, V2, V3 мають по-
парнi нульовi перетини. 20. Вказ. Нехай V = U1 ∪ · · · ∪ Uk, k > 1,
i жодну з компонент Ui не можна викинути. Тодi iснують такi v, w,
що v ∈ U1, v 6∈ U2 ∪ · · · ∪ Uk, w 6∈ U1, w ∈ U2 ∪ · · · ∪ Uk. Позаяк
αv + w 6∈ U1 для довiльного α ∈ P , то αv + w ∈ U2 ∪ · · · ∪ Uk для
довiльного α. Поле P нескiнченне, тому знайдуться такi α1 6= α2, що
α1v + w та α1v + w належать однiй i тiй же компонентi Uj , j > 1. Але
тодi (α1v + w) − (α2v + w) = (α1 − α2)v ∈ Uj , звiдки v ∈ U2 ∪ · · · ∪ Uk,
що суперечить вибору v. 21. Вказ. Розгляньте послiдовнiсть пiдпросто-
рiв U0 + W ⊂ U1 + W ⊂ · · · ⊂ Un−1 + W ⊂ Un + W i покажiть, що
Uk−1 +W = Uk +W для деякого k. 22. 2k. 25. u0 +U +W +L(w0−u0).
29. Нi. 30. m = 4, k = 2. 31. V1 + V2 = L(

u1,u2,u3, v1

)
, V1 ∩ V2 =

L(
(1, 1, 1, 1, 1), (0, 2, 3, 1,−1)

)
. 32. (−1,−3, 1, 3). 33. 1

2 (A+A>), 1
2 (A−A>).

Заняття 4. 9. a) Так; ядро — площина, перпендикулярна до
a, образ — пряма, породжена b; b) так; ядро — пряма, породжена a,
образ —— площина, перпендикулярна до a. 10. Позначимо вiдповiд-
не перетворення через ϕ. a) Так; Kerϕ = 0, Imϕ = Rn[x]; b) так;
Kerϕ = R0[x], Imϕ = Rn−1[x]; c) так; Kerϕ = R0[x], Imϕ = Rn−1[x];

d), e), f) — нi. 11.
(

a −b
b a

)
. 12. a) Першi k стовпчикiв нульовi, ре-

шта — лiнiйно незалежнi; b) першi k рядкiв лiнiйно незалежнi, решта —
нульовi. 13. a) Переставляться вiдповiднi стовпчики; b) переставляться
вiдповiднi рядки. 14. (2, 1,−3,−1, 1)+α(1, 0,−2,−4,−4)+β(1,−2, 0, 0, 0),
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α, β ∈ R. 15. Образ — R3, база ядра — (17,−5, 2, 9). 16.




1 0 0
0 2 0
0 0 3


.

17. a)




1 0 0
0 1 0
1 0 0


. Вказ. b) Обидвi трiйки векторiв пов’язанi одним i

тим же лiнiйним спiввiдношенням. 18. Вiдп. dim V1 + dim W1 = dim V .
19. Якщо a i b — перпендикулярнi, то ядро — площина, перпенди-
кулярна до b, а образ — пряма, натягнута на a. У противному разi
ядро — пряма, натягнута на a, а образ — площина, перпендикуляр-
на до b. 20. b) rankϕA = n · rankA; c) r1 + r2 + · · · + rn, де rk —
ранг системи перших k стовпчикiв матрицi A. 21. x 7→ xa, де чи-
сло a ∈ R — фiксоване. 22. n + 1 − k при k ≤ n i 0 при k > n.
23. Вказ. За теоремою Сильвестра: a) dim U = dimϕ(U) + dim(U ∩
Kerϕ); b) dim ϕ−1(U) = dim U + dim(ϕ−1(U) ∩ Kerϕ). 24. dimU1 =
dim W1, dim U2 = dim W2, dim U1 ∩ U1 = dim W1 ∩ W2. 25. a) pmn;
b) (pm − 1)(pm − p) · · · (pm − pn−1); c) (p−1)(p2−1)···(pn−1)

(p−1)(p2−1)···(pn−m−1) · pm(m−1)/2;

d) (pn−1)(pn−1−1)···(pn−k+1−1)(pm−1)(pm−1−1)···(pm−k+1−1)
(p−1)(p2−1)···(pk−1)

· pk(k−1)/2. 26. Го-
мотетiї v 7→ kv, де k — фiксоване. Вказ. Дослiдiть, як змiнюється ма-
триця лiнiйного перетворення, якщо до одного з векторiв бази додати
iнший. 27. Вказ. Наприклад, (z1, z2) 7→ (z1, z2). 29. Вказ. Нехай пiд-
простiр U розмiрностi n + 1 мiстить лише оператори рангу ≤ 1. Зафi-
ксуйте ненульовий оператор ϕ ∈ U i покажiть, що множини W1 = {ψ ∈
U | Kerψ ⊇ Kerϕ} i W2 = {ψ ∈ U | Imψ ⊆ Imϕ} є пiдпросторами з U
розмiрностi ≤ n кожен. Далi вiзьмiть ψ1 6∈ W1, ψ2 6∈ W2 i покажiть, що
оператор ψ1 + ψ2 має ранг 2. 30. Пiдпростори тiльки у випадках b) та
g). Розмiрностi вiдповiдно nk i m(n− l). 31. Тiльки c). 32. a) (1, 1, 1) —
база образу; (−1, 0, 1), (−1, 1, 0) — база ядра. b) Образ — R3, ядро — {0}.

33. a)




0 0 1
1 0 0
0 1 0


; b)

1
3




1 1 1
1 1 1
1 1 1


. 34.




a c 0 0
b d 0 0
0 0 a c
0 0 b d


. 35. База ядра

— (−3,−5, 0, 1), (1, 3, 1, 0); база образу — будь–якi 2 стовпчики матрицi.

36.
1
3




20 −5 15
−16 4 −12
24 −5 18


. 37.

(−3 −6 −9
3 7 12

)
. 38.




1 1 1
0 1 1
0 0 1


.

Заняття 5. 9. Вказ. a) Для v ∈ Kerϕk−1 маємо рiвностi ϕk(v) =
ϕ(ϕk−1(v)) = ϕ(0) = 0. b) Використовуючи а), покажiть, що з Kerϕk =
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Kerϕk+1 випливає Kerϕk+1 = Kerϕk+2, i застосуйте iндукцiю. 11. Вказ.
Використайте зад. 5. 10. 12. Нi. Вказ. Розгляньте вiдображення
ϕ : P 2 → P 3 i ψ : P 3 → P 2 з матрицями

(
1 0 0
0 1 0

)
i

(
1 0
0 1
0 0

)
вiдповiд-

но. 13. ϕ. 14. Вказ. Права нерiвнiсть випливає з включення 〈(ϕ +
ψ)(e1), . . . , (ϕ+ψ)(en)〉 ⊆ 〈ϕ(e1), ψ(e1), . . . , ϕ(en), ψ(en)〉. Для доведення
лiвої застосуйте праву нерiвнiсть до кожної з пар ϕ+ψ, −ϕ та ϕ+ψ, −ψ.
15. Вказ. a) Нехай a1, . . . , ak — база Imϕ∩Kerψ, a1, . . . , ak, b1, . . . ,
bm – її розширення до бази Imϕ. Тодi ψ(b1), . . . , ψ(bm) — база Im (ϕψ).
b) Використайте a) i теорему Сильвестра. 16. b) Ker(ε − ϕ) = Imϕ,
Im(ε− ϕ) = Ker ϕ. 17. Вказ. Використайте зад. 5.7 i доведiть, що коли
ϕ2 = ϕ, то ϕ(v) = v для кожного v ∈ Imϕ. 18. Вказ. Перша частина
задачi випливає з зад. 5.17. a) Включення Imπ1π2 ⊆ Imπ1 ∩ Imπ2 ви-
пливає з того, що π1π2 = π2π1, а протилежне включення — з того, що
обмеження оператора проектування π на пiдпростiр Imπ є тотожним
перетворенням. b) Включення Kerπ1π2 ⊇ Kerπ1 + Kerπ2 випливає з
того, що π1π2 = π2π1. Нехай тепер v ∈ Kerπ1π2. Тодi π1(v) ∈ Kerπ2.
Крiм того, v − π1(v) ∈ Kerπ1. Тому v ∈ Kerπ1 + Kerπ2. 19. Вказ. Не-
хай V1 = {u | ϕ(u) = u}, V2 = {u | ϕ(u) = −u}. Тодi V1 ∩ V2 = {0},
u+ϕ(u) ∈ V1, u−ϕ(u) ∈ V2, u = 1

2

(
u+ϕ(u)

)
+ 1

2

(
u−ϕ(u)

)
. 20. Вказ. Не-

хай e1, . . . , en−1 — база Kerϕ, e1, . . . , en−1, en — її розширення до
бази V . Якщо ϕ(en) = α1e1 + · · · + αnen, то ϕ2 = αnϕ. 21. Вказ. Ско-
ристайтесь теоремою про гомоморфiзм. 22. Вказ. Якщо Imϕi = 〈vi〉,
i = 1, . . . , k, то Im (ϕ1 + · · · + ϕk) ⊆ 〈v1, . . . , vk〉. 23. Вказ. Порахуй-
те праву та лiву частини рiвностi вiд степенiв x. 24. ϕ = ε + 1

1!δ +
1
2!δ

2 + · · ·+ 1
n!δ

n. Вказ. Скористайтеся розкладом f(x + 1) у ряд Тейло-
ра. 25. Вказ. Якщо Kerϕ 6= Kerψ, то можна вибрати лiнiйно незалежнi
a ∈ Kerϕ r Kerψ i b ∈ Kerψ r Kerϕ. Тодi Imϕ = 〈b〉, Imψ = 〈a〉 i
Im (ϕ + ψ) = 〈a, b〉. 26. Вказ. Використайте зад. 5.38 i теорему Силь-
вестра. 27. Вказ. Оскiльки r(ϕ) = r(ϕν) + dim(Imϕ ∩Ker ν), то досить
довести, що dim(Imϕ ∩ Ker ν) ≥ r(µϕ) − r(µϕν). Але r(µϕ) = r(µϕν) +
dim(Imµϕ ∩ Ker ν). 28. Вказ. Помножте рiвнiсть ϕ + ψ = ε спочатку
злiва, а потiм справа, на ψ i використайте зад. 5.17. 30. Вказ. a) Вклю-
чення

∑k
i=1 Ker fi(ϕ) ⊆ Ker g(ϕ) очевидне. Нехай тепер v ∈ Ker g(ϕ).

Позаяк многочлени hi = g/fi, 1 ≤ i ≤ k, в сукупностi взаємно про-
стi, то iснують такi u1, . . . , uk ∈ P [x], що h1u1 + · · · + hkuk = 1. Тодi
v = v1 + · · · + vk, де vi = hiui(ϕ)(v). Далi покажiть, що vi ∈ Kerfi(ϕ).
31. Вказ. a) Включення

⋂k
i=1 Ker fi(ϕ) ⊇ Ker d(ϕ) очевидне. Для дове-

дення зворотного включення запишiть d(x) у виглядi f1u1 + · · ·+fkuk =
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d, де u1, . . . , uk ∈ P [x]. Тодi для довiльного v ∈ ⋂k
i=1 Ker fi(ϕ) буде

d(ϕ)(v ) =
∑

i u1(fi(ϕ)(v )) = 0. 32. Вказ. Застосуйте iндукцiю по k.
33. dimAnnr(ϕ) = dimAnnl(ϕ) = n(n− r(ϕ)). 34. Kerµ ⊇ Kerϕ i Imµ ⊆
Imψ. 35. Вказ. Якщо (π1+π2)2 = π1+π2, то π1π2+π2π1 = O. Домножив-
ши останню рiвнiсть злiва i справа на π1, отримаємо: π1π2+π1π2π1 = O,
π1π2π1 + π2π1 = O. Звiдси π1π2 − π2π1 = O. Отже, π1π2 = π2π1 = O. a)
Включення Im (π1 + π2) ⊆ Imπ1 + Imπ2 очевидне. З π1π2 = O випливає
Imπ1 ⊆ Kerπ2. Оскiльки Kerπ2 ∩ Imπ2 = {0}, то Imπ1 ∩ Imπ2 = {0}.
Тому сума Imπ1 + Imπ2 — пряма. Нехай тепер v = π1(v1) + π2(v2) ∈
Imπ1⊕Imπ2. Тодi (π1+π2)(v) = π2

1(v1)+(π1π2)(v1)+π2π1(v2)+π2
2(v2) =

π2
1(v1) + π2

2(v2) = π1(v1) + π2(v2) = v, що дає зворотне включення.
b) З π1π2 = π2π1 = O випливає включення Ker (π1 + π2) ⊇ Kerπ1 ∩
Kerπ2. Нехай тепер v ∈ Ker (π1 + π2). З π1(v) + π2(v) = 0 отримує-
мо π1(v) = π2

1(v) = π1(−π2(v)) = −(π2π1)(v) = 0, звiдки v ∈ Kerπ1.
Аналогiчно доводиться, що v ∈ Kerπ2. 36. Вказ. Якщо v ∈ Imϕk,
тобто v = ϕk(u), то v = ϕk−1(ϕ(u)) ∈ Imϕk−1. 37. −ϕ. 38. Вказ.
Im(ϕψ) ⊆ Imψ i dim V ≥ dim ϕ(V ), звiдки dim ψ(V ) ≥ dim(ϕψ)(V ).

39. a) [ϕ + ψ](e) =
(−24 138
−27 33

)
; b) [ϕψ](a) =

(−148 −1563
−262 −2767

)
. 41. Вказ.

Використайте зад. 5. 17.
Заняття 6. 8. a) cλ; b) λ − µ; c) λk; d) f(λ). 9. Кратнi ε.

10. Кратнi ε. Вказ. Якщо ϕ комутує з ψ, для якого Kerψ = L(v), то
v є власним вектором для ϕ. Далi використайте зад. 6.9. 11. a) Мно-
гочлени нульового степеня; b) нема; c) f(x) = ceλx, c 6= 0. 12. Вказ.
χA−1(λ) = det(A−1 − λE) = det(A−1(E − λA)) = det(−λA−1(A− 1

λE)) =
(−λ)n(detA)−1χA( 1

λ ). 13. a) λ2 − (2 cos α)λ + 1; b) λn+1. 14. Над R :
a) ∅, b) 2, c) ∅; над C додатково: a) 1+2i, 1−2i, b) 1

2 +i
√

3
2 , 1

2−i
√

3
2 ,

c) i,−i, 1+ i, 1− i. 15. a) λ1 = λ2 = 2, власнi вектори c(1, 1+ i) (c 6= 0);
b) λ1 = λ2 = λ3 = 1, власнi вектори c(3, 1, 1) (c 6= 0); c) λ1 = 3,
власнi вектори c(1, 2, 2); λ2 = λ3 = −1, власнi вектори c(1, 2, 1) (c 6= 0);
d) λ1 = 1, власнi вектори c(1, 1, 1), λ2 = 2, власнi вектори c(1, 0, 1),
λ3 = 3, власнi вектори c(1, 1, 0) (c 6= 0); e) λ1 = λ2 = λ3 = λ4 = 1, власнi
вектори c1(1, 2, 0, 0) + c2(0, 1, 1, 2) (c1 i c2 не дорiвнюють 0 одночасно);
f) λ1 = λ2 = 1, власнi вектори c1(1, 0, 1, 0)+c2(0, 0, 0, 1), λ3 = λ4 = 0, вла-
снi вектори c1(0, 1, 0, 0)+c2(0, 0, 1, 0) (c1 i c2 не дорiвнюють 0 одночасно);
g) λ1 = λ2 = 0, власнi вектори c1(2,−1, 0, 0)+ c2(3, 0, 0,−1), λ3 = λ4 = 2,
власнi вектори c1(1,−1, 0, 1)+ c2(0, 0, 1, 0) (c1 i c2 не дорiвнюють 0 одно-
часно). 16. a) (−1)n(λ − n)λn−1, λ1 = n, власнi вектори c(1, 1, . . . , 1)
(c 6= 0), λ2 = · · · = λn = 0, власнi вектори (x1, . . . , xn), де x1+· · ·+xn = 0;
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b) (−1)n(λ− a− b(n− 1))(λ− a+ b)n−1, λ1 = a+ b(n− 1), власнi вектори
c(1, 1, . . . , 1) (c 6= 0), λ2 = · · · = λn = a − b, власнi вектори (x1, . . . , xn),
де x1 + · · ·+xn = 0; c) (−1)nλn−2(λ2−aλ− (b1c1 +b2c2 + · · ·+bn−1cn−1)).
Вказ. b) Матриця є многочленом вiд матрицi з a). 17. Вказ. Перетворе-
ння ϕ i f(ϕ) — перестановочнi. Нехай λ′ — власне число перетворення
f(ϕ). Тодi V λ′ = {v ∈ V | f(ϕ)(v) = λ′v} — iнварiантний пiдпростiр для
f(ϕ). Перетворення ϕ|V (λ′) має якийсь власний вектор ϕ(w) = λw, де λ
— власне число перетворення ϕ. Тодi, з одного боку, f(ϕ)(w) = f(λ)w, а
з iншого — f(ϕ)(w) = λ′w. Отже, f(λ) = λ′. 18. a) Не зводиться; b) дi-
агональний вигляд diag(1, 1,−1,−1), матриця переходу до нової бази


1 0 0 −1
0 1 −1 0
0 1 1 0
1 0 0 1


; c) не зводиться. 19. Вказ. Покажiть, що власний

пiдпростiр V
(λ)
ϕ iнварiантний вiдносно ψ. 20. (1, 1, . . . , 1). 21. Власнi чи-

сла 1, a, a2, . . . , an; власнi вектори 1, x+ b
a−1 , . . . ,

(
x+ b

a−1

)n. 22. a) χ(λ) =
f(ε1)f(ε2) . . . f(εn), де f(x) = (a1 − λ) + a2x + a3x

2 + · · · + anxn−1,
ε1, ε2, . . . , εn — всi значення кореня n–го степеня з одиницi, власними
числами (з урахуванням кратностi) будуть λk = a1 + a2εk + a3ε

2
k +

· · ·+ anεn−1
k , а вiдповiдними власними векторами — c(1, εk, ε2

k, . . . , εn−1
k )

(c 6= 0); b) χ(λ) = (−1)n(λn− 1), власному числу εk вiдповiдають власнi
вектори c(1, εk, ε2

k, . . . , εn−1
k ) (c 6= 0); c) χ(λ) = (−1)n(λn + an−1λ

n−1 +
λn−2an−1λ

n−2 + · · · + a1λ + a0), власному числу λi вiдповiдають вла-
снi вектори c(λn−1

i , λn−2
i , . . . , λ2

i , λi, 1) (c 6= 0). Вказ. a) Для знаходжен-
ня χ(λ) помножте визначник det(A − λE) на визначник Вандермонда∣∣∣∣∣∣∣∣

1 ε1 ε2
1 · · · εn−1

1

1 ε2 ε2
2 · · · εn−1

2

. . . . . . . . . . . . .
1 εn ε2

n · · · εn−1
n

∣∣∣∣∣∣∣∣
. 23. χ(λ) = (−1)n a(λ+b)n−b(λ+a)n

a−b , власнi чи-

сла λk = aγεk−γn

1−γεk
, де b

a = γn, εk = cos 2kπ
n + i sin 2kπ

n , k = 1, . . . , n.

24. Вказ. Власними числами матрицi є λ1 (кратностi k1), . . . , λm

(кратностi km), кратнiсть власного числа λj дорiвнює дефекту матри-
цi A − λjE. 25. Вказ. a) Якщо простiр n–вимiрний, то ця множина
мiстить ≤ n2 лiнiйно незалежних перетворень. Далi використати зад.
6.19 i iндукцiю за кiлькiстю лiнiйно незалежних перетворень. b) З a)
або зад. 6.19 випливає, що коли ϕ та ψ — перестановочнi лiнiйнi пере-
творення, то вони мають спiльний власний вектор v. Покажiть, що ϕ
i ψ iндукують на факторпросторi V/L(v) лiнiйнi перетворення ϕ′ i ψ′,
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якi також перестановочнi, i застосуйте iндукцiю. 26. Вказ. Якщо ϕ ко-
мутує з ψ, то iз зад. 6.19 випливає, що ϕ та ψ мають спiльну власну
базу, в якiй [ϕ] = diag(λ1, . . . , λn), [ψ] = diag(µ1, . . . , µn). Тодi iснування
такого многочлена f , що f([ϕ]) = [ψ], випливає з iснування iнтерполя-
цiйного многочлена. 28. a) λiλj (1 ≤ i, j ≤ n); b) λi/λj (1 ≤ i, j ≤ n).
29. Ненульовi симетричнi матрицi — власнi вектори з власним числом
1, ненульовi кососиметричнi матрицi — власнi вектори з власним чи-
слом −1. 30. Вказ. Використайте зад. 6.19. 31. a) λ1 = λ2 = λ3 = −1,
власнi вектори c(1, 1,−1) (c 6= 0); b) λ1 = −1, власнi вектори c(3, 5, 6)
(c 6= 0); λ2 = λ3 = 1, власнi вектори c1(2, 1, 0) + c2(1, 0,−1) (c1 i c2 не
дорiвнюють 0 одночасно); c) λ1 = λ2 = λ3 = λ4 = 2, власнi вектори
c1(1, 1,−1, 0)+ c2(1, 1, 0, 1) (c1 i c2 не дорiвнюють 0 одночасно). 32. λ1 =
a1b1+· · ·+anbn, власнi вектори — c(a1, . . . , an) (c 6= 0), λ2 = · · · = λn = 0,
власнi вектори — (x1, . . . , xn) 6= 0, де b1x1 + · · · + bnxn = 0. 33. Власнi
числа 1, 2, 3, 4, власнi вектори — вiдповiдно c · 1, c · (x + 3), c · (x + 3)2,
c · (x + 3)3 (c 6= 0). 34. Дiагональний вигляд мiстить спочатку

[
n+1

2

]
чисел +1, решта −1; матриця переходу до нової бази мiстить ненульовi
елементи лише на побiчнiй дiагоналi, з них першi

[
n
2

]
елементiв — це

−1, решта +1. 35. a) Дiагональний вигляд —




1 0 0
0 2 0
0 0 2


, матриця

переходу до нової бази —




1 1 0
1 0 1
1 −3 3


; b) не зводиться нi над R, нi

над C; c) дiагональний вигляд —




2 0 0 0
0 2 0 0
0 0 2 0
0 0 0 −2


, матриця переходу

до нової бази —




1 1 1 1
1 0 0 −1
0 1 0 −1
0 0 1 −1


.

Заняття 7. 6. Нi. Вказ. Розгляньте матрицi
(

0 0
0 0

)
i

(
0 1
0 0

)
.

7. Вказ. Матрицi AB i BA мають однаковий слiд. 8. a) A — невиродже-

на, тому B = A, C = E; b) B =




4 −1 1
−3 1 0
−1 0 0


 , C =




1 0 −1
0 −1 3
0 2 −5


 ;
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c) B = E, C =




−3 7 −6 −17
1 −2 2 5
0 1 −1 −2
−2 4 −3 −9


 . 9. a)




0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0



;

b)




0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0



. 10. a) J(A) =




0 1 0
0 0 1
0 0 0


, T =




1 0 0
−1 0 1
2 −1 0


;

b) J(A) =




0 1 0
0 0 1
0 0 0


, T =




1 −4 0
1 −5 0
−1 6 1


; c) J(A) =




0 1 0
0 0 1
0 0 0


,

T =




1 0 0
−2 1 0
2 −1 1


; d) J(A) =




0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0


, T =




1 0 0 0
−1 1 0 0
0 −1 1 0
0 0 −1 1


;

e) J(A) =




0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0


, T =




−2 0 1 1
2 0 2 1
1 1 1 0
2 1 −1 0


; f) J(A) =

=




0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0



, T =




0 3 6 0 2
0 5 0 0 4
0 6 0 0 0
0 0 0 1 0
1 0 0 0 0



; g) J(A) =




0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0



,

T =




−3 −2 1 1 1
1 0 0 0 0
1 1 0 0 0
1 1 0 −1 0
1 1 0 0 −1



; h) J(A)=




0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0



, T =




1 3 3 1 0
1 2 1 0 0
1 1 0 0 0
1 0 0 0 0
1 −1 1 −1 1



;
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i) J(A) =




0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0



, T =




1 −2 1 0 0 0
2 −3 0 0 0 0
1 −1 0 0 0 0
0 0 0 1 1 1
0 0 0 2 1 0
0 0 0 1 0 0



; j) J(A) =

=




0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0



, T =




−2 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1
2 0 0 0 0 0
0 0 0 3 1 0
2 2 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0



. 11. Вказ. Пере-

творення a), b), c) рiвносильнi переходу до матриць Ei(k)AE−1
i (k),

Eij(k)AE−1
ij (k), PijAP−1

ij вiдповiдно. 13. Вказ. Якщо розглядати матри-
цю як матрицю лiнiйного перетворення, то центральна симетрiя вiд-
носно центра вiдповiдає запису векторiв бази у зворотному порядку.
14. Нi. Вказ. Розгляньте матрицi

(
1 0
0 0

)
i
(

0 1
0 0

)
. 15. Вказ. Власнi числа

нiльпотентної матрицi дорiвнюють нулю. 16. Вказ. Якщо ψ = ϕ |
U
, ν =

ϕ |
W
, то χϕ(λ) = χψ(λ)·χν(λ). 17. Вказ. Якщо X−1AX = A, Y −1AY = A,

то (XY )−1A(XY ) = Y −1(X−1AX)Y = Y −1AY = A, (X−1)−1AX−1 =
(X−1)−1X−1AXX−1 = A. 18. Вказ. Якщо A1(T + iS) = (T + iS)A2, то
B1T − C1S = TB2 − SC2, B1T − TB2 = C1S − SC2. Тодi D1

(
T −S
S T

)
=(

T −S
S T

)
D2. 19. Вказ. Обчислiть добуток (ε−ϕ)(ε + ϕ + ϕ2 + · · ·+ ϕk−1),

де k — клас нiльпотентностi ϕ. 20. Вказ. Покажiть, що iснує таке k ∈ N,
що V = ImAk ⊕ Ker Ak. Тодi ImAk та Ker Ak будуть iнварiантни-
ми пiдпросторами, причому обмеження A|ImAk буде невиродженим, а
обмеження A|Ker Ak — нiльпотентним. Якщо V = U ⊕W — iнший роз-
клад, для якого перетворення A|U — невироджене, а A|W нiльпотентне,
то покажiть, що U ⊆ ImAk, W ⊆ Ker Ak. 21. Вказ. Якщо B — не
нiльпотентна, то її ЖНФ мiстить клiтинку Jk(λ) з λ 6= 0. Нехай T —
матриця переходу до такої бази, в якiй у ЖНФ матрицi B клiтинка
Jk(λ) є першою. Покажiть, що сума перших k дiагональних елемен-
тiв матрицi T−1AT · T−1BT − T−1BT · T−1AT дорiвнює 0, у той час,

як для матрицi T−1BT вона дорiвнює kλ. 22. a) J(A) =




0 1 0
0 0 0
0 0 0


,
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T =




1 1 1
−3 0 0
−2 0 1


 ; b) J(A) =




0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0


 , T =




3 1 0 0
9 0 −10 1
0 0 4 1
0 0 2 0


 .

23. a) ЖНФ складається з двох клiтинок Jk(0), жордановою базою є,
наприклад, 1, x2

2! ,
x4

4! , . . . , x2k−2

(2k−2)! , x, x3

3! ,
x5

5! , . . . , x2k−1

(2k−1)! ; b) ЖНФ скла-
дається з клiтинок Jk+1(0) i Jk(0), жордановою базою є, наприклад,
1, x2

2! ,
x4

4! , . . . , x2k

(2k)! , x, x3

3! ,
x5

5! , . . . , x2k−1

(2k−1)! . 24. ЖНФ складається з трьох

клiтинок J3(0). 25. J(A) =




0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0
0 0 0 0


 , T =




−4 −1 1 4
2 1 0 −1
−4 1 0 0
2 0 0 1


 .

26. Jn(0).
Заняття 8. 5. Вказ. Якщо T — матриця переходу до жор-

данової бази матрицi A, то T−1(A + αE)T = T−1AT + T−1(αE)T =
JA + αE. 6. Jn(a2) при a 6= 0, пара клiтинок J[n/2](0) i J[(n+1)/2](0)
при a = 0. 7. Jn(ak). 8. a) Дiагональнi елементи замiняються квадра-
тами, при цьому кожна клiтинка з власним числом 0 i порядку > 1
розпадається на двi; b) дiагональнi елементи замiняються оберненими.
Вказ. a) Використайте зад. 8.6. 9. Для довiльних λ 6= 0 i k ЖНФ мi-

стить однакову кiлькiсть клiтинок Jk(λ) i Jk(λ−1). 10. a)




1 0 0
0 1 0
0 0 −1


,

b)




2 1 0
0 2 0
0 0 2


, c)



−1 1 0
0 −1 1
0 0 −1


, d)



−3 1 0
0 −3 0
0 0 −3


, e)




1 1 0
0 1 0
0 0 1


,

f)



−2 1 0
0 −2 0
0 0 −2


, g)




0 1 0
0 0 0
0 0 0


, h)




0 1 0
0 0 0
0 0 1


, i)




1 0 0
0 2 0
0 0 3


.

11. a)




1 0 0 0
0 1 1 0
0 0 1 1
0 0 0 1


, b)




1 1 0 0 0
0 1 1 0 0
0 0 1 1 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 −1



, c)




1 1 0 0 0
0 1 1 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 −1 1
0 0 0 0 −1



,
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d)




5 1 0 0 0 0
0 5 0 0 0 0
0 0 5 1 0 0
0 0 0 5 0 0
0 0 0 0 13 0
0 0 0 0 0 19



, e)




2 0 0 0 0 0
0 2 0 0 0 0
0 0 −4 1 0 0
0 0 0 −4 1 0
0 0 0 0 −4 0
0 0 0 0 0 −4



. 12. a)

(
7 1
0 7

)
,

T =
(−4 −1

4 0

)
; b)




1 1 0
0 1 1
0 0 1


, T =




1 0 −3
1 −2 0
0 −1 2


; c)



−2 1 0
0 −2 0
0 0 3


,

T =



−1 0 0
1 1 1
1 0 1


; d)




2 0 0
0 2 0
0 0 3


, T =




1 −1 −1
1 0 2
0 1 2


; e)




1 1 0
0 1 0
0 0 −2


,

T =




4 −2 1
3 −2 0
4 1 1


. 13. a) J(A) =




99 1 0 0
0 99 0 0
0 0 99 1
0 0 0 99


, T =




0 0 47 0
0 1 0 0
47 0 0 0
0 0 0 1


;

b) J(A) =




4 1 0 0
0 4 0 0
0 0 4 0
0 0 0 4


, T =




1 1 0 0
1 0 1 0
1 0 1 1
1 0 0 −1


; c) J(A) =




2 1 0 0
0 2 1 0
0 0 2 1
0 0 0 2


,

T =




1 1 1 1
1 1 1 0
1 1 0 0
1 0 0 0


; d) J(A) =




−1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0


, T =




10 −15 1 0
12 −18 2 1
1 0 0 0
0 1 0 0


;

e) J(A) =




−2 0 0 0
0 3 1 0
0 0 3 0
0 0 0 3


, T =




1 1 0 1
0 1 −1 1
−1 1 0 0
0 1 0 0


; f) J(A) =




1 1 0 0
0 1 1 0
0 0 1 0
0 0 0 1


,

T =




2 −1 0 1
−2 0 0 0
2 −2 1 0
−2 1 0 1


; g) J(A) =




4 1 0 0
0 4 0 0
0 0 4 0
0 0 0 4


, T =




−1 −1 −1 −1
−1 0 1 0
1 0 0 1
1 0 0 0


;

h) J(A) =




1 1 0 0
0 1 0 0
0 0 1 1
0 0 0 1


, T =




1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 −2 0
1 0 0 −1


; i) J(A) =




0 0 0 0
0 −1 1 0
0 0 −1 1
0 0 0 −1


,
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T =




0 0 −1 −4
0 0 2 9
2 1 −2 0
3 1 0 5


; j) J(A) =




2 1 0 0
0 2 0 0
0 0 −2 1
0 0 0 −2


, T =




3 1 3 −1
3 0 3 0
−3 −1 3 −1
−3 0 3 0


;

k) J(A) =




−1 1 0 0
0 −1 1 0
0 0 −1 0
0 0 0 0


, T =




2 −21 0 8
1 −10 0 3
0 0 3 −1
0 0 −2 1


; l) J(A) =




0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1


, T =




−2 1 0 0
−1 0 0 0
0 −2 1 0
0 3 0 1


. 14. a) J(A) =




−2 1 0 0 0
0 −2 1 0 0
0 0 −2 0 0
0 0 0 −2 1
0 0 0 0 −2



,

T =




0 0 1 0 7
0 0 0 0 −5
0 3 0 0 0
0 4 0 28 0
24 5 0 0 0



; b) J(A) =




−1 1 0 0 0
0 −1 0 0 0
0 0 −1 1 0
0 0 0 −1 0
0 0 0 0 −1



, T =




1 0 1 0 0
1 −1 1 0 0
1 0 0 0 0
1 0 1 −1 0
1 0 1 0 1



; c) J(A) =




2 1 0 0 0 0
0 2 0 0 0 0
0 0 2 1 0 0
0 0 0 2 0 0
0 0 0 0 2 1
0 0 0 0 0 2



, T =




0 1 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 1
0 0 7 0 0 0
5 0 0 0 0 0
0 0 0 0 9 0



.

15. a) A i C подiбнi мiж собою i не подiбнi B; b) A i B подiбнi мiж
собою i не подiбнi C; c) подiбних нема. Вказ. с) Обчислiть ранги ма-
триць. 16. Двi клiтинки J[n/2](a) i J[(n+1)/2](a). 17. Вказ. Розгляньте
ЖНФ перетворення ϕ. 18. a) Жордановi клiтинки J1(1), J2(1) i J3(1);
b) жордановi клiтинки J1(1), J3(1) i J5(1). 19. Якщо a = 1, то одна
жорданова клiтинка з власним числом 1; якщо a = −1, то дiагональна
матриця, причому число 1 зустрiчається [(n + 2)/2] разiв, а число −1
— [(n + 1)/2] разiв; якщо a 6= ±1, то diag(1, a, a2, . . . , an). 20. a) Жор-
дановi клiтинки J1(0), J2(0), . . . , Jn+1(0); b) жордановi клiтинки J1(0),
J3(0), . . . , J2n+1(0). 21. Вказ. Використайте ЖНФ матриць перетво-
рень. 22. Вказ. Нехай A = Jk1(λ1)⊕ · · · ⊕ Jkm(λm) — матриця перетво-
рення ϕ у жордановiй базi. Досить показати, що матриця, яка комутує з
кожною матрицею, що комутує з A, є многочленом вiд A. Зокрема, A ко-
мутує з матрицею B = Jk1(µ1)⊕· · ·⊕Jkm(µm), де µ1, . . . , µm — попарно
рiзнi. Кожна матриця, яка комутує з B, має вигляд C = Ck1⊕· · ·⊕Ckm ,
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де Cki ∈ Mki(C) i CkiJki(µi) = Jki(µi)Cki . Звiдси випливає, що для
кожного i iснує такий многочлен fi, що Cki

= fi(Jki
(λi)). Далi пока-

жiть, що коли λi = λj i ki ≤ kj , то fi(x) ≡ fj(x) (mod (x − λi)ki). Тодi
C = f(A), де f(x) — розв’язок системи f(x) ≡ fi(x) (mod (x − λi)ki),
i = 1, . . . , m. 23. Вказ. a) Нехай A = T1JT−1

1 , де J = Jk1(λ1)⊕· · ·⊕Jks
(λs)

— ЖНФ матрицi A, T1 — матриця переходу до жорданової бази. Тодi
A> = (T>1 )−1J>T>1 , де ЖНФ матрицi J> збiгається з J , а матриця
переходу до жорданової бази T2 = Ẽk1 ⊕ · · · ⊕ Ẽks

, де Ẽki
є матри-

цею порядку ki i складається з одиниць на побiчнiй дiагоналi та нулiв
на iнших мiсцях. Тодi J> = T2JT−1

2 i A> = (T−1
2 T>1 )−1J(T−1

2 T>1 ) =
(T1T

−1
2 T>1 )−1A(T1T

−1
2 T>1 ). b) Враховуючи вказiвку до а) досить пока-

зати, що матриця T = T1T
−1
2 T>1 — симетрична. Це справдi так, бо

T> = T1(T>2 )−1T>1 , а T>2 = (Ẽk1 ⊕ · · · ⊕ Ẽks
)> = Ẽ>

k1
⊕ · · · ⊕ Ẽ>

ks
= Ẽk1 ⊕

· · · ⊕ Ẽks
= T2. 24. Вказ. Нехай A = TJT−1, J = Jk1(λ1)⊕ · · · ⊕ Jks

(λs)
— ЖНФ матрицi A, T — матриця переходу до жорданової бази. Тодi
A> = (T>)−1J>T>. Нехай Ẽki

— матриця порядку ki з одиницями на
побiчнiй дiагоналi та нулями на iнших мiсцях, а H = Ẽk1 ⊕ · · · ⊕ Ẽks .
Безпосередньо отримуємо, що Jki

(λi)> = Ẽ−1
ki

Jki
(λi)Ẽki

, звiдки J> =
H−1JH. Тому A> = (T>)−1H−1JHT> = (T>)−1H−1T−1ATHT> =
C−1AC, де C = THT> — симетрична невироджена матриця. Нехай
D = C−1A. Тодi D> = A>(C>)−1 = C−1ACC−1 = D. Тому матриця
D також симетрична i A = CD. 25. Вказ. Характеристичний много-
член супроводжуючої матрицi також дорiвнює (−1)n(λn + an−1λ

n−1 +
λn−2an−1λ

n−2 + · · · + a1λ + a0), i оскiльки його всi коренi рiзнi, то
для обох матриць ЖНФ є дiагональною матрицею з власними числа-
ми на дiагоналi. 26. diag (1 + a1, 1 + a2, . . . , 1 + an), де a1, a2, . . . , an

— всi коренi степеня n з a. Вказ. Характеристичний многочлен до-
рiвнює (1 − λ)n + (−1)n+1a. 27. Вказ. Знайдiть ЖНФ нової матри-

цi. 28. a)




3 0 0
0 −1 1
0 0 −1


; b)




1 0 0
0 2 + 3i 0
0 0 2− 3i


; c)




1 1 0 0
0 1 1 0
0 0 1 0
0 0 0 1


;

d) Jn(1); e) Jn(1); f) diag(1, 2, . . . , n); g) diag(1, ε, ε2, . . . , εn−1), де ε — пер-

вiсний корiнь степеня n з 1. 29. a) J(A) =




2 1 0
0 2 0
0 0 2


, T =




1 1 3
4 0 0
3 0 1


;
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b) J(A) =




1 1 0 0
0 1 0 0
0 0 1 1
0 0 0 1


, T =




1 −1 1 0
1 0 1 0
1 0 0 −1
1 0 0 0


; c) J(A) =




2 1 0 0
0 2 0 0
0 0 2 0
0 0 0 1


,

T =




−1 2 1 3
−1 1 0 6
−1 0 0 7
0 0 −1 1


. 30. ЖНФ мiстить лише клiтинки розмiрностi

один чи два з власним числом нуль та клiтинки розмiрностi один з вла-
сним числом один.

Заняття 9. 5. Наприклад,




1 1 0 0
0 1 0 0
0 0 1 1
0 0 0 1


 i




1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 1
0 0 0 1


.

6. Для кожного власного числа λ дефект матрицi A − λE дорiвнює 1.
7. a) λ − 1, b) λ, c) λ(λ − 1); d) λ2 − 1. Вказ. Використайте ЖНФ.

8. ± 1
5

(
12 2
3 13

)
, ±

(
0 2
3 1

)
. 10. Вказ. ЖНФ такої матрицi має вигляд

J1(a)⊕J1(0)⊕· · ·⊕J1(0), де a 6= 0. 11. 0 ≤ p < 1. Вказ. Зробiть замiну p =
1
2 − a i покажiть, що

(
1/2 + a 1/2− a
1/2− a 1/2 + a

)n

=
1
2

(
1 + 2nan 1− 2nan

1− 2nan 1 + 2nan

)
.

12. a)
(

4e− 3 2− 2e
6e− 6 4− 3e

)
; b)




3 −15 6
1 −5 2
1 −5 2


. 13. Наприклад, A =

(
1 0
0 2

)
,

B =
(

1 1
0 1

)
. 15. Вказ. Нехай J — жорданова форма для A, C — ма-

триця переходу до жорданової бази. Тодi eA = CeJc−1. Звiдси |eA| =
|C| · |eJ | · |C−1| = |eJ | = etrA, бо слiди подiбних матриць однаковi (див.
твердж. 6.2). 16. Вказ. Якщо a 6= 0, то ЖНФ матрицi

(
Jn(a)

)k має
вигляд Jn(ak). 17. a0E + a1Jn(0) + · · · + an−1J

n−1
n (0), де a0, a1, . . . ,

an−1 — довiльнi числа. Вказ. A комутує з Jn(λ) тодi й лише тодi, коли A
комутує з Jn(0). 18. Ok×m. 19. Вказ. Розмiрнiсть простору многочленiв
вiд ϕ дорiвнює степеню мiнiмального многочлена. У нашому випадку
це розмiрнiсть n простору. З iншого боку, якщо ЖНФ перетворення ϕ
для кожного власного числа мiстить лише одну клiтинку з цим числом,
то iз зад. 9.17 i 9.18 випливає, що розмiрнiсть простору тих матриць,
якi комутують з [ϕ], також дорiвнює n. 20. Вказ. a) Якщо dim V = n,
то вектори v, ϕ(v), . . . , ϕn(v) лiнiйно залежнi. 21. Вказ. b) Враховуючи
a), маємо:

(
mϕ,v+u(ϕ)mϕ,v(ϕ)

)
(u) = mϕ,v+u(ϕ)mϕ,v(ϕ)(v + u − v) = 0.
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Тому mϕ,u(x) | (mϕ,v+u(x) ·mϕ,v(x)), звiдки mϕ,u(x) | mϕ,v+u(x). Анало-
гiчно mϕ,v(x) | mϕ,v+u(x). Тому mϕ,v+u(x) дiлиться на mϕ,v(x) ·mϕ,u(x).
23. Вказ. Враховуючи зад. 9.22, досить показати, що для довiльних
v1, v2 iснує такий u, що mϕ,u(x) = НСК (mϕ,v1(x),mϕ,v2(x)). Не-
хай НСД (mϕ,v1(x),mϕ,v2(x)) = d(x) та mϕ,v2(x) = d(x)g(x). Тодi
mϕ,d(ϕ)(v2)(x) = g(x). Позаяк mϕ,v1(x) та g(x) взаємно простi, то на
пiдставi зад. 9.21 можна взяти u = v1 +d(ϕ)(v2). 24. Вказ. Якщо f(x) =
b0(x − b1) · · · (x − bm), то det f(A) = bn

0 det(A − b1E) · · · det(A − bmE) =
bn
0χA(b1) · · ·χA(bm). А це i є результант f(x) та χA(x). 25. Вказ. Не-
хай A = [ϕ](e), де ϕ : V → V , C — матриця переходу вiд (e) до (f).
Тодi C−1AC = [ϕ](f), [eϕ](f) = eC−1AC . З iншого боку, [eϕ](e) = eA та
[eϕ](f) = C−1eAC. 26. (λ−a1) · · · (λ−an). 28. a) λ2−4λ+4; b) λ2−5λ+6.

29. a)
( −7 4
−14 8

)
; b)

(
2e2 −e2

e2 0

)
; c)

(
1 −1
1 −1

)
.

Заняття 10. 11. Вказ. Доповнiть базу пiдпростору U до ба-
зи всього простору i розгляньте матрицю перетворення ϕ в цiй базi.
12. Вказ.Мiнiмальний многочлен mϕ(λ) є анулюючим для ϕ|U . 13. Вказ.
Власна база iснує тодi й лише тодi, коли мiнiмальний многочлен не має
кратних коренiв. Далi використайте зад. 10.12. 14. b) Нi. Вказ. a) Обме-
ження ϕ

∣∣
U

на iнварiантний пiдпростiр U має власнi вектори. b) Роз-
гляньте поворот площини. 15. Вказ. Кожний iнварiантний пiдпростiр
мiстить одновимiрний iнварiантний пiдпростiр. 17. Кратнi ε. Вказ. Див.
зад. 6.9. 18. Вказ. Якщо v1, . . . , vn — власнi вектори з попарно рiзними
власними числами i лiнiйна комбiнацiя a1v1 + · · ·+anvn належить iнва-
рiантному пiдпростору U , то vi ∈ U для кожного ai 6= 0. 19. a) Єдине
власне число λ = −1, кореневий пiдпростiр збiгається з усiм простором;
b)

〈
(1, 1, 1)

〉
— кореневий пiдпростiр для λ = 1,

〈
(1, 1, 0), (1, 0,−3)

〉
— ко-

реневий пiдпростiр для λ = 0; c)
〈
(0, 1, 0)

〉
— кореневий пiдпростiр для

λ = 2,
〈
(1, 0, 0), (0, 1,−1)

〉
— кореневий пiдпростiр для λ = 1. 20. Одно-

вимiрнi — пряма l = 〈(2, 2,−1)〉 i будь–яка пряма, що лежить у площинi
L = 〈(1, 1, 0), (−1, 0, 1)〉; двовимiрнi — площина L i будь–яка площина,
що мiстить пряму l. 23. Вказ. Iз зад. 10.8 i розв’язання зад. 10.6 випли-
ває, що ak дорiвнює кiлькостi розв’язкiв рiвняння x1 +x2 + · · ·+xm = k,
де xi — цiле число з промiжку [ 0, ni], i = 1, . . . , m. 24. Вказ. Якщо ве-
ктори v, ϕ(v), . . . , ϕk−1(v) — лiнiйно залежнi, то анулюючий многочлен
вектора v має степiнь ≤ k − 1 i є дiльником мiнiмального многочле-
на перетворення ϕ. 25. Вказ. Якщо iснує нетривiальний iнварiантний
пiдпростiр, то iснує база, в якiй матриця перетворення буде клiтинно–
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трикутною. Характеристичний многочлен такої матрицi є добутком ха-
рактеристичних многочленiв дiагональних клiтинок. 26. Вказ. Дове-
дiть за iндукцiєю, що характеристичним многочленом перетворення ϕ є
(−1)nf(λ), i використайте зад. 10.25. 27. Кратнi ε. Вказ. Кожен однови-
мiрний пiдпростiр можна одержати як перетин пiдпросторiв розмiрно-
стi k. Далi використайте зад. 6.9. 29. Вказ. b) Використайте зад. 10.28.
31. Вказ. Вiзьмiть власний вектор e1 з власним числом λ1 i допов-
нiть його до бази e1, . . . , en всього простору. Далi розгляньте матрицю
[ϕ] в цiй базi, перейдiть до факторпростору V/〈e1〉 i застосуйте iнду-
кцiю. 32. Вказ. Використовуючи зад. 5.18 i 4.8, перейдiть до розкладiв
V = Vϕ(1)⊕Vϕ(−1) i V = Vψ(1)⊕Vψ(−1) у пряму суму кореневих пiдпро-
сторiв. Якщо всi перетини Vϕ(i) ∩ Vψ(j) нульовi, то доведiть iснування
таких векторiв x ∈ Vϕ(1), y ∈ Vϕ(−1) i скаляра α, що x + y ∈ Vψ(1),
x + αy ∈ Vψ(−1). 33. Вказ. Kerϕk ⊆ Kerϕk+1. Вiзьмiть найменше k,
для якого Kerϕk = Kerϕk+1. 34. Вказ. Використайте зад. 10.6. 35. Ко-
жне дiйсне число a є власним, вiдповiднi власнi вектори мають вигляд
ceax (c 6= 0); Vϕ(a) = eaxR[x]. 36. Вказ. Нехай λ1, . . . , λm та µ1, . . . ,
µn — усi власнi числа (з урахуванням їх кратностi) матриць A i B вiд-
повiдно. Покажiть, що власними числами (з урахуванням їх кратностi)
лiнiйного перетворення ϕ : Mm×n(C) → Mm×n(C), X 7→ AX + XB,
будуть λi + µj . Оскiльки жодне з цих чисел не дорiвнює 0, то перетво-
рення ϕ буде бiєкцiєю. 37. Вказ. Нехай a1, . . . , ak — база U , b1, . . . ,
bm — база W . Тодi в базi a1, . . . , ak, b1, . . . , bm матриця перетворення
ϕ буде клiтинно–дiагональною: [ϕ] =

(
A1 0
0 A2

)
. Розiб’ємо на вiдповiднi

клiтини матрицю перетворення ψ: [ψ] =
(

B1 B2
B3 B4

)
. З перестановочностi

ϕ i ψ випливає, що A1B2 − B2A2 = O, A2B3 − B3A1 = O. Тодi iз зад.
10.36 випливає, що B2 = O, B3 = O. 40. Вказ. Застосуйте зад. 10.39 до
образу лiнiйного перетворення ϕ−λ ·ε, де λ — власне число. 41. a) Єди-
не власне число λ = −1, кореневий пiдпростiр збiгається з усiм про-
стором; b) VA(0) = 〈(1, 0, 0, 0), (0, 1, 0, 1)〉, VA(2) = 〈(1, 0, 1, 0), (1, 0, 0, 1)〉.
42. a) 〈v1〉, 〈v2〉, 〈αv2+v3〉, α ∈ C, 〈v2〉⊕〈v3〉, 〈v1〉⊕〈v2〉, 〈v1〉⊕〈αv2+v3〉,
α ∈ C, {0} та C3, де v1 = (−2,−2, 1) — власний вектор, що вiдповiдає
λ1 = 1, v2 = (1, 1, 0), v3 = (0, 1, 1) — власнi вектори, що вiдповiдають
λ2 = λ3 = 2; b) 〈v1〉, 〈v2〉, 〈v3〉, 〈v1〉 ⊕ 〈v2〉, 〈v1〉 ⊕ 〈v3〉, 〈v2〉 ⊕ 〈v3〉, {0}
та C3, де v1 = (1, 0, 0), v2 = (2, 1, 0), v3 = (−9, 6, 2) — власнi вектори, що
вiдповiдають λ1 = 1, λ2 = 2, λ3 = 3 вiдповiдно; c) 〈v1〉, 〈v3〉, 〈v1〉 ⊕ 〈v3〉,
〈v1〉⊕〈v2〉, {0} та C3, де v1 = (1, 0, 0), v3 = (2, 1, 1) — власнi вектори, що
вiдповiдають λ1 = λ2 = 1 та λ3 = 2 вiдповiдно, v2 = (0, 1, 0). 43.Однови-
мiрний — 〈(1,−2, 1)〉; двовимiрний — 〈(1, 1, 1), (1, 2, 3)〉. 44. (

cos a − sin a
sin a cos a

)
.
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45. Вказ. Використайте ЖНФ i розв’язання зад. 10.6.
Заняття 11. 8. Нi. 9. a) Так, ядро — двовимiрний пiдпростiр

векторiв, перпендикулярних до a; b) нi. 10. a) v1 = (−1, 1, 0, . . . , 0), v2 =
(−1, 0, 1, 0, . . . , 0), . . . , vn−1 = (−1, 0, . . . , 0, 1); b) v1 = (1, 1, 0, . . . , 0), v2 =
(−1, 0, 1, 0, . . . , 0), . . . , vn−1 = ((−1)n−2, 0, . . . , 0, 1). 13. Нi. Вказ. Фун-
кцiя ϕa на многочленi 1 набуває значення 1. 14. Максимальна лiнiйно
незалежна пiдсистема ϕ1, ϕ2; тодi ϕ3 = 2ϕ1 − 3ϕ2, ϕ4 = −ϕ1 + 3ϕ2.
16. Вказ. Зведiть задачу до системи лiнiйних рiвнянь. 17. Вказ. За-
фiксуйте в просторi базу i зведiть задачу до однорiдної системи
лiнiйних рiвнянь. 18. Вказ. Використайте зад. 11.6. 19. b) fk(x) =

(x−a0)···(x−ak−1)(x−ak+1)···(x−an)
(ak−a0)···(ak−ak−1)(ak−ak+1)···(ak−an) ; c) стає iнтерполяцiйним многочле-
ном Лагранжа. 21. Вказ. Якщо система векторiв v1, . . . , vk лiнiйно
незалежна, то доповнiть її до бази простору V i розгляньте спряжену
базу простору V ∗. Якщо лiнiйна комбiнацiя векторiв v1, . . . , vk дорiвнює
0, то така ж лiнiйна комбiнацiя стовпчикiв матрицi (ϕi(vj)) теж дорiв-
нює 0. 22. Вказ. Простiр Q[x] є злiченним, а (Q[x])∗ — незлiченний.
Наприклад, для кожної пiдмножини M ⊆ N0 функцiя ϕM , яка кожно-
му f ∈ Q[x] ставить у вiдповiднiсть суму тих коефiцiєнтiв f , iндекси
яких належать пiдмножинi M , є лiнiйною формою на Q[x]. 25. Вказ.
Якщо l1(u) 6= 0 i l2(v) 6= 0, то розгляньте значення добутку l1l2 на
векторi u + v. 26. Вказ. aij = f(Eij), де Eij — матрична одиниця.
30. a), b) Нi. 28. vk = (0,− 1+(−1)k

2 , 0, . . . , 1, 0, . . . , 0) (одиниця стоїть
на k-му мiсцi), k = 2, 3, 4, 5, . . . , n. 29. a), c) Так; b) нi. 30. Максимальна
лiнiйно незалежна пiдсистема ϕ1, ϕ2; тодi ϕ3 = ϕ1−2ϕ2, ϕ4 = −ϕ1+3ϕ2,
ϕ5 = 3ϕ1 − 8ϕ2.

Заняття 12. 9. Бiлiнiйними, причому симетричними, будуть: a),

b), e). Матриця має вигляд: a) ϕ(Eij , Ekl) =
{

1, якщо i = j, k = l,
0, в iнших випадках;

b) [ϕ] = O; e) ϕ(Eij , Ekl) =
{

1, якщо i = k, j = l,
0, в iнших випадках. 10. −43.

11. a) n(n + 1)/2; b) n(n− 1)/2. 13. Нi. Вказ. a) ϕ1 — кососиметрична,
ϕ2 — нi; b) функцiї мають рiзнi ранги; c) ϕ2 — симетрична, ϕ1 — нi.
14. a) ϕ = 2u1v1 − 1

2u2v2 + 3u3v3, x1 = u1 + 1
2u2, x2 = u2 + u3, x3 = u3;

b) ϕ = u1v1 − 3u2v2 + 3u3v3, x1 = u3, x2 = u2 − u3, x3 = u1 − 2u2 + u3.
Вказ. b) Змiнiть нумерацiю координат. 15. Так. 16. a) u1v2 − u2v1, де
u1 = x1 − 2x3, u2 = x2 − x3, u3 = x3; b) u1v2 − u2v1, де u1 = x1 − 3

2x3,
u2 = 2x2 + x3, u3 = x3; c) u1v2 − u2v1 + u3v4 − u4v3, де u1 = x1 − 4x4,
u2 = x2 + 2x3, u3 = −8x3, u4 = x4. 17. U⊥

l = 〈(−1, 1, 1)〉; U⊥
r =
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〈(9, 9, 0), (0, 4, 7)〉. 18. [ψl] = A>F , [ψr] = FA, [ψ] = A>FA. 19. [ψr] =


2 5 −1
−4 6 8
−7 −26 −7


, [ψl] =



−7 5 11
−7 −9 −2
5 −13 −19


. 20. Вказ. При фiксованiй

базi ϕ1(x,y) = [x]>B1[y], ϕ2(x,y) = [x]>B2[y] = [x]>B2B
−1
1 B1[y]. Iз зад.

12.18 випливає, що ϕ2(x,y) = ϕ1(ψ(x),y), де ψ — лiнiйне перетворення
з матрицею (B2B

−1
1 )>. 21. Вказ. Додатно визначена симетрична бiлi-

нiйна функцiя лишається такою ж на кожному пiдпросторi. 22. Вказ.
Для бiлiнiйної функцiї x2y2 на просторi P 2 〈e2〉⊥ = 〈e1 +e2〉⊥ = 〈e1〉 та
(〈e2〉∩〈e1 +e2〉)⊥ = {0}⊥ = P 2. У той же час 〈e2〉⊥+ 〈e1 +e2〉⊥ = 〈e1〉+
〈e1〉 = 〈e1〉. 23. Нi. 24. Вказ. У базi з матричних одиниць матриця фун-
кцiї tr (AB) у кожному рядку i кожному стовпчику буде мiстити одну
одиницю, а решта елементiв — нулi. 26. Вказ. Використайте зад. 12.25.
27. Вказ. Використайте зад. 12.25 i те, що кососиметрична функцiя має
парний ранг. 28. b) Нi. Вказ. a) Якщо v — власний вектор з ненульовим
власним числом λ, то ϕ(A(v), v) 6= 0. Якщо ж A — ненульове нiль-
потентне перетворення, то розгляньте обмеження ϕ та A на пiдпростiр
L(v1, v2), де A(v1) = v2, A(v2) = 0. b) Розгляньте на евклiдовiй площинi
звичайний скалярний добуток i поворот на π/2. 29. Вказ. Якщо ранг ϕ
дорiвнює 1, то згiдно зад. 12.25 її можна подати у виглядi ϕ(x,y) =∑

a′ixi ·
∑

a′′i yi, де всi коефiцiєнти a′1, . . . , a
′
n, a′′1 , . . . , a′′n — невiд’ємнi.

Крiм того, aij = a′ia
′′
j . Аналогiчно функцiя ψ рангу 1 зображується

у виглядi ψ(x,y) =
∑

b′ixi ·
∑

b′′i yi. Тодi µ(x,y) =
∑

a′ib
′
ixi ·

∑
a′′i b′′i yi ≥ 0.

Загальний випадок зводиться до функцiй рангу 1, бо кожну невiд’-
ємно визначену бiлiнiйну функцiю рангу k можна подати у виглядi
суми k невiд’ємно визначених бiлiнiйних функцiй рангу 1. 32. Вказ.
4ϕ(x,y) = f(x+y)−f(x−y)+ if(x+ iy)− if(x− iy). 34. Бiлiнiйними бу-
дуть a), b), d). Симетричними — a), b). Матриця має вигляд: a)

(
1 0
0 −1

)
;

b)
(

1 0
0 1

)
; d)

(
0 −1
1 0

)
. 35. При множеннi рядка (стовпчика) на ±1 i при

перестановцi двох рядкiв (стовпчикiв). 36. 1 − 19i. 37.




11 8 15
6 5 12
11 10 29


.

38. a)



−2 3 0
−5 −10 15
29 −26 3


; b)




1 −17 14
6 8 −11
−3 9 0


. 39. u1v1−u2v2 +16u3v3.

40. a) u1v2 − u2v1 + u3v4 − u4v3, де u1 = x1 − 2x3, u2 = x2 − x4, u3 = x3,
u4 = x4; b) u1v2 − u2v1, де u1 = x1 + x3, u2 = x2 + x3 + x4, u3 = x3,
u4 = x4. 41. 〈(2, 1, 0)〉.
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Заняття 13. 8. a) x1y1 + x1y2 − 3x1y3 + x2y1 + 2x2y2 + 2x2y3 −
3x3y1+2x3y2−x3y3; b) 1

2 (x1y2+x1y3+x2y1+x2y3+x3y1+x3y2). 9. a) n+1;
b) (n+1)(n+2)

2 . 10. a) y2
1 − 3y2

2 + 7
3y2

3 ; b) y2
1 − 3y2

2 − 8
3y2

3 ; c) y2
1 + y2

2 − 4y2
3 ;

d) y2
1 − y2

2 . 11. a) y2
1 + y2

2 − y2
3 − y2

4 ; b) y2
1 − y2

2 − y2
3 − y2

4 ; c) y2
1 − y2

2 − y2
3 ;

d) y2
1−y2

2 . 12. a) y2
1 +y2

2−y2
3 , x1 = y1− 1

2y2+ 5
6y3, x2 = 1

2y2− 1
6y3, x3 = 1

3y3;
b) y2

1 + y2
2 − y2

3 , x1 = 1
2

√
2y1 − 5

3

√
3y2 + 1

3

√
3y3, x2 = − 1

3

√
3y2 + 1

3

√
3y3,

x3 = 1
3

√
3y2+ 1

3

√
3y3. 13. x1 = 2

√
2y1+

√
2y2+5y3, x2 =

√
2

2 y1+y3, x3 = y3.
14. a) Еквiвалентнi над C i над R; b) не еквiвалентнi нi над C, нi над
R. 15. a) f1 та f3; b) f2 та f3. 16. a) y2

1 − y2
2 + y2

3 − y2
4 + · · ·+ y2

2k−1 − y2
2k,

де k = [n/2]; b) y2
1 − y2

2 − y2
3 − · · · − y2

n. Вказ. a) Застосуйте метод Ла-
гранжа й iндукцiю. b) Замiною x1 = y1 + y2 − (y3 + · · · + yn), x2 =
y1 − y2 − (y3 + · · · + yn), x3 = y3, . . . , xn = yn зводиться до вигляду
y2
1 − y2

2 − f(y3, . . . , yn), де f(y3, . . . , yn) — квадратична функцiя iз зад.
13.5. 17. Нi. Вказ. Розгляньте форму x2

1−3x1x2+x2
2. 18. Так. 19. a) При

жодних λ; b) |λ| <
√

5
3 . 21. a) λ < −20; b) λ < −0,6. 22. Вказ. Вiдпо-

вiдна квадратична функцiя є додатно визначеною. Далi скористайтеся
зад. 13.17. 23. Вказ. Нехай у деякiй базi e1, . . . , en функцiя f має ка-
нонiчний вигляд y2

1 + · · · + y2
k − y2

k+1 − · · · − y2
k+m та k > p. Тодi для

пiдпросторiв U = 〈e1, . . . , ek〉 та W =
⋂p

i=1 Ker li маємо dim U = k,
dim W ≥ n − p, звiдки dim(U ∩ W ) ≥ k − p > 0. Далi розгляньте f(v)
для ненульового v ∈ U ∩W . 24. yi =

√
2

2 xi +
√

n+1−1√
2n

(x1 + x2 + · · ·+ xn),
i = 1, 2, . . . , n. Вказ. Iз зад. 13.5 випливає, що нормальним виглядом
функцiї є y2

1 + y2
2 + · · · + y2

n. Використовуючи симетрiю умови задачi,
перетворення змiнних можна шукати у виглядi yi = αxi + β(x1 + x2 +
· · ·+xn), що приводить до системи 2αβ +nβ2 = 1/2, 2αβ +nβ2 +α2 = 1.
25. y2

1−y2
2−y2

3−· · ·−y2
n. Вказ. Застосуйте трикутне перетворення змiн-

них z1 = x1 +x2 + · · ·+xn, z2 = x2 + · · ·+xn, . . . , zn = xn. 26. n(n+1)/2
та n(n − 1)/2. Вказ. Розгляньте обмеження функцiї на пiдпростори
симетричних i кососиметричних матриць. 27. (2, 2). 28. Вказ. Якщо
x 6= 0, то f(x) =

∑
i aiix

2
i +

∑
i 6=j aijxixj ≥

∑
i aiix

2
i −

∑
i 6=j |aij ||xi||xj | ≥∑

i aiix
2
i− 1

2

∑
i6=j |aij |(x2

i +x2
j ) =

∑
i x2

i

(
aii−

∑
j 6=i |aij |

)
> 0. 29. Вказ.До-

статнiсть умови очевидна. Для доведення необхiдностi скористайтеся
тим, що матрицю переходу до канонiчної бази можна вибрати трику-
тною i що дiагональна матриця з невiд’ємними коефiцiєнтами є квадра-
том дiагональної. 31. Якщо x 6= 0, то y = kx, де k > 0. Вказ. Це —
нерiвнiсть трикутника. 33. Вказ. Перейдiть спочатку до бази, в якiй
функцiя має канонiчний вигляд. 34. n − r, де n — розмiрнiсть всьо-
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го простору, а r — ранг функцiї. 36. a), b) Нi. Вказ. a) Над Z еквi-
валентнi функцiї повиннi мати однаковий дискримiнант. b) Вiдноше-
ння дискримiнантiв еквiвалентних має бути квадратом. 37. Вказ. Не-
хай v 6= 0 та f(v) = 0. Виберiть такий вектор u, що ϕ(v,u) 6= 0 для
асоцiйованої з f симетричної бiлiнiйної функцiї ϕ, i розгляньте значе-
ння f в точках av + u, a ∈ P . 38. Вказ. Доведiть спочатку, що ко-
ли в симетричнiй матрицi головнi кутовi мiнори ∆k−1 i ∆k+1 ненульо-
вi, а ∆k = 0, то ∆k−1∆k+1 < 0. 39. x2y − y3, x2y + y3, x2y, x3, 0.
40. −x1y1+ 1

2x1y2− 1
2x1y3+ 1

2x2y1−2x2y2+ 3
2x2y3− 1

2x3y1+ 3
2x3y2+2x3y3.

41. Додатний i вiд’ємний iндекси iнерцiї однаковi. 42. a) y2
1 + y2

2 + y2
3 ; b)

y2
1+4y2

2+9y2
3+16y2

4 . 43. a) y2
1−y2

2+y2
3 ; b) y2

1−y2
2−2y2

3− 3
2y2

4 . 44. y2
1−y2

2−y2
3 ;

x1 = 3
4y1 − 1

4y2 +
√

3
6 y3, x2 = 1

2y1 + 1
2y2, x3 = − 1

2y1 + 1
2y2. 45. Над C —

еквiвалентнi, над R — нi. 46. a) При жодних λ; b) −0,8 < λ < 0.
Заняття 14. 9. Тiльки ϕ3. Вказ. a) Порушується лiнiйнiсть за

кожним аргументом, наприклад, ϕ1(−x,y) 6= −ϕ1(x,y); b) порушується
лiнiйнiсть за кожним аргументом, наприклад, ϕ2(i + j, i) + ϕ2(−i, i) 6=
ϕ2(j, i); c) множення скалярного добутку на число рiвносильне змiнi
масштабу. 10. a) |AB| = |BC| = |AC| = 6, ∠A = ∠B = ∠C = 60◦;
b) |AB| = 5, |BC| = 10, |AC| = 5

√
3, ∠A = 90◦, ∠B = 60◦, ∠C = 30◦.

11. a) Гострокутний; b) тупокутний. 13. 60◦. 14. R =
√

n/2; R < 1
при n ≤ 3. 16. Вказ. Покажiть, що вершину куба можна з’єднати
з протилежною ланцюжком з n ребер, причому цей ланцюжок буде
проходити через наперед задану третю вершину. Потiм використай-
те зад. 14.15. 17. 0 при n = 2k + 1 та 1

2

(
2k
k

)
=

(
2k−1

k

)
при n = 2k.

18. Вказ. Нормуйте базу i знайдiть координати вектора v/|v | в цiй ба-
зi. 19. Гiперплощина, перпендикуляра до вектора a. 20. Нi. Вказ. З
рiвностi |u + v |2 = |u |2 + |v |2 випливає лише, що скалярний добуток
(u, v) є чисто уявним. 23. a) Пiдпростiр скалярних матриць; b) пiд-
простiр нижнiх трикутних матриць; c) пiдпростiр кососиметричних ма-
триць. 24. a) e1 = (−1,−1, 0, 1), e2 = (−2, 2, 1, 0); b) e1 = (0, 1,−1, 0).
25. x2 + x4 = 0, −6x1 + 9x2 + x3 = 0. 26. 〈(−1, 1, 1)〉, 〈(17, 13, 7)〉.
29. R =

√
n

2(n+1) . 30. Вказ. dim U⊥+dim V > dim E. 31. {O}. Вказ. Лi-
нiйна оболонка множини ермiтових матриць збiгається з усiм просто-
ром. 32. Вказ. Якщо x 6= 0, то

∑
i

aiix
2
i >

∑
j 6=i

|aij |x2
i ≥

∑
j 6=i

|aij ||xi||xj |, бо

x2
i + x2

j ≥ 2|xi||xj |. 35.
√

2
2k+1 . 36. Pk(1) = 1. 37. Вказ. Нехай B = (bij)

— матриця порядку n, де bii = a1,i+1 та bij = a1,i+1+a1,j+1−ai+1,j+1
2 при

i 6= j. Необхiдно й достатньо, щоб усi головнi мiнори матрицi B були
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невiд’ємними. 38. Правильний октаедр. 39.
πn/2

Γ
(
1 + n

2

) . Вказ. Застосуй-
те iндукцiю i принцип Кавальєрi. 40. a), c) Не змiниться; b) змiни-
ться на доповняльний до π. 41.

√
18, 6,

√
18; 90◦, 45◦, 45◦. 42. f0(x) =

x2 + 3x + 3; 3. 43. Паралелограм буде ромбом тодi й лише тодi, коли
його дiагоналi перпендикулярнi. 44. e1 = (1, 0,−1, 0), e2 = (0, 1, 0,−1).
45. x1+x2+x3+x4 = 0, 29x1+10x2−7x3 = 0. 46. 〈(2,−3, 1)

)
, 〈(4, 5,−1)〉.

Заняття 15. 11. (
∑n

k=0 akxk,
∑n

k=0 bkxk) =
∑n

k=0 akbk(k!)2.
12. a) (1, 1,−1,−2), (2, 5, 1, 3); b) (1, 1,−1,−2), (2, 5, 1, 3), (2,−1, 1, 0);
c) (1, 2, 1, 3), (10,−1, 1,−3), (19,−87,−61, 72); d) (0, 1 + 2i,−i), 1

3 (3, 1 −
2i, 4 − 3i), 1

13 (16 + 2i,−2 + 3i,−7 + 4i). 13. Напр., e3 = (2, 3, 1, 0),
e4 = (1,−1, 1, 1). 14. e3 = ( 2

3 ,− 1
3 , 2

3 ). 15. a) v′ = (1, 7, 3, 3), v′′ =
(−4,−2, 6, 0); b) v′ = (1,−1,−1, 5), v′′ = (3, 0,−2,−1). 16. a) 2

√
21;

b)
√

3/5; c)
√

1763/43. 18. a)
√

2/3; b)
√

7. Вказ. Вiддаль вiд точки, за-
даної вектором v, до лiнiйного многовиду v0+U дорiвнює довжинi орто-
гональної складової вектора v− v0 вiдносно пiдпростору U . 20. a) π/3;
b) π/6. 21. ϕ = arccos

√
k/n. 22. 3. 23. 1, x, x2 − 1

3 , x3 − 3
5x, x4 −

6
7x2 + 3

35 . 25. 2n. 27. g(1)/
√

n + 1. 29.
((

2n
n

)√
2n + 1

)−1. Вказ. Шука-
на вiддаль дорiвнює вiддалi вiд многочлена xn до пiдпростору Rn−1[x].
30.

√
n+1

2(n−k)(k+1) . 32. Вказ. Якщо в усiх векторiв такої бази помiня-
ти на протилежний знак i–ї координати або переставити i–ту та j–ту
координати, то знову отримаємо базу з потрiбною властивiстю. Тому
можна вважати, що перший вектор бази має вигляд (1, 1, . . . , 1), а дру-
гий — вигляд (1, . . . , 1,−1, . . . ,−1). 35. Вказ. Pv ∈ U . Позаяк кожен
вектор u ∈ U можна подати у виглядi u = Pw, то (v − Pv,u) =
(v−Pv)> ·Pw = v>Pw−v>P>Pw = 0. 36. Вказ. Ортонормуйте жорда-
нову базу. 37. π/4. Вказ. Знайдiть мiнiмум кутiв векторiв другої площи-
ни з їх ортогональними проекцiями на першу площину. 38. arccos(2/3).
39. Вказ. Покажiть, що при ортогоналiзацiї нi об’єм паралелепiпеда,
нi визначник Ґрама не змiнюються. 40. Вказ. Використайте зад. 15.39.
41. a) (1, 1, 1, 1), (2, 2,−2,−2), (−1, 1,−1, 1); b) (2, 1, 3,−1), (3, 2,−3,−1),
(1, 5, 1, 10); c) (2, 1, i), 1

3 (−1−i, 4+i,−1−2i), 1
4 (1+i,−i, 1+2i). 42. Напр.,

(1, 1, 1, 0), (−1, 1, 0, 1). 43. a) (1,−2, 1,−4), (15, 14, 37, 6); b) 1√
43

(4, i, 1 −
5i). 44. a) v′ = 2a1 − a2 = (3, 1,−1,−2), v′′ = (2, 1,−1, 4); b) v′ =
1
4a1 − 5

8a2 = 1
8 (−3,−9, 31, 25), v′′ = 1

8 (19,−31,−7, 7). 45. a)
√

14; b) 2;
c) 7/5. 46. a) 2; b)

√
5/7. 47. a) π/4; b) π/2.

Заняття 16. 8. Нi. Вказ. Перетворення є виродженим.
10. a) Так; b) нi. Вказ. b) Порiвняйте довжини векторiв 1 та ϕ(1).
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11. a)




1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 −1


, f1 = 1

2 (1, 1, 1,−1), f2 = 1
2 (1, 1,−1, 1), f3 = 1

2 (1,−1, 1, 1),

f4 = 1
2 (−1, 1, 1, 1); b)




1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 0 1
0 0 −1 0


, f1 =

√
2

2 (1, 1, 0, 0), f2 =
√

2
2 (0, 0, 1,−1),

f3 =
√

2
2 (1,−1, 0, 0), f4 =

√
2

2 (0, 0, 1, 1). 12. Поворот на кут −α. 13. Про-
ектування на бiсектрису другого й четвертого координатних кутiв па-
ралельно осi ординат. 16. Вказ. Нехай ϕ — перетворення простору V ,
x ∈ Ker ϕ та y ∈ V . Тодi 0 = (ϕ(x),y) = (x, ϕ∗(y)), звiдки Im ϕ∗ ⊆
(Ker ϕ)⊥. Нехай x ∈ (Im ϕ∗)⊥ та y ∈ V . Тодi 0 = (x, ϕ∗(y)) = (ϕ(x),y),
звiдки (Im ϕ∗)⊥ ⊆ Ker ϕ та Im ϕ∗ ⊇ (Kerϕ)⊥. Отже, Im ϕ∗ = (Ker ϕ)⊥.

17.




4 −2 2
2 −1 1
1 2 1


. 18.



−36 −37 −15
30 30 14
26 27 9


. 19.

1
9




17 5 −1
5 −7 5
−1 5 17


.

20.
1
2




0 −5 0
6 0 2
0 15 0


. 21. a)




2 3 −1
5 2 −1
3 4 0


; b)




128 413 514
36 117 145
−61 −197 −245


.

22. a)




9 0 0
0 18 0
0 0 −9


, f1 = 1

3 (2, 2, 1), f2 = 1
3 (2,−1,−2), f3 = 1

3 (1,−2, 2);

b)




9 0 0
0 9 0
0 0 27


, f1 =

√
2

2 (1, 1, 0), f2 =
√

2
6 (1,−1,−4), f3 = 1

3 (2,−2, 1);

c)




1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1


, f1 =

√
2

2 (1, 0, 0, 1), f2 =
√

2
2 (0, 1, 1, 0), f3 =

√
2

2 (1, 0, 0,−1),

f4 =
√

2
2 (0, 1,−1, 0); d)




2 0 0
0 4 0
0 0 4


, f1 =

√
2

2 (1,−i, 0), f2 =
√

2
2 (1, i, 0),

f3 = (0, 0, 1). 23. Вказ. З процесу ортогоналiзацiї випливає, що для
ланцюга {0} ⊂ U1 ⊂ U2 ⊂ · · · · · · ⊂ Un = V iснує така ортонор-
мована база простору V , яка включає базу кожного з пiдпросторiв
Uk. 24. Вказ. Використайте зв’язок мiж оберненою i приєднаною ма-
трицями. 25. Вказ. Нехай λ1, . . . , λr — усi попарно рiзнi власнi чи-
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сла перетворення ϕ. Для кожного 1 ≤ i ≤ r виберемо в полi C таке
µi, що µk

i = λi. Нехай f(x) — такий iнтерполяцiйний многочлен, що
f(λi) = µi для всiх i. Тодi перетворення ψ = f(ϕ) — унiтарне i задо-
вольняє рiвнiсть ψk = ϕ. 27. Вказ. Оскiльки хоча б одна з властиво-
стей a) та b) має виконуватись, то можна перейти до канонiчної бази.
28. a) X 7→ A>XB>; b) X 7→ A>X + XB>. 29. Вказ. Розгляньте дiю
ϕ на вектори власної бази. 33. Вказ. Перетворення ϕ∗ϕ — самоспря-
жене, тому для нього iснує власна ортонормована база v1, . . . , vn. Але
тодi

(
ϕ(vi), ϕ(vj)

)
=

(
(ϕ∗ϕ)(vi), vj

)
= (λivi, vj) = λi(vi, vj) . 34. 2n · n!.

Вказ. Бази можуть розрiзнятися лише порядком i знаками векторiв.
35. ЖНФ перетворення ϕ∗ отримується з ЖНФ перетворення ϕ замi-
ною дiагональних елементiв спряженими комплексними числами. Вказ.
Перейдiть до ортонормованої бази i скористайтеся тим, що ЖНФ ма-
триць A та A> однаковi. 37. Вказ. Перейдiть до власної ортонормованої

бази. 38. a)




1 0 0
0 0 1
0 −1 0


, f1 =

√
2

2 (1, 1, 0), f2 = (0, 0, 1), f3 =
√

2
2 (1,−1, 0);

b)
1
2




2 0 0
0 1

√
3

0 −√3 1


, f1 =

√
2

2 (1, 1, 0), f2 =
√

2
2 (1,−1, 0), f3 = (0, 0,−1).

39.




0 0 0
1 0 0
0 2 0


. 40.




0 −4 4
0 −8 7
−7 −2 5


. 42. a)

(
2 0
0 4

)
, f1 =

√
2

2 (1,−i),

f2 =
√

6
6 (1, i); b)




1 0 0
0 1 0
0 0 −1


, f1 =

√
2

2 (1, 0, 1), f2 = (0, 1, 0), f3 =

√
2

2 (1, 0,−1).
Заняття 17. 10. Вказ. Покажiть, що ϕ∗ = −ϕ. 11. a) Нi; b) нi

при a 6= 0. Вказ. Перетворення не має власної бази. 12. Вказ. Розгляньте
матрицю перетворення в канонiчнiй базi. 13. Вказ. Перейдiть до кано-
нiчної бази перетворення ϕ. 14. a) e1 =

√
2

2 (1, 1), e2 =
√

2
2 (1,−1); b) e1 =√

2
2 (1, 1, 0, 0), e2 =

√
2

2 (0, 0, 1,−1), e3 = 1
2 (1,−1, i, i), e4 = 1

2 (1,−1,−i,−i).
15. e1 = 1√

3
(1, 1, 1), e2 = 1

2
√

3
(2,−1 + i

√
3,−1 − i

√
3), e3 = 1

2
√

3
(2,−1 −

i
√

3,−1 + i
√

3). 16. a) 4y2
1 + 4y2

2 − 2y2
3 ; b) y2

1 +
√

3y2
2 −

√
3y2

3 ; c) 2y2
1 − 4y2

2 ;
d) 10y2

1 ; e) 5y2
1 +5y2

2 +5y2
3−8y2

4 ; f) 5y2
1 +5y2

2 +5y2
3−5y2

4−5y2
5 . 17. a) 3y2

1 +
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6y2
2−2y2

3 ,
1√
6



√

2 1
√

3
−√2 −1

√
3√

2 −2 0


; b) y2

1 +y2
2 +7y2

3 ,
1√
6



√

3
√

2 1
0

√
2 −2√

3 −√2 −1


;

c) 3y2
1+6y2

2+9y2
3 ,

1
3




2 −1 2
2 2 −1
−1 2 2


; d) 9y2

1+18y2
2+18y2

3 ,
1
3




1 −2 2
2 −1 −2
2 2 1


;

e) y2
1 + 3y2

2 − 3y2
3 − y2

4 ,
1√
2




1 0 0 1
0 1 1 0
0 1 −1 0
1 0 0 −1


; f) 4y2

1 + 8y2
2 + 12y2

3 − 4y2
4 ,

1
2




1 1 1 1
1 −1 −1 1
1 1 −1 −1
1 −1 1 −1


. 18. Вказ.Матриця нормального вигляду функцiї

f буде ортогональною. 19. Вказ. Зведiть квадратичну функцiю з матри-

цею A до головних осей. 20. Q =
1
3




2 −2 −1
2 1 2
1 2 −2


, D =




1 0 0
0 4 0
0 0 7


.

21. a) Перетворення x1 = −2
√

2y1 + 3
√

2y2, x2 =
√

2
2 y1 −

√
2

2 y2 зво-
дить f до нормального вигляду y2

1 + y2
2 , а g — до канонiчного вигляду

4y2
1 − 2y2

2 ; b) перетворення x1 = y1 − y2, x2 = −y2 + y3, x3 = −3y2 + 2y3

зводить f до канонiчного вигляду y2
1 + 2y2

2 − 3y2
3 , а g — до нормаль-

ного вигляду y2
1 + y2

2 + y2
3 ; c) перетворення x1 = y1 + y2 + y3 + y4,

x2 = y2 +y3 +y4, x3 = y3 +y4, x4 = y4 зводить f до канонiчного вигляду
y2
1 + 2y2

2 − y2
3 , а g — до нормального вигляду y2

1 + y2
2 + y2

3 + y2
4 . 22. Орто-

гональне перетворення x1 = 1
2

(
y1 + y2 +

√
2y3

)
, x2 = 1

2

(
y1 − y2 +

√
2y4

)
,

x3 = 1
2

(
y1 + y2 −

√
2y3

)
, x4 = 1

2

(
y1 − y2 −

√
2y4

)
зводить f до вигляду

5y2
1 + y2

2 − y2
3 − y2

4 , а g — до вигляду y2
1 + 5y2

2 + y2
3 + y2

4 . Вказ. Матрицi
функцiй f та g комутують. 23. Вказ. Рiвнiсть |ϕ(x)| = |ϕ∗(x)| рiвносиль-
на рiвностi (ϕϕ∗(x),x) = (ϕ∗ϕ(x),x). Тому досить показати, що остан-
ня рiвнiсть рiвносильна ϕϕ∗ = ϕ∗ϕ. З того, що (ϕϕ∗(v + w), v + w) =
(ϕ∗ϕ(v+w), v+w) та самоспряженостi ϕϕ∗ i ϕ∗ϕ (зад. 16.15) випливає,
що 2(ϕϕ∗(v),w) = 2(ϕ∗ϕ(v),w) для всiх v та w. Отже, для всiх v маємо
(ϕϕ∗−ϕ∗ϕ)(v) = 0, тобто ϕϕ∗ = ϕ∗ϕ. 24. Скалярний добуток можна за-
дати формою x1y1+x1y2+x1y3+x2y1+2x2y2+2x2y3+x3y1+2x3y2+3x3y3.
25. Вказ. Спряженими до даних перетворень будуть вiдповiдно X 7→
A>XB> та X 7→ A>X + XB>. 26. Вказ. Позаяк ϕ та ψ — нормаль-
нi, то (Ker ϕ)⊥ = Im ϕ, (Ker ψ)⊥ = Im ψ. З рiвностi ϕψ = O випливає,
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що Imϕ ⊆ Ker ψ. Але тодi Kerϕ = (Im ϕ)⊥ ⊇ (Ker ψ)⊥ = Im ψ, звiдки
ψϕ = O. 27. kr, де r — ранг перетворення ϕ. 28. Вказ. Достатнiсть оче-
видна. Для доведення необхiдностi побудуйте такий iнтерполяцiйний
многочлен f(x), щоб для кожного власного числа λi перетворення ϕ
виконувалася рiвнiсть f(λi) = λi. 31. Вказ. Транспонованою до A×B є
матриця A>×B>. 32. a)

∑n
i=0 cos πi

n+1 ·y2
i ; b)

1
2

(
(n+1)y2

1 +y2
2 + · · ·+y2

n

)
;

c) 1
2

(
(n − 1)y2

1 − y2
2 − · · · − y2

n

)
. Вказ. Перейдiть до подвоєної форми.

33. Вказ. Доведiть, що коренi рiвняння det(B − µA) = 0 не змiнюю-
ться при невиродженому лiнiйному перетвореннi обох функцiй. 35. Нi.
Вказ. З вказ. до зад. 17.33 випливає, що якби цi функцiї одночасно зво-
дилися до канонiчного вигляду, то коренi рiвняння det([f ] − µ[g]) = 0
були б дiйсними. А в даному випадку це не так. 37. e1 =

√
6

6 (1,−2, 1),
e2 =

√
2

2 (1, 0,−1), e3 =
√

3
3 (1, 1, 1). 38. 6x2

1 + 6x2
2 + 9x2

3. 39. a) 3y2
1 − 6y2

2 ,

1
6




4
√

2 3
√

2
2 −4

√
2 0

4 1 −3
√

2


; b) 2y2

1 + 4y2
2 − 2y2

3 − 4y2
4 ,

1
2




1 1 1 1
−1 1 1 −1
−1 −1 1 1
1 −1 1 −1


.

40. a) 3y2
1 − y2

2 − 5y2
3 ; b) 5y2

1 − y2
2 − 2y2

3 . 41. a) x1 = 1
3 (3y1 +

√
3y2), x2 =

1
6 (3y1−

√
3y2), f = −2y2

1 + 2
3y2

2 , g = y2
1 +y2

2 ; b) x1 = 1
3 (11y1−14y2 +13y3),

x2 = 1
3 (2y1 − 5y2 + 4y3), x3 = 1

3 (2y1 − 2y2 + y3), f = y2
1 + y2

2 + y2
3 ,

g = 5y2
1 + 2y2

2 − y2
3 .
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