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ШАНОВНІ СТУДЕНТИ-ЗАОЧНИКИ! 

Бажаємо вам успіхів у вивченні курсу математики 
для економістів. Сподіваємось, що ви не тільки відкри-
єте для себе чудовий світ математики, а й зможете ви-
користовувати здобуті знання на практиці. 

Радимо перед виконанням контрольних робіт озна-
йомитись із правилами їх виконання. 

Усього найкращого! 

Колектив авторів 
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ВСТУП 

ПРАВИЛА ВИКОНАННЯ КОНТРОЛЬНИХ РОБІТ 

1. Методика вивчення курсу вищої математики студента-
ми заочного факультету КНЕУ 

Програма курсу вищої математики КНЕУ, затверджена Мініс-
терством освіти і науки України, визначає той мінімум знань, 
який має опанувати студент. 

Робота студента над навчальним матеріалом полягає у відві-
дуванні лекцій і практичних занять, вивченні теоретичного курсу 
за підручниками, розв’язуванні задач і виконанні контрольних 
завдань із подальшим захистом контрольних робіт, а також зда-
чею письмових заліків та іспитів. 

2. Вивчення теоретичного курсу 

Спочатку студент прослуховує лекцію. Як доведено психо-
логами, при цьому він залежно від рівня його базових знань 
опановує 20—40% навчальної інформації. Згодом, працюючи 
вдома й готуючись до виконання контрольної роботи, студент 
має ознайомитися із завданням, з’ясувати його тему та ретельно 
опрацювати відповідний теоретичний і практичний матеріал. З 
цією метою можна скористатися конспектом лекцій, приклада-
ми розв’язань типових задач, наведеними в частині ІІ пропоно-
ваного посібника, а також джерелами зі списку літератури, який 
вміщено в його кінці. 

3. Розв’язування задач 

Розв’язування потрібно починати з опрацювання зразків уже 
розв’язаних задач, які подано в частині ІІ цього посібника та у 
підручниках, і тільки після цього переходити до самостійного 
розв’язування прикладів та задач. 
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Розв’язування слід записувати докладно, без пропусків у ро-
бочому зошиті, а обчислення наводити по порядку; рекоменду-
ється відокремлювати допоміжні обчислення від основних. 

4. Консультації 

Перед іспитом або заліком викладач проводить консультації, 
подаючи студентам методичні вказівки та відповідаючи на всі 
їхні запитання щодо виконання контрольних робіт. 

5. Запитання для самоперевірки 

Після опрацювання теоретичного матеріалу і розв’язування 
задач потрібно дати відповіді на запитання для самоперевірки, 
подані в навчально-методичному посібнику. 

6. Контрольні роботи 

У процесі вивчення курсу вищої математики студент має ви-
конати дві контрольні роботи, які охоплюють наведені далі роз-
діли курсу. 

Контрольна робота 1 

1. Лінійна алгебра. 
2. Аналітична геометрія. 

3. Вступ до математичного аналізу. 
4. Диференціальне числення. 

Контрольна робота 2 

5. Функції багатьох змінних. 
6. Інтегральне числення. 

7. Диференціальні рівняння. 
8. Ряди. 
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Викладач добирає завдання контрольних робіт за варіантами. 
Задачі варіанта змінюються залежно від кодових даних студента 
за такою схемою: 

НОМЕР ВАРІАНТА = ** (дві останні цифри студентського квит-
ка або залікової книжки) 

Викладач також може змінювати значення параметрів у за-
вданнях. Тому остаточними завданнями контрольної роботи 
вважають ті, які узгодженні з викладачем на лекційних занят-
тях.  

Подамо кілька зауважень щодо виконання контрольних ро-
біт. 

1.Рецензована робота дає змогу студентові з’ясувати наскіль-
ки глибоко він засвоїв відповідний розділ курсу; вказує на недо-
ліки в роботі; допомагає сформулювати запитання для консуль-
тації з викладачем. 

2.Контрольні завдання студент має виконувати самостійно, 
інакше він не матиме необхідних знань і буде непідготовленим 
до заліку та іспиту. 

3.При виконанні й оформленні контрольної роботи потрібно 
додержувати таких правил: 

а) у заголовку контрольної роботи має бути записано прізви-
ще та ініціали студента, шифр, номер завдань і варіанта, що від-
повідає завданню; 

б) контрольну роботу слід виконувати в зошиті синім або чо-
рним чорнилом, залишаючи поля для зауважень рецензента; 

в) розв’язання контрольних робіт слід розміщувати в порядку 
номерів, зазначених у завданнях; перед розв’язуванням задачі 
треба записувати повністю її умову; 

г) розв’язання задач та пояснення до них необхідно викладати 
докладно, акуратно, без скорочень слів, супроводжувати, в разі 
потреби, посиланням на теорію. 

Контрольні роботи, виконані неохайно, без проміжних обчис-
лень або з порушеннями, наведених щойно правил, поверта-
ються студентам для переробки. Також не зараховуються і по-
вертаються контрольні роботи, виконані не за призначеним 
варіантом. 

4.Отримавши прорецензовану роботу, студент має виправити 
в ній (незалежно від того, зараховано її чи ні) усі помилки та не-
доліки. 



Якщо рецензент пропонує заново розв’язати ту чи іншу зада-
чу контрольної роботи або докладніше подати розв’язання, то ці 
пропозиції потрібно врахувати терміново і знову подати роботу 
на повторне рецензування. Студент, який не подав викладачеві 
прорецензованих контрольних робіт, не допускається до здачі за-
ліку або іспиту. 

7. Лекції та практичні заняття 

Лекції та практичні заняття проводяться під час чергових заїз-
дів студентів і передусім мають на меті допомогти студентові в 
його самостійній роботі, яка є основною формою навчання на за-
очному факультеті. 

8. Залік та іспит 

Вивчивши курс вищої математики, студенти здають письмово 
один залік та один іспит. 

На заліку та іспиті студенти мають продемонструвати знан-
ня означень, формул, теорем у межах курсу, вміння 
розв’язувати відповідні задачі. У процесі підготовки до іспиту 
рекомендується повторити матеріали за підручником та за кон-
спектом лекцій. 
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ЧАСТИНА І  

Завдання до контрольних робіт 

Розділ 1. ЛІНІЙНА АЛГЕБРА 

Задача 1.1. Обчислити визначник 

44434241

34333231

24232221

14131211

AAAA

AAAA

AAAA

AAAA

D   

за даними табл. 1.1. 
Таблиця 1.1 

Номер 
варіанта А11 А12 А13 А14 А21 А22 А23 А24 А31 А32 А33 А34 А41 А42 А43 А44 

1 – 3 – 2 4 4 – 4 3 – 4 5 – 1 – 2 – 4 1 2 – 4 2 – 5 

2 – 2 – 5 1 5 – 1 – 1 4 1 2 5 – 3 1 4 3 – 2 – 2 

3 3 – 2 – 2 5 – 4 1 – 4 – 5 3 – 3 – 3 – 3 3 1 5 2 

4 3 4 1 – 4 – 2 4 4 – 5 2 1 1 3 – 3 – 1 4 2 

5 – 3 4 3 1 1 – 1 – 1 2 – 4 4 1 2 – 2 3 2 4 

6 – 4 – 2 – 1 – 3 – 1 – 4 1 2 1 2 – 5 – 3 – 5 – 4 – 2 3 

7 3 – 3 3 4 4 – 2 2 3 3 5 1 – 4 – 4 1 5 1 

8 1 1 4 – 3 3 – 4 5 – 1 – 4 1 2 – 5 – 3 – 2 3 – 1 

9 1 3 – 3 5 2 2 – 1 – 5 – 5 – 3 – 1 – 4 1 1 – 1 – 4 

10 – 5 – 5 – 3 5 – 4 1 1 1 2 – 5 1 – 2 4 3 5 – 2 

11 – 5 – 2 – 2 1 1 – 5 4 5 – 3 3 4 1 3 – 2 – 1 – 4 

12 – 2 – 1 1 2 3 3 1 – 1 – 5 5 – 3 4 – 2 2 1 – 1 

13 – 1 1 3 4 – 5 1 1 1 – 5 – 4 2 5 – 4 3 – 5 – 2 

14 – 2 – 3 – 1 – 2 – 5 – 5 5 – 2 4 2 – 1 2 3 1 – 2 3 

15 – 4 5 – 3 3 – 3 1 – 5 2 2 – 4 – 4 3 – 5 3 1 4 

16 – 5 – 3 – 1 2 1 3 1 3 2 – 3 – 2 – 4 – 3 – 1 2 – 5 
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Продовження табл. 1.1 

Номер 
варіанта А11 А12 А13 А14 А21 А22 А23 А24 А31 А32 А33 А34 А41 А42 А43 А44 

17 – 1 – 3 4 – 5 – 1 – 5 5 2 – 5 1 – 2 1 – 3 1 3 – 3 

18 1 – 4 – 1 – 1 5 – 2 2 – 2 4 – 4 – 2 – 4 – 2 3 2 – 4 

19 – 5 – 3 3 – 4 3 – 4 4 – 2 3 – 2 4 4 – 1 1 – 2 – 2 

20 – 1 1 3 – 1 1 4 – 5 1 – 1 – 2 – 3 – 4 – 4 3 – 3 3 

21 – 3 1 1 1 2 4 – 3 2 – 2 5 3 – 4 – 2 5 – 3 2 

22 – 3 – 1 – 2 2 1 – 2 2 2 4 4 – 4 1 2 3 5 – 3 

23 1 – 5 1 – 1 – 4 – 4 – 1 5 4 5 5 4 – 2 – 5 – 3 – 3 

24 – 5 1 – 1 3 5 4 – 3 4 5 2 2 3 – 2 1 – 5 5 

25 – 3 1 – 1 – 4 4 – 4 1 3 3 1 5 – 2 3 3 5 1 

26 – 2 1 – 2 1 3 1 1 4 1 4 – 3 – 5 – 1 – 2 4 2 

27 3 – 3 – 1 1 – 5 2 – 1 2 5 1 5 4 – 2 – 3 – 2 4 

28 – 4 1 1 – 5 2 – 3 5 1 – 5 – 5 4 – 5 1 – 1 1 3 

29 – 4 4 – 3 1 3 4 3 5 1 – 4 4 – 5 3 – 5 1 – 3 

30 – 1 1 – 5 – 4 4 – 1 3 – 5 5 – 5 4 1 – 3 – 5 – 5 5 

31 5 – 2 – 2 2 4 1 2 – 3 5 5 4 – 4 3 – 3 5 1 

32 5 5 1 – 1 1 5 2 – 4 – 1 – 2 1 – 3 5 3 5 3 

33 – 2 2 4 3 – 3 – 2 4 – 4 4 5 5 3 1 – 2 3 4 

34 – 1 – 5 – 4 1 – 4 – 1 2 2 1 – 5 5 – 2 4 4 5 2 

35 1 5 – 3 3 – 3 1 2 1 – 5 3 – 4 5 1 – 3 – 4 5 

36 4 – 1 – 4 – 4 3 – 1 1 – 1 5 – 1 – 5 2 5 5 – 2 5 

37 1 – 2 – 3 2 – 5 2 – 5 3 5 1 4 1 – 4 1 1 – 1 

38 2 – 4 1 – 1 5 – 3 – 2 2 – 1 – 1 – 2 1 – 3 – 3 – 5 3 

39 5 4 – 4 5 – 1 – 2 – 4 1 – 1 – 2 4 – 3 – 5 1 – 5 5 

40 – 2 – 3 – 4 2 – 2 1 1 – 5 2 – 2 – 2 5 4 – 2 3 1 

41 1 2 – 1 4 2 2 5 4 4 – 4 4 5 1 1 5 3 

42 – 3 – 4 1 – 5 – 3 2 – 2 – 4 5 1 3 4 – 3 3 – 5 2 

43 1 – 1 – 5 – 5 2 – 1 – 5 – 5 5 4 – 5 5 3 3 2 – 1 

44 – 2 – 5 – 3 – 2 2 3 4 5 3 – 4 – 1 – 1 – 1 3 – 3 1 

45 5 – 2 – 3 – 1 – 5 3 4 5 4 1 3 1 2 5 – 3 4 
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Продовження табл. 1.1 

Номер 
варіанта А11 А12 А13 А14 А21 А22 А23 А24 А31 А32 А33 А34 А41 А42 А43 А44 

46 – 1 – 2 – 5 – 5 4 4 – 5 – 4 3 1 5 5 – 1 – 2 1 2 

47 – 4 2 3 5 2 – 4 – 3 5 1 1 4 2 3 – 4 – 3 5 

48 – 1 1 – 1 4 5 – 4 – 5 5 3 – 5 – 3 4 1 3 4 – 2 

49 2 – 2 5 2 1 – 5 3 1 5 3 1 – 3 3 5 – 5 1 

50 3 – 4 – 1 3 – 4 4 – 5 – 3 3 – 5 1 5 – 2 – 3 – 3 3 

51 – 1 – 5 3 – 3 1 – 2 – 4 3 3 4 4 – 2 1 – 2 – 2 5 

52 2 – 1 – 1 1 4 – 1 4 1 1 3 – 4 2 – 5 1 – 1 4 

53 1 – 5 1 – 4 – 5 1 – 1 1 2 3 2 – 1 1 – 3 – 3 5 

54 1 – 1 5 2 2 4 – 5 – 4 – 5 2 – 5 – 4 1 – 1 2 – 5 

55 4 1 2 4 – 1 – 1 3 5 – 4 – 2 5 – 5 – 4 – 2 – 1 4 

56 4 4 3 – 4 – 2 3 2 – 4 – 4 1 – 4 – 4 4 – 5 – 3 – 2 

57 – 2 2 5 1 – 4 – 3 3 – 3 – 5 – 5 1 4 2 3 4 1 

58 – 3 – 4 5 3 1 – 3 – 3 2 2 3 – 1 – 4 3 – 5 – 3 1 

59 3 1 – 1 – 3 – 5 – 5 2 – 5 – 1 2 1 – 4 – 1 – 4 – 2 – 3 

60 – 3 – 5 – 3 1 – 3 4 – 5 1 – 4 – 2 1 – 5 4 – 3 1 1 

61 – 4 2 2 – 4 – 3 2 4 2 – 5 4 – 1 2 4 – 1 1 – 5 

62 1 – 5 1 – 1 – 1 2 1 – 5 – 4 – 2 4 – 5 – 5 – 2 4 1 

63 – 5 2 3 2 2 – 5 1 5 – 5 – 3 5 1 – 2 – 5 – 2 2 

64 – 3 – 3 – 5 – 4 1 5 – 3 5 2 1 1 1 4 – 3 2 5 

65 1 1 1 3 – 3 3 – 4 4 – 4 2 – 4 5 5 – 2 – 3 5 

66 – 4 – 3 – 2 – 4 4 4 2 1 – 5 4 4 1 – 1 4 – 1 3 

67 – 2 2 – 5 1 – 3 – 2 3 – 2 2 1 5 – 4 – 5 – 4 3 – 4 

68 4 1 – 4 – 2 – 3 2 – 2 4 2 – 1 – 3 2 1 5 5 2 

69 – 1 – 3 1 – 2 – 3 4 – 1 5 – 2 – 1 – 2 5 – 4 – 5 1 – 5 

70 – 4 5 – 2 5 5 5 2 4 – 5 1 – 4 2 – 4 – 2 3 4 

71 2 – 5 – 1 5 – 2 1 – 4 4 – 1 – 5 5 5 2 – 4 – 4 – 4 

72 – 5 1 3 4 2 – 1 4 – 3 1 5 1 – 3 – 2 4 – 4 – 3 
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Закінчення табл. 1.1 

Номер 
варіанта А11 А12 А13 А14 А21 А22 А23 А24 А31 А32 А33 А34 А41 А42 А43 А44 

73 – 3 5 – 3 5 5 – 4 – 3 1 1 – 5 – 5 4 2 – 2 5 – 4 

74 5 3 3 – 5 5 2 – 5 5 – 4 1 – 2 – 2 4 1 – 3 1 

75 3 4 – 3 2 3 – 2 1 – 1 1 – 5 – 4 4 5 4 – 2 4 

76 5 5 – 5 2 5 – 4 3 1 – 5 1 2 5 5 3 – 2 5 

77 4 4 1 2 2 – 4 – 2 4 2 5 3 – 2 5 – 5 5 – 1 

78 – 5 1 – 4 2 – 4 – 4 – 1 5 – 1 4 – 5 4 2 – 5 – 5 4 

79 – 2 5 – 2 1 2 2 – 1 2 – 5 5 2 5 – 5 1 3 2 

80 2 2 – 5 2 1 2 – 2 3 5 – 3 2 3 – 5 – 4 1 2 

81 – 4 1 5 1 3 – 2 – 3 – 3 2 4 1 2 2 – 1 – 1 2 

82 – 1 2 – 3 – 3 – 1 3 – 2 3 – 2 1 – 2 1 1 – 2 4 3 

83 1 1 5 5 – 3 – 2 – 4 – 5 5 – 4 – 4 4 – 1 3 – 3 4 

84 – 2 4 1 – 5 1 4 – 4 – 2 1 – 5 4 – 1 1 – 2 – 1 5 

85 – 2 – 3 – 5 1 – 2 3 – 2 5 – 3 2 3 2 – 3 – 4 – 4 – 4 

86 – 2 – 1 3 – 2 – 4 – 4 – 4 – 3 – 2 3 3 1 3 1 – 1 2 

87 2 3 – 3 – 5 – 3 1 – 3 1 – 2 – 1 4 – 4 – 3 – 1 5 2 

88 – 5 5 3 – 1 1 0 3 2 1 – 2 5 – 1 – 3 – 4 3 5 

89 – 4 – 2 3 – 1 – 3 3 4 – 1 2 1 – 5 – 4 2 – 5 – 4 4 

90 – 3 – 2 5 1 – 2 – 5 – 3 – 5 3 1 – 2 5 3 5 – 5 1 

91 – 4 3 5 – 4 – 1 – 3 – 4 4 – 1 4 5 – 2 – 4 – 4 1 1 

92 – 2 – 4 1 3 4 – 3 – 3 – 5 – 4 2 2 3 3 5 1 – 2 

93 – 1 – 5 3 3 – 5 3 – 1 1 – 4 4 – 2 4 – 2 5 – 1 2 

94 4 3 4 1 – 1 1 – 5 – 1 – 3 – 5 4 – 1 – 5 – 3 – 4 1 

95 – 3 – 3 – 3 1 1 2 5 – 4 – 1 – 3 2 4 1 – 3 – 2 – 5 

96 4 – 5 1 5 1 2 1 – 2 – 2 – 2 5 – 4 5 – 2 – 2 2 

97 3 4 1 1 – 5 1 – 1 – 3 2 3 5 4 – 5 4 2 5 

98 – 3 4 4 3 2 2 – 5 4 5 – 1 1 1 – 1 – 5 – 1 1 

99 3 – 2 5 – 2 3 – 1 – 3 5 1 – 4 – 1 3 – 4 1 – 5 4 

100 – 4 – 5 4 – 4 2 – 3 – 3 4 – 4 1 – 5 – 4 – 2 – 4 – 1 – 5 



Задача 1.2. Знайти матриці, обернені до матриці 

333231

232221

131211

AAA

AAA

AAA

A   

за даними табл. 1.2. 
Таблиця 1.2 

Номер 
варіанта А11 А12 А13 А21 А22 А23 А31 А32 А33 

1 – 3 4 – 4 – 2 – 4 1 4 3 – 1 

2 – 4 – 4 – 5 1 2 – 2 2 – 5 – 5 

3 5 4 5 1 1 – 3 – 1 2 1 

4 3 1 – 2 – 2 3 5 – 2 – 2 – 4 

5 – 4 – 3 3 1 – 3 1 3 – 3 5 

6 1 – 1 4 3 – 4 4 4 – 2 – 5 

7 1 – 3 2 1 – 1 4 1 4 – 3 

8 1 – 1 – 4 2 – 1 4 1 2 1 

9 – 2 3 1 3 5 – 1 2 – 4 – 3 

10 – 4 – 1 – 3 1 2 1 2 – 5 – 4 

11 3 – 3 4 1 3 – 2 3 4 2 

12 3 1 5 5 – 4 1 1 5 – 2 

13 1 1 – 1 4 – 4 – 4 – 3 5 4 

14 – 5 3 1 – 3 – 1 3 – 2 1 – 3 

15 1 – 5 – 1 2 – 5 – 4 – 1 – 3 1 

16 1 – 5 5 – 4 – 5 – 4 – 2 – 3 1 

17 – 3 1 3 2 – 2 5 – 5 1 – 2 

18 – 5 1 4 1 1 5 – 2 – 5 – 3 

19 4 – 2 – 5 4 – 1 – 2 3 1 – 1 

20 2 1 5 3 – 1 1 3 – 5 4 

21 1 4 3 1 – 1 4 – 1 – 3 – 5 

22 1 1 – 4 1 2 3 – 5 5 – 5 
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Продовження табл. 1.2 

Номер 
варіанта А11 А12 А13 А21 А22 А23 А31 А32 А33 

23 2 – 1 – 5 – 2 – 2 5 1 – 5 – 2 

24 2 3 3 – 1 2 – 3 2 1 – 4 

25 – 3 – 2 2 1 – 5 – 4 – 3 2 – 4 

26 1 4 – 3 3 3 – 1 1 – 5 2 

27 1 2 – 4 – 4 – 3 – 3 3 – 2 – 1 

28 1 – 3 – 1 4 4 – 5 – 1 – 5 5 

29 – 5 3 3 1 – 3 – 3 – 2 1 – 5 

30 – 4 5 1 – 1 – 2 4 – 1 2 – 4 

31 – 4 2 – 5 – 2 – 4 – 3 3 1 1 

32 1 – 2 4 – 4 3 4 4 – 2 – 1 

33 – 2 – 1 – 1 – 2 1 1 – 2 1 4 

34 – 3 – 3 3 – 1 – 4 – 3 – 2 1 3 

35 – 3 – 1 – 3 1 2 2 1 4 – 2 

36 3 5 1 – 4 – 3 – 3 – 2 2 – 1 

37 1 2 4 – 2 2 – 4 – 2 4 1 

38 3 1 2 5 1 – 1 – 3 1 – 4 

39 – 1 5 – 2 5 1 – 5 4 4 – 3 

40 4 – 1 4 – 5 3 – 3 1 5 4 

41 2 1 5 2 – 3 – 3 3 – 5 – 3 

42 – 1 1 3 – 4 1 1 4 3 5 

43 3 1 1 3 2 – 2 5 – 2 – 5 

44 1 1 – 5 1 4 – 1 1 – 3 – 2 

45 2 – 3 – 5 5 1 2 3 1 – 1 

46 5 4 – 2 – 3 – 2 4 5 1 – 3 

47 1 2 1 1 – 3 – 5 – 5 5 – 5 

48 1 4 – 4 1 3 4 – 1 – 3 – 3 

49 3 5 4 4 1 – 5 3 – 4 1 

50 – 5 – 1 – 4 1 – 4 4 – 4 – 5 – 1 
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Продовження табл. 1.2 

Номер 
варіанта А11 А12 А13 А21 А22 А23 А31 А32 А33 

51 1 4 – 5 5 1 – 5 – 5 – 3 5 

52 5 2 2 – 2 4 – 3 1 – 5 5 

53 1 – 3 3 – 4 5 5 3 1 5 

54 – 1 2 – 2 4 – 4 1 5 1 – 3 

55 3 1 1 5 – 2 3 3 2 – 3 

56 4 5 4 1 5 – 2 4 3 3 

57 – 1 – 4 1 – 1 1 2 – 5 – 4 2 

58 – 5 4 2 5 4 – 2 1 5 1 

59 – 3 – 2 – 5 3 3 3 – 3 1 – 4 

60 1 5 – 1 1 2 – 4 – 4 4 – 4 

61 – 1 1 2 – 3 – 1 5 – 1 – 5 5 

62 5 – 2 – 5 4 1 2 1 2 – 5 

63 1 4 1 1 – 4 – 1 4 1 – 5 

64 – 4 5 1 1 – 3 – 1 – 1 – 2 – 1 

65 – 1 – 5 5 – 3 3 4 – 3 1 – 4 

66 1 1 4 – 2 – 1 – 3 – 4 – 2 – 5 

67 1 – 2 2 5 – 3 – 2 – 2 – 4 1 

68 – 5 – 2 – 2 2 5 3 – 2 4 1 

69 1 4 5 2 2 4 – 1 2 2 

70 1 4 – 3 5 5 – 3 1 3 – 4 

71 – 5 – 2 – 4 – 3 – 4 1 2 5 4 

72 3 – 2 1 – 5 – 4 – 5 2 – 1 2 

73 – 5 4 1 – 5 – 5 3 5 5 2 

74 1 – 3 3 – 2 1 4 – 5 2 5 

75 – 4 1 – 2 – 1 3 – 5 – 1 – 3 5 

76 – 3 1 4 – 1 4 5 – 5 5 3 

77 2 4 – 2 5 1 – 5 – 3 – 1 – 5 

78 1 3 5 – 5 – 1 – 1 – 4 5 – 2 



Закінчення табл. 1.2 

Номер 
варіанта А11 А12 А13 А21 А22 А23 А31 А32 А33 

79 2 2 2 – 2 3 – 4 1 5 – 3 

80 1 1 – 3 – 2 3 5 4 – 4 – 2 

81 – 3 5 5 – 1 1 3 4 – 5 5 

82 1 4 2 1 – 2 – 2 3 3 5 

83 4 1 1 – 5 5 – 3 3 1 3 

84 – 5 3 3 1 – 4 – 4 1 1 4 

85 – 3 – 5 – 3 3 6 – 3 – 5 – 2 1 

86 – 1 – 3 – 4 1 1 3 3 – 2 3 

87 4 – 2 1 – 2 – 2 2 1 5 – 1 

88 4 4 3 4 1 – 4 – 2 1 1 

89 1 5 1 – 1 1 – 4 1 – 5 – 5 

90 – 1 3 1 1 2 – 3 1 – 1 – 3 

91 3 5 4 – 3 2 – 5 – 1 2 1 

92 2 1 – 5 – 5 – 1 1 – 4 2 4 

93 2 – 1 – 4 4 3 – 2 – 1 5 1 

94 – 4 4 4 – 2 1 3 – 1 4 – 4 

95 3 – 4 – 4 2 1 4 – 4 – 4 – 5 

96 – 2 2 – 4 – 3 5 1 – 2 1 3 

97 – 5 4 4 – 5 1 – 3 1 3 – 5 

98 – 4 1 1 5 – 3 2 3 – 3 3 

99 – 4 – 3 3 3 2 1 – 5 – 5 – 1 

100 – 5 – 5 1 – 5 – 1 – 4 2 2 1 

Задача 1.3. Дослідити та розв’язати систему рівнянь 














32131

22121

12111

xAxA

xAxA

xAxA






34343332

24243232

14143132

BxAxA

BxAxA

BxAxA

 

за даними табл. 1.3. Знайти загальний та базисний розв’язки. 
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Таблиця 1.3 

Номер 
варіанта А11 А12 А13 А14 А21 А22 А23 А24 А31 А32 А33 А34 В1 В2 В3 

1 3 1 – 3 6 1 – 2 – 1 2 4 6 – 4 8 12 – 3 30 

2 4 12 3 – 8 – 1 – 3 5 2 10 30 – 4 – 20 – 1 6 – 14 

3 1 – 1 – 1 – 2 2 – 2 – 2 2 9 – 9 – 9 0 1 8 27 

4 – 2 2 – 2 4 5 – 2 5 – 10 – 12 6 – 12 24 – 10 16 – 42 

5 – 3 3 3 3 – 2 2 – 4 2 10 – 10 2 – 10 – 15 – 4 38 

6 2 – 2 – 2 3 – 1 1 1 2 – 4 4 4 1 6 11 16 

7 – 1 – 2 – 1 2 5 2 5 – 10 – 13 – 10 – 13 26 – 10 18 – 66 

8 1 1 5 – 1 2 2 1 – 2 1 1 – 4 – 1 18 0 – 18 

9 1 1 – 2 – 3 5 5 – 10 2 – 8 – 8 16 – 10 0 17 – 34 

10 – 2 – 4 4 4 – 3 – 1 6 6 2 – 6 – 4 – 4 – 8 – 7 – 2 

11 – 3 – 6 2 – 9 – 1 – 2 – 3 – 3 5 10 4 15 15 – 6 – 3 

12 1 – 1 3 – 3 5 – 5 15 – 4 – 11 11 – 33 11 – 7 – 13 33 

13 – 4 – 1 4 4 3 – 2 – 3 – 3 2 – 5 – 2 – 2 5 – 12 – 19 

14 5 5 – 1 15 1 1 – 4 3 13 13 5 39 19 0 57 

15 – 4 – 4 – 12 – 1 1 1 3 5 – 9 – 9 – 27 – 7 – 10 12 – 32 

16 1 4 – 1 1 1 1 – 1 1 – 2 – 5 2 – 2 0 3 – 3 

17 – 3 – 9 1 3 – 2 – 6 1 2 – 2 – 6 0 2 – 5 – 3 – 4 

18 4 – 8 8 – 2 5 – 10 10 – 4 2 –  4 4 – 4 – 8 – 7 2 

19 1 1 2 3 – 2 3 – 4 – 6 6 – 4 12 18 – 1 12 – 26 

20 – 2 – 4 5 2 4 8 2 – 4 – 6 – 12 – 9 6 16 – 8 0 

21 5 – 5 5 1 5 – 5 5 – 2 20 – 20 20 – 5 9 – 3 0 

22 2 2 4 – 4 –- 4 3 – 8 8 – 8 – 1 – 16 16 4 13 5 

23 3 6 4 6 – 1 – 2 5 – 2 7 14 22 14 0 – 19 – 38 

24 2 2 – 4 – 4 – 3 – 3 6 – 3 – 8 – 8 16 – 2 – 8 – 15 – 22 

25 – 2 – 2 – 6 – 2 4 2 12 4 – 10 – 8 – 30 – 10 0 2 – 2 

26 – 2 – 4 – 3 – 6 – 1 – 2 – 4 – 3 0 0 – 5 0 – 13 – 14 – 15 

27 – 3 – 9 6 1 5 15 – 10 – 2 – 4 – 12 8 1 – 5 8 – 7 

28 – 2 4 2 – 2 – 4 3 4 – 4 – 8 1 8 – 8 – 10 – 10 – 10 

29 – 3 – 9 2 – 9 5 15 – 2 15 11 33 – 6 33 – 13 19 45 
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Продовження табл. 1.3 

Номер 
варіанта А11 А12 А13 А14 А21 А22 А23 А24 А31 А32 А33 А34 В1 В2 В3 

30 – 3 – 6 – 9 5 – 4 – 8 – 12 – 2 14 28 42 – 6 – 9 14 – 10 

31 – 1 – 3 – 1 – 2 5 4 5 10 8 2 8 16 10 – 17 – 14 

32 3 3 – 1 – 3 1 1 4 – 1 – 5 – 5 6 5 – 4 3 11 

33 – 2 – 6 – 4 5 5 15 10 5 – 14 – 42 – 28 0 – 8 – 15 14 

34 – 1 2 1 – 1 – 3 – 3 3 – 3 – 6 3 6 – 6 7 – 6 15 

35 1 3 – 2 – 1 1 3 3 – 1 2 6 11 – 2 6 1 – 3 

36 3 3 6 1 2 2 4 – 2 15 15 30 – 3 – 8 – 8 – 48 

37 1 1 – 1 – 1 2 – 4 – 2 – 2 5 – 7 – 5 – 5 – 1 – 8 – 17 

38 – 4 – 4 – 4 – 4 – 1 – 1 2 – 1 – 6 – 6 – 12 – 6 – 28 2 – 60 

39 – 4 – 8 – 8 – 2 3 6 6 5 5 10 10 13 – 8 – 1 – 11 

40 5 2 15 – 10 – 4 2 – 12 8 – 3 6 – 9 6 – 17 10 3 

41 – 4 – 4 – 4 – 8 1 1 – 1 2 – 7 – 7 – 9 – 14 8 – 4 12 

42 2 4 4 4 3 6 6 3 7 14 14 5 – 6 0 6 

43 4 – 2 –12 – 4 – 3 – 2 – 9 3 2 – 8 6 – 2 4 – 10 – 12 

44 – 1 1 4 – 1 3 – 3 4 3 – 4 4 – 16 – 4 7 11 – 36 

45 2 6 4 4 2 6 4 – 3 8 24 16 – 5 – 8 13 31 

46 – 1 – 3 – 2 – 2 3 – 1 6 6 11 3 22 22 5 – 5 – 25 

47 – 2 2 2 – 4 – 1 1 4 – 2 0 0 – 6 0 – 4 – 11 18 

48 – 1 – 1 – 3 – 3 – 1 – 1 – 3 3 – 2 – 2 – 6 12 – 4 2 10 

49 – 1 2 – 2 – 2 1 3 2 2 0 5 0 0 3 2 5 

50 – 2 – 2 – 1 4 5 5 1 – 10 9 9 3 – 18 – 2 8 12 

51 3 – 6 9 – 1 3 – 6 9 – 2 3 – 6 9 0 3 0 6 

52 4 4 8 4 – 1 – 2 – 2 – 1 9 10 18 9 – 4 4 – 12 

53 – 4 – 4 – 2 4 5 5 – 1 – 5 14 14 0 – 14 6 – 11 – 28 

54 1 – 2 – 1 2 – 4 8 4 – 4 – 1 2 1 2 5 – 8 7 

55 – 1 – 4 – 1 – 3 – 2 – 3 – 2 – 6 0 5 0 0 – 14 – 8 20 

56 2 – 4 2 4 2 – 4 4 4 2 – 4 6 4 10 16 22 

57 4 12 4 – 2 5 15 5 5 19 57 19 13 – 12 0 – 12 
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Продовження табл. 1.3 

Номер 
варіанта А11 А12 А13 А14 А21 А22 А23 А24 А31 А32 А33 А34 В1 В2 В3 

58 – 1 – 4 1 – 3 1 – 4 – 1 3 – 3 4 3 – 9 – 6 – 2 – 2 

59 3 – 3 – 1 – 3 5 – 5 – 2 – 5 8 – 8 – 3 – 8 7 12 19 

60 5 10 5 5 – 2 – 4 – 2 4 1 2 1 13 10 – 16 – 22 

61 – 3 2 6 – 3 3 3 – 6 3 12 7 – 24 12 5 – 15 – 50 

62 2 – 2 – 2 – 2 – 4 4 5 4 – 8 8 9 8 – 4 9 17 

63 – 1 2 2 1 4 – 8 – 8 1 – 7 14 14 – 3 5 – 5 5 

64 – 4 2 – 8 – 12 4 1 8 12 0 – 3 0 0 16 – 10 – 6 

65 2 – 4 – 1 2 – 2 4 4 – 2 2 – 4 – 7 2 7 – 16 25 

66 3 9 – 3 5 – 2 – 6 2 – 2 7 21 – 7 9 17 – 10 37 

67 4 – 4 – 4 12 3 3 – 3 9 10 2 – 10 30 – 12 – 3 – 18 

68 – 4 – 4 – 3 – 12 – 3 – 3 – 4 – 9 – 6 – 6 – 1 – 18 – 8 – 13 2 

69 – 3 – 9 3 5 4 12 – 4 4 – 17 – 51 17 7 14 24 – 6 

70 5 1 10 5 5 3 10 5 0 – 2 0 0 – 16 – 18 2 

71 – 3 – 6 5 – 6 – 2 – 4 – 4 – 4 – 7 – 14 19 – 14 6 – 18 36 

72 5 5 10 5 1 1 2 4 11 11 22 14 10 – 4 16 

73 5 4 10 5 3 3 6 3 18 15 36 18 11 9 42 

74 5 15 3 5 – 1 – 3 – 4 – 1 17 51 17 17 24 – 15 102 

75 4 12 12 – 2 – 2 – 6 – 6 – 4 – 2 – 6 – 6 6 6 2 – 8 

76 – 3 2 6 3 1 4 – 2 – 1 6 10 – 12 – 6 9 11 24 

77 – 1 – 1 3 – 1 4 4 2 4 – 6 – 6 – 10 – 6 12 – 6 – 12 

78 – 1 1 2 4 – 4 4 8 4 2 – 2 – 4 4 – 5 4 – 14 

79 2 2 – 4 6 – 3 5 6 – 9 – 10 6 20 – 30 0 8 16 

80 – 2 4 – 2 – 4 – 1 2 3 – 2 3 – 6 7 6 – 4 – 6 2 

81 1 – 2 3 2 – 1 2 – 3 2 – 1 2 – 3 10 – 8 – 4 – 28 

82 5 – 4 15 15 3 – 4 9 9 4 – 8 12 12 18 14 24 

83 2 – 2 4 – 4 – 3 3 – 3 6 – 2 2 2 4 0 – 6 – 12 

84 – 4 8 – 4 4 4 – 8 4 – 2 0 0 0 – 2 12 – 4 – 8 

85 2 – 2 – 4 6 – 1 – 4 2 – 3 – 1 6 2 – 3 2 – 11 9 

86 – 4 – 12 3 – 8 4 12 – 1 8 – 8 – 24 8 – 16 – 2 – 2 – 8 



Закінчення табл. 1.3 

Номер  
варіанта А11 А12 А13 А14 А21 А22 А23 А24 А31 А32 А33 А34 В1 В2 В3 

87 3 – 3 – 3 2 – 1 1 1 5 8 – 8 – 8 11 6 – 19 – 1 

88 4 3 8 – 8 – 1 1 – 2 2 – 11 – 3 – 22 22 – 5 – 4 – 2 

89 5 – 10 – 4 15 2 – 4 5 6 – 9 18 – 6 – 27 7 16 – 39 

90 5 15 – 5 2 – 4 – 12 4 – 4 – 2 – 6 2 – 8 – 12 12 12 

91 – 2 – 1 – 2 2 4 4 4 – 4 6 5 6 – 6 5 – 16 – 21 

92 – 1 1 2 2 3 – 3 3 – 6 4 – 4 1 – 8 10 6 – 4 

93 5 10 – 10 – 2 – 2 – 4 4 3 11 22 – 22 0 – 13 3 – 33 

94 1 – 2 3 – 2 – 4 – 2 – 12 8 – 13 – 4 – 39 26 – 7 8 31 

95 – 4 – 8 1 8 4 8 4 – 8 16 32 6 – 32 – 1 16 34 

96 2 – 2 2 3 5 – 5 5 4 – 8 8 – 8 – 5 12 23 – 34 

97 1 1 – 1 – 2 4 5 – 4 – 8 11 13 – 11 – 22 2 7 20 

98 1 3 3 – 1 – 1 – 3 – 2 1 – 2 – 6 – 5 2 – 8 6 14 

99 5 – 5 10 – 1 – 2 2 – 4 2 – 9 9 – 18 5 – 19 14 47 

100 5 – 1 – 5 15 – 1 3 1 – 3 – 8 10 8 – 24 – 8 – 4 – 4 

Задача 1.4. Розв’язати системи рівнянь 









31

21

11

A

A

A





33333321

23232221

13132121

BxAxAx

BxAxAx

BxAxAx

 

за даними табл. 1.4. 
Таблиця 1.4 

Номер 
варіанта А11 А12 А13 А21 А22 А23 А31 А32 А33 В1 В2 В3 

1 – 3 – 2 4 4 – 4 3 – 4 1 – 1 – 25 – 20 3 

2 – 3 4 – 2 5 – 3 – 5 4 – 2 1 22 – 8 – 21 

3 4 1 2 1 – 3 1 4 3 – 2 – 19 – 10 – 1 

4 5 4 2 – 4 – 3 1 – 5 – 1 – 5 9 – 7 – 6 

5 3 1 5 2 1 3 4 – 1 – 4 – 6 – 3 – 15 

6 – 3 – 1 1 1 1 – 4 – 5 1 – 3 – 13 4 – 13 
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Продовження табл. 1.4 

Номер  
варіанта А11 А12 А13 А21 А22 А23 А31 А32 А33 В1 В2 В3 

7 1 3 2 1 – 1 – 1 2 – 4 4 – 1 – 6 8 

8 2 2 1 2 – 3 – 5 3 4 5 – 1 22 – 13 

9 2 – 1 2 – 5 – 3 – 5 1 – 2 3 7 – 23 10 

10 – 3 – 2 1 – 5 2 1 – 2 – 2 – 3 – 10 – 8 – 19 

11 5 5 1 – 2 1 1 4 – 3 1 23 10 – 16 

12 4 – 1 3 1 – 4 4 2 5 4 – 8 13 – 26 

13 – 3 5 2 2 – 1 – 5 – 5 – 3 1 – 19 13 7 

14 1 3 – 5 5 – 4 – 5 1 – 4 – 3 0 – 19 – 7 

15 2 – 5 1 – 2 4 1 5 – 2 5 11 – 2 27 

16 2 2 4 – 2 – 3 – 4 1 2 – 2 4 – 9 15 

17 1 – 4 – 5 – 2 – 1 4 2 3 3 6 3 5 

18 – 2 – 5 1 – 5 1 3 4 2 – 3 20 – 4 – 8 

19 4 – 5 1 1 1 – 5 – 4 2 1 – 3 – 6 5 

20 – 3 2 3 3 3 3 5 – 5 1 6 – 9 7 

21 2 – 1 2 3 2 1 3 – 3 – 4 – 1 6 11 

22 – 4 5 4 – 2 1 5 1 – 2 – 4 – 20 – 22 17 

23 4 1 – 5 – 3 – 1 2 1 3 – 4 – 27 17 – 15 

24 – 3 5 – 3 1 1 4 – 2 – 4 4 4 27 – 4 

25 1 – 5 5 2 – 5 1 – 2 3 – 3 10 – 2 – 6 

26 1 – 3 – 4 – 4 4 2 – 5 1 5 – 15 2 2 

27 – 2 1 – 2 3 2 – 4 1 – 5 – 3 – 5 25 – 7 

28 3 – 1 1 1 4 3 – 3 – 3 2 – 9 3 – 2 

29 – 2 – 1 1 1 – 1 1 4 – 5 – 3 – 7 8 19 

30 – 4 1 – 2 – 3 – 2 2 – 3 – 3 2 11 13 16 

31 4 – 3 2 – 2 5 3 – 4 1 5 – 1 – 11 – 11 

32 – 3 – 4 4 1 5 4 2 2 3 – 2 15 12 

33 1 2 3 5 – 3 1 1 – 5 2 11 1 – 5 

34 – 5 2 – 2 – 2 1 – 2 – 5 5 – 5 – 10 – 7 – 25 

35 – 5 1 – 1 3 5 4 – 3 4  5 6 – 16 – 11 
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Продовження табл. 1.4 

Номер  
варіанта А11 А12 А13 А21 А22 А23 А31 А32 А33 В1 В2 В3 

36 – 4 3 – 5 – 2 – 4 4 1 5  3 – 14 – 4 26 

37 1 3 3 1 5 – 2 3 3 5 1 – 6 5 

38 2 4 3 – 3 – 2 1 1 – 2 1 33 – 6 – 2 

39 – 1 – 2 4 2 5 3 – 3 – 1  1 26 1 13 

40 3 2 – 3 – 1 1 – 4 5 4 2 – 5 – 10 14 

41 1 1 – 5 2 – 3 5 1 – 5 – 5 7  – 11 – 23 

42 5 2 – 2 – 5 1 – 3 – 3 1  2 4  – 13 – 9 

43 5 1 – 4 4 – 5 3 – 5 – 5  1 5 40 – 2 

44 – 5 – 4 – 3 – 3 2 5 1 – 3 – 3 1  25 – 19 

45 – 5 – 5 5 2 5 1 – 2 2 4 40 – 16 12 

46 2 – 2 – 2 – 5 1 – 4 – 1 – 1  2 8 – 40 8 

47 1 – 1  4 5 2 – 4 – 1 1 1 – 13 18 3 

48 1 – 3 – 2 4 2 3 – 1 5 – 4 – 5  16 – 5 

49 4 5 5 3 4 – 2 1 4 – 1 55 31 23 

50 1 5 – 5 1 1 5 4 – 1 – 5 – 28 8 2 

51 5 2 – 2 1 5 – 3 3 – 3 – 2 18 – 1 15 

52 – 4 5 1 – 3 – 4 5 – 2 1 – 1 – 2 – 29 12 

53 – 5 4 3 1 – 5 4 – 1 1  – 1 9 38 – 7 

54 4 1 1 – 3 2 – 5 2 – 5 3 – 13 3 13 

55 – 2 1 – 1 2 5 4 – 2 4 – 2 0 0 – 10 

56 – 3 – 2 2 – 1 – 1 – 2 – 1 – 3 1 12 1 2 

57 – 3 – 1 1 – 3 – 5 4 5 – 2 4 9 31 11 

58 1 – 5 1 – 5 5 – 2 – 2 – 3 – 4 11 – 24 10 

59 2 3 – 2 4 4 1 – 2 – 5 2 2 11 – 10 

60 1 2 – 1 4 2 2 5 4 2 9 0 6 

61 – 2 2 – 1 – 1 5 5 4 – 2 1 – 2 – 16 4 

62 1 – 4 5 – 4 3 4 – 3 3 – 5 11 – 7 – 14 

63 – 4 4 – 4 – 1 4 5 – 5 – 1 1 – 40 20 – 20 
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Продовження табл. 1.4 

Номер  
варіанта А11 А12 А13 А21 А22 А23 А31 А32 А33 В1 В2 В3 

64 3 1 2 – 1 1 – 2 – 5 – 3 – 1 – 8 4 11 

65 – 3 – 3 1 – 5 3 4 3 5 – 4 – 5 – 7 – 9 

66 – 2 1 – 1 – 5 2 4 5 4 5 1 – 22 – 32 

67 1 – 5 – 1 1 3 4 3 – 3 – 2 – 16 28 – 8 

68 – 4 3 – 1 5 1 – 1 – 2 1 2 – 7 32 – 15 

69 2 – 2 – 3 5 – 4 2 1 4 2 2 3 – 9 

70 – 4 – 3 5 – 2 – 1 – 3 – 1 4 1 – 36 – 10 15 

71 – 2 5 – 4 1 1 2 – 2 – 3 2 31 2 – 15 

72 5 2 4 – 5 3 1 5 1 1 – 14 9 – 11 

73 – 4 – 2 3 1 1 – 4 2 – 5 – 1 – 19 2 4 

74 3 – 5 – 5 1 – 2 – 3 – 3 3 – 4 – 9 – 3 10 

75 5 – 3 3 1 – 1 – 3 – 2 – 2 – 5 – 30 – 4 3 

76 – 2 5 1 2 – 1 – 1 4 4 – 1 – 13 1 – 20 

77 2 4 1 4 – 3 4 1 – 2 – 3 1 7 15 

78 – 4 – 5 5 1 1 2 3 2 – 1 35 8 – 9 

79 3 – 3 – 1 5 2 2 4 – 5 1 – 4 – 10 – 2 

80 1 – 2 3 2 5 – 2 2 – 5 – 3 3 – 5 27 

81 2 – 4 – 5 2 – 5 – 5 1 4 2 – 1 3 – 11 

82 4 3 – 4 – 2 3 2 – 4 – 4 1 38 – 10 – 28 

83 – 5 – 4 – 4 4 3 1 3 – 2 4 16 – 12 8 

84 – 3 – 5 – 5 1 4 2 3 4 1 – 13 5 5 

85 – 2 – 2 1 5 4 1 1 2 – 5 0 2 – 2 

86 – 5 – 3 2 – 5 3 1 – 1 – 3 1 29 13 13 

87 – 4 2 1 4 – 5 1 – 4 4 – 1 8 – 12 8 

88 – 3 1 – 3 4 – 5 1 – 4 – 2 1 0 – 26 15 

89 4 – 1 5 1 – 3 2 4 – 4 1 – 2 – 2 6 

90 – 5 4 – 1 2 4 – 1 4 – 5 1 8 22 – 14 

91 4 5 1 2 4 – 5 – 4 1 – 5 33 32 – 7 



Закінчення табл. 1.4 

Номер  
варіанта А11 А12 А13 А21 А22 А23 А31 А32 А33 В1 В2 В3 

92 1 1 2 – 5 2 3 2 2 – 5 11 19 – 5 

93 – 5 – 2 – 4 5 4 1 3 4 – 5 – 26 17 – 13 

94 – 4 1 5 – 3 5 1 1 – 5 1 – 30 – 10 – 4 

95 3 – 3 – 5 1 3 1 4 – 1 3 – 7 11 16 

96 2 – 4 5 5 – 2 – 3 5 1 – 4 28 0 – 7 

97 – 3 1 2 2 5 – 3 – 1 – 4 3 – 10 23 – 19 

98 3 – 5 – 2 1 – 5 3 – 3 – 2 3 16 1 – 5 

99 2 – 4 1 – 4 – 2 5 – 1 – 1 – 2 – 15 – 27 – 6 

100 – 3 2 1 4 2 – 1 – 3 2 2 18 – 2 14 


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Задача 1.5. Розкласти вектор 321 ,, xxxx   за векторами бази-
су  1312 , A111 , AAa  ,    .,,, AAAa  ,, AAAa 33323132322212

Задачу розв’язати методом Жордана-Гаусса за даними табл. 1.5. 
 

Таблиця 1.5 

Номер  
варіанта x1 x2 x3 A11 A12 A13 A21 A22 A23 A31 A32 A33 

1 – 25 – 20 3 – 3 4 – 4 – 2 – 4 1 4 3 – 1 

2 22 – 8 – 21 – 3 5 4 4 – 3 – 2 – 2 – 5 1 

3 – 19 – 10 – 1 4 1 4 1 – 3 3 2 1 – 2 

4 9 – 7 – 6 5 – 4 – 5 4 – 3 – 1 2 1 – 5 

5 – 6 – 3 – 15 3 2 4 1 1 – 1 5 3 – 4 

6 – 13 4 – 13 – 3 1 – 5 – 1 1 1 1 – 4 – 3 

7 – 1 – 6 8 1 1 2 3 – 1 – 4 2 – 1 4 

8 – 1 22 – 13 2 2 3 2 – 3 4 1 – 5 5 

9 7 – 23 10 2 – 5 1 – 1 – 3 – 2 2 – 5 3 

10 – 10 – 8 – 19 – 3 – 5 – 2 – 2 2 – 2 1 1 – 3 

11 23 10 – 16 5 – 2 4 5 1 – 3 1 1 1 

12 – 8 13 – 26 4 1 2 – 1 – 4 5 3 4 4 

13 – 19 13 7 – 3 2 – 5 5 – 1 – 3 2 – 5 1 
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Продовження табл. 1.5 

Номер  
варіанта x1 x2 x3 A11 A12 A13 A21 A22 A23 A31 A32 A33 

14 0 – 19 – 7 1 5 1 3 – 4 – 4 – 5 – 5 – 3 

15 11 – 2 27 2 – 2 5 – 5 4 – 2 1 1 5 

16 4 – 9 15 2 – 2 1 2 – 3 2 4 – 4 – 2 

17 6 3 5 1 – 2 2 – 4 – 1 3 – 5 4 3 

18 20 – 4 – 8 – 2 – 5 4 – 5 1 2 1 3 – 3 

19 – 3 – 6 5 4 1 – 4 – 5 1 2 1 – 5 1 

20 6 – 9 7 – 3 3 5 2 3 – 5 3 3 1 

21 – 1 6 11 2 3 3 – 1 2 – 3 2 1 – 4 

22 – 20 – 22 17 – 4 – 2 1 5 1 – 2 4 5 – 4 

23 – 27 17 – 15 4 – 3 1 1 – 1 3 – 5 2 – 4 

24 4 – 27 – 4 – 3 1 – 2 5 1 – 4 – 3 4 4 

25 10 – 2 – 6 1 2 – 2 – 5 – 5 3 5 1 – 3 

26 – 15 2 2 1 – 4 – 5 – 3 4 1 – 4 2 5 

27 – 5 25 – 7 – 2 3 1 1 2 – 5 – 2 – 4 – 3 

28 – 9 3 – 2 3 1 – 3 – 1 4 – 3 1 3 2 

29 – 7 8 19 – 2 1 4 – 1 – 1 – 5 1 1 – 3 

30 11 13 16 – 4 – 3 – 3 1 – 2 – 3 – 2 2 2 

31 – 1 – 11 – 11 4 – 2 – 4 – 3 5 1 2 3 5 

32 – 2 15 12 – 3 1 2 – 4 5 2 4 4 3 

33 11 1 – 5 1 5 1 2 – 3 – 5 3 1 2 

34 – 10 – 7 – 25 – 5 – 2 – 5 2 1 5 – 2 – 2 – 5 

35 6 – 16 – 11 – 5 3 – 3 1 5 4 – 1 4 5 

36 – 14 – 4 26 – 4 – 2 1 3 – 4 5 – 5 4 3 

37 1 – 6 5 1 1 3 3 5 3 3 – 2 5 

38 33 – 6 – 2 2 – 3 1 4 – 2 – 2 3 1 1 

39 26 1 13 – 1 2 – 3 – 2 5 – 1 4 3 1 

40 – 5 – 10 14 3 – 1 5 2 1 4 – 3 – 4 2 

41 7 – 11 – 23 1 2 1 1 – 3 – 5 – 5 5 – 5 

42 4 – 13 – 9 5 – 5 – 3 2 1 1 – 2 – 3 2 
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Продовження табл. 1.5 

Номер  
варіанта x1 x2 x3 A11 A12 A13 A21 A22 A23 A31 A32 A33 

43 5 40 – 2 5 4 – 5 1 – 5 – 5 – 4 3 1 

44 1 25 – 19 – 5 – 3 1 – 4 2 – 3 – 3 5 – 3 

45 40 – 16 12 – 5 2 – 2 – 5 5 2 5 1 4 

46 8 – 40 8 2 – 5 – 1 – 2 1 – 1 – 2 – 4 2 

47 – 13 18 3 1 5 – 1 – 1 2 1 4 – 4 1 

48 – 5 16 – 5 1 4 – 1 – 3 2 5 – 2 3 – 4 

49 55 31 23 4 3 1 5 4 4 5 – 2 – 1 

50 – 28 8 2 1 1 4 5 1 – 1 – 5 5 – 5 

51 18 – 1 15 5 1 3 2 5 – 3 – 2 – 3 – 2 

52 – 2 – 29 12 – 4 – 3 2 5 – 4 1 1 5 – 1 

53 9 38 – 7 – 5 1 – 1 4 – 5 1 3 4 – 1 

54 – 13 3 13 4 – 3 2 1 2 – 5 1 – 5 3 

55 0 0 – 10 – 2 2 – 2 1 5 4 – 1 4 – 2 

56 12 1 2 – 3 – 1 – 1 – 2 – 1 – 3 2 – 2 1 

57 9 31 11 – 3 – 3 5 – 1 – 5 – 2 1 4 4 

58 11 – 24 10 1 – 5 – 2 – 5 5 – 3 1 – 2 – 4 

59 2 11 – 10 2 4 – 2 3 4 – 5 – 2 1 2 

60 9 0 6 1 4 5 2 2 4 – 1 2 2 

61 – 2 – 16 4 – 2 – 1 4 2 5 – 2 – 1 5 1 

62 11 – 7 – 14 1 – 4 – 3 – 4 3 3 5 4 – 5 

63 – 40 20 – 20 – 4 – 1 – 5 4 4 – 1 – 4 5 1 

64 – 8 4 11 3 – 1 – 5 1 1 – 3 2 – 2 – 1 

65 – 5 – 7 – 9 – 3 – 5 3 – 3 3 5 1 4 – 4 

66 1 – 22 – 32 – 2 – 5 5 1 2 4 – 1 4 5 

67 – 16 28 – 8 1 1 3 – 5 3 – 3 – 1 4 – 2 

68 – 7 32 – 15 – 4 5 – 2 3 1 1 – 1 – 1 2 

69 2 3 – 9 2 5 1 – 2 – 4 4 – 3 2 2 

70 – 36 – 10 15 – 4 – 2 – 1 – 3 – 1 4 5 – 3 1 

71 31 2 – 15 – 2 1 – 2 5 1 – 3 – 4 2 2 
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Закінчення табл. 1.5 

Номер  
варіанта x1 x2 x3 A11 A12 A13 A21 A22 A23 A31 A32 A33 

72 – 14 9 – 11 5 – 5 5 2 3 1 4 1 1 

73 – 19 2 4 – 4 1 2 – 2 1 – 5 3 – 4 – 1 

74 – 9 – 3 10 3 1 – 3 – 5 – 2 3 – 5 – 3 – 4 

75 – 30 – 4 3 5 1 – 2 – 3 – 1 – 2 3 – 3 – 5 

76 – 13 1 – 20 – 2 2 4 5 – 1 4 1 – 1 – 1 

77 1 7 15 2 4 1 4 – 3 – 2 1 4 – 3 

78 35 8 – 9 – 4 1 3 – 5 1 2 5 2 – 1 

79 – 4 – 10 – 2 3 5 4 – 3 2 – 5 – 1 2 1 

80 3 – 5 27 1 2 2 – 2 5 – 5 3 – 2 – 3 

81 – 1 3 – 11 2 2 1 – 4 – 5 4 – 5 – 5 2 

82 38 – 10 – 28 4 – 2 – 4 3 3 – 4 – 4 2 1 

83 16 – 12 8 – 5 4 3 – 4 3 – 2 – 4 1 4 

84 – 13 5 5 – 3 1 3 – 5 4 4 – 5 2 1 

85 0 2 – 2 – 2 5 1 – 2 4 2 1 1 – 5 

86 29 13 13 – 5 – 5 – 1 – 3 3 – 3 2 1 1 

87 8 – 12 8 – 4 4 – 4 2 – 5 4 1 1 – 1 

88 0 – 26 15 – 3 4 – 4 1 – 5 – 2 – 3 1 1 

89 – 2 – 2 6 4 1 4 – 1 – 3 – 4 5 2 1 

90 8 22 – 14 – 5 2 4 4 4 – 5 – 1 – 1 1 

91 33 32 – 7 4 2 – 4 5 4 1 1 – 5 – 5 

92 11 19 – 5 1 – 5 2 1 2 2 2 3 – 5 

93 – 26 17 – 13 – 5 5 3 – 2 4 4 – 4 1 – 5 

94 – 30 – 10 – 4 – 4 – 3 1 1 5 – 5 5 1 1 

95 – 7 11 16 3 1 4 – 3 3 – 1 – 5 1 3 

96 28 0 – 7 2 5 5 – 4 – 2 1 5 – 3 – 4 

97 – 10 23 – 19 – 3 2 – 1 1 5 – 4 2 – 3 3 

98 16 1 – 5 3 1 – 3 – 5 – 5 – 2 – 2 3 3 

99 – 15 – 27 – 6 2 – 4 – 1 – 4 – 2 – 1 1 5 – 2 

100 18 – 2 14 – 3 4 – 3 2 2 2 1 – 1 2 



Задача 1.6. Знайти власні числа і цілочислові власні вектори 
матриці 

333231

232221

131211

AAA

AAA

AAA

A   

за даними табл. 1.6. 
Таблиця 1.6 

Номер 
варіанта А11 А12 А13 А21 А22 А23 А31 А32 А33 

1 2 1 1 1 4 1 1 1 2 

2 2 1 1 1 2 1 1 1 4 

3 3 1 1 1 5 1 1 1 3 

4 3 1 1 1 3 1 1 1 5 

5 4 1 1 1 6 1 1 1 4 

6 4 1 1 1 4 1 1 1 6 

7 5 1 1 1 7 1 1 1 5 

8 5 1 1 1 5 1 1 1 7 

9 6 1 1 1 8 1 1 1 6 

10 6 1 1 1 6 1 1 1 8 

11 7 1 1 1 9 1 1 1 7 

12 7 1 1 1 7 1 1 1 9 

13 8 1 1 1 10 1 1 1 8 

14 8 1 1 1 8 1 1 1 10 

15 9 1 1 1 11 1 1 1 9 

16 9 1 1 1 9 1 1 1 11 

17 10 1 1 1 12 1 1 1 10 

18 10 1 1 1 10 1 1 1 12 

19 11 1 1 1 13 1 1 1 11 

20 11 1 1 1 11 1 1 1 13 

21 12 1 1 1 14 1 1 1 12 

22 12 1 1 1 12 1 1 1 14 

 27



 28

Продовження табл. 1.6 

Номер 
варіанта А11 А12 А13 А21 А22 А23 А31 А32 А33 

23 13 1 1 1 15 1 1 1 13 

24 13 1 1 1 13 1 1 1 15 

25 14 1 1 1 16 1 1 1 14 

26 14 1 1 1 14 1 1 1 16 

27 15 1 1 1 17 1 1 1 15 

28 15 1 1 1 15 1 1 1 17 

29 2 1 1 1 10 5 1 5 4 

30 2 1 1 1 4 5 1 5 10 

31 3 1 1 1 11 5 1 5 5 

32 3 1 1 1 5 5 1 5 11 

33 4 1 1 1 12 5 1 5 6 

34 4 1 1 1 6 5 1 5 12 

35 5 1 1 1 13 5 1 5 7 

36 5 1 1 1 7 5 1 5 13 

37 6 1 1 1 14 5 1 5 8 

38 6 1 1 1 8 5 1 5 14 

39 7 1 1 1 15 5 1 5 9 

40 7 1 1 1 9 5 1 5 15 

41 8 1 1 1 16 5 1 5 10 

42 8 1 1 1 10 5 1 5 16 

43 9 1 1 1 17 5 1 5 11 

44 9 1 1 1 11 5 1 5 17 

45 10 1 1 1 18 5 1 5 12 

46 10 1 1 1 12 5 1 5 18 

47 11 1 1 1 19 5 1 5 13 

48 11 1 1 1 13 5 1 5 19 

49 12 1 1 1 20 5 1 5 14 

50 12 1 1 1 14 5 1 5 20 
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Продовження табл. 1.6 

Номер 
варіанта А11 А12 А13 А21 А22 А23 А31 А32 А33 

51 13 1 1 1 21 5 1 5 15 

52 13 1 1 1 15 5 1 5 21 

53 14 1 1 1 22 5 1 5 16 

54 14 1 1 1 16 5 1 5 22 

55 15 1 1 1 23 5 1 5 17 

56 15 1 1 1 17 5 1 5 23 

57 2 1 1 1 20 13 1 13 10 

58 2 1 1 1 10 13 1 13 20 

59 3 1 1 1 21 13 1 13 11 

60 3 1 1 1 11 13 1 13 21 

61 4 1 1 1 22 13 1 13 12 

62 4 1 1 1 12 13 1 13 22 

63 5 1 1 1 23 13 1 13 13 

64 5 1 1 1 13 13 1 13 23 

65 6 1 1 1 24 13 1 13 14 

66 6 1 1 1 14 13 1 13 24 

67 7 1 1 1 25 13 1 13 15 

68 7 1 1 1 15 13 1 13 25 

69 8 1 1 1 26 13 1 13 16 

70 8 1 1 1 16 13 1 13 26 

71 9 1 1 1 27 13 1 13 17 

72 9 1 1 1 17 13 1 13 27 

73 10 1 1 1 28 13 1 13 18 

74 10 1 1 1 18 13 1 13 28 

75 11 1 1 1 29 13 1 13 19 

76 11 1 1 1 19 13 1 13 29 

77 12 1 1 1 30 13 1 13 20 

78 12 1 1 1 20 13 1 13 30 



Закінчення табл. 1.6 

Номер 
варіанта А11 А12 А13 А21 А22 А23 А31 А32 А33 

79 13 1 1 1 31 13 1 13 21 

80 13 1 1 1 21 13 1 13 31 

81 14 1 1 1 32 13 1 13 22 

82 14 1 1 1 22 13 1 13 32 

83 15 1 1 1 33 13 1 13 23 

84 15 1 1 1 23 13 1 13 33 

85 2 1 1 1 34 25 1 25 20 

86 2 1 1 1 20 25 1 25 34 

87 3 1 1 1 35 25 1 25 21 

88 3 1 1 1 21 25 1 25 35 

89 4 1 1 1 36 25 1 25 22 

90 4 1 1 1 22 25 1 25 36 

91 5 1 1 1 37 25 1 25 23 

92 5 1 1 1 23 25 1 25 37 

93 6 1 1 1 38 25 1 25 24 

94 6 1 1 1 24 25 1 25 38 

95 7 1 1 1 39 25 1 25 25 

96 7 1 1 1 25 25 1 25 39 

97 8 1 1 1 40 25 1 25 26 

98 8 1 1 1 26 25 1 25 40 

99 9 1 1 1 41 25 1 25 27 

100 9 1 1 1 27 25 1 25 41 

Задача 1.7. Знайти ранг матриці  



















44434241

34333231

24232221

14131211

aaaa

aaaa

aaaa

aaaa

за даними табл. 1.7. 

 30



 31

Таблиця 1.7 

Номер  
варіанта а11 а12 а13 а14 а21 а22 а23 а24 а31 а32 а33 а34 а41 а42 а43 а44 

1 5 – 5 – 1 9 1 6 2 7 – 4 3 – 1 – 2 3 6 – 1 25 

2 – 3 3 – 15 12 – 1 2 – 7 8 2 – 1 8 – 4 – 1 – 5 7 – 20 

3 3 – 2 4 – 11 2 2 – 1 14 – 3 3 – 6 21 – 3 3 5 – 23 

4 1 – 5 13 – 20 – 2 4 – 14 16 1 1 1 4 – 2 0 – 6 0 

5 5 4 7 16 5 – 7 – 6 7 4 4 6 14 3 0 2 7 

6 – 2 1 – 8 4 1 – 1 5 – 4 1 3 – 3 12 3 5 – 1 20 

7 – 4 – 1 3 – 17 – 1 6 – 7 16 2 – 6 2 – 8 5 7 – 4 33 

8 – 1 – 3 3 – 12 – 2 1 – 8 4 – 2 4 – 14 16 0 – 1 2 – 4 

9 2 – 6 – 7 1 4 5 0 22 0 7 5 9 – 1 6 – 5 14 

10 0 3 – 6 12 2 – 5 16 – 20 – 3 0 – 9 0 – 3 5 – 19 20 

11 2 0 – 5 11 – 1 2 7 – 6 – 1 – 1 5 – 10 3 7 5 18 

12 0 – 1 2 – 4 2 5 – 4 20 2 2 2 8 – 1 5 – 13 20 

13 – 3 – 4 5 – 22 – 2 – 6 2 – 20 – 3 1 6 – 13 0 5 3 7 

14 – 3 – 5 1 – 20 3 – 5 19 – 20 0 1 – 2 4 0 1 – 2 4 

15 4 5 – 7 29 – 3 – 1 – 5 – 6 – 3 – 2 – 2 – 11 – 2 – 4 – 7 – 7 

16 – 3 5 – 19 20 – 2 4 – 14 16 1 3 – 3 12 0 – 5 10 – 20 

17 – 1 – 4 4 – 15 – 3 4 0 – 1 1 2 – 4 11 – 2 1 2 – 6 

18 – 2 3 – 12 12 – 3 4 – 17 16 – 3 3 – 15 12 2 – 1 8 – 4 

19 – 5 3 – 1 – 8 – 3 – 7 4 – 27 0 – 3 – 7 1 2 7 5 15 

20 – 2 3 – 12 12 3 – 3 15 – 12 0 5 – 10 20 2 5 – 4 20 

21 – 5 – 7 1 – 30 – 4 3 7 – 13 2 3 – 7 19 4 4 3 17 

22 – 1 1 – 5 4 3 3 3 12 2 4 – 2 16 1 1 1 4 

23 3 5 – 6 25 – 4 – 6 2 – 26 – 1 – 3 – 1 – 8 5 – 1 6 7 

24 – 1 – 5 7 – 20 0 – 2 4 – 8 1 0 3 0 – 3 – 1 – 7 – 4 

25 0 – 4 4 – 12 – 4 1 – 6 – 4 5 – 4 3 4 – 5 – 6 – 1 26 

26 2 1 4 4 2 – 5 16 – 20 2 – 2 10 – 8 3 0 9 0 

27 1 0 – 3 6 0 – 5 – 1 – 9 2 – 3 4 – 4 – 1 – 4 – 7 – 4 

28 0 3 – 6 12 0 – 1 2 – 4 0 1 – 2 4 – 1 1 – 5 4 
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Продовження табл. 1.7 

Номер  
варіанта а11 а12 а13 а14 а21 а22 а23 а24 а31 а32 а33 а34 а41 а42 а43 а44 

29 4 – 7 1 – 3 – 5 1 – 4 – 9 0 – 4 6 – 14 – 1 1 – 2 1 

30 1 – 5 13 – 20 3 4 1 16 1 – 4 11 – 16 2 0 6 0 

31 – 1 5 – 6 13 – 5 – 4 0 – 23 5 4 0 23 1 6 5 10 

32 0 1 – 2 4 0 – 3 6 – 12 2 4 – 2 16 – 3 2 – 13 8 

33 – 2 – 1 – 5 – 3 – 1 0 – 3 0 1 – 4 0 – 5 3 4 3 14 

34 0 – 1 2 – 4 3 2 5 8 – 2 1 – 8 4 – 2 0 – 6 0 

35 3 – 7 0 – 5 0 – 6 – 2 – 10 4 – 5 – 5 7 – 4 6 1 – 1 

36 3 – 5 19 – 20 0 2 – 4 8 1 0 3 0 – 1 2 – 7 8 

37 4 3 0 18 – 2 2 5 – 7 1 5 – 5 18 0 – 3 – 7 1 

38 2 2 2 8 2 – 5 16 – 20 3 1 7 4 0 1 – 2 4 

39 2 – 5 4 – 8 – 3 1 – 4 – 3 2 5 – 7 23 – 2 6 0 6 

40 2 – 2 10 – 8 – 3 0 – 9 0 1 1 1 4 – 3 4 – 17 16 

41 – 3 – 3 2 – 17 – 3 1 – 2 – 5 0 0 – 2 2 – 3 0 5 – 14 

42 0 – 4 8 – 16 – 2 – 3 0 – 12 – 3 1 – 11 4 0 – 2 4 – 8 

43 – 1 – 6 – 7 – 8 – 5 1 – 1 – 12 – 1 0 – 5 2 – 5 3 6 – 15 

44 0 – 3 6 – 12 0 4 – 8 16 2 1 4 4 0 – 5 10 – 20 

45 – 5 – 6 – 2 – 25 3 0 0 9 0 – 4 1 – 9 5 4 0 23 

46 0 2 – 4 8 1 5 – 7 20 – 1 1 – 5 4 3 – 2 13 – 8 

47 – 3 1 – 7 0 – 5 7 7 – 8 1 – 4 – 3 – 2 1 – 7 1 – 12 

48 3 0 9 0 3 – 2 13 – 8 0 1 – 2 4 – 1 – 4 5 – 16 

49 5 6 – 5 32 5 0 6 9 – 5 – 7 6 – 35 2 1 – 7 15 

50 – 1 – 2 1 – 8 – 2 5 – 16 20 2 – 1 8 – 4 2 2 2 8 

51 5 1 – 6 23 – 2 7 – 5 13 0 – 4 – 4 – 4 5 2 6 13 

52 2 – 3 12 – 12 – 2 – 5 4 – 20 – 1 1 – 5 4 – 2 5 – 16 20 

53 – 3 1 2 – 9 0 7 4 10 0 – 7 1 – 15 – 4 – 4 0 – 20 

54 1 – 1 5 – 4 – 1 – 1 – 1 – 4 0 1 – 2 4 0 1 – 2 4 

55 – 1 1 5 – 6 5 7 – 3 32 – 5 3 – 5 – 4 – 3 – 5 2 – 21 
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Продовження табл. 1.7 

Номер  
варіанта а11 а12 а13 а14 а21 а22 а23 а24 а31 а32 а33 а34 а41 а42 а43 а44 

56 – 3 2 – 13 8 1 0 3 0 – 1 2 – 7 8 – 1 – 2 1 – 8 

57 – 4 – 1 1 – 15 – 3 6 – 3 6 5 7 – 1 30 3 7 – 4 27 

58 – 3 1 – 11 4 – 2 1 – 8 4 0 2 – 4 8 0 – 5 10 – 20 

59 2 – 1 4 0 2 6 2 16 4 3 6 12 – 2 0 6 – 12 

60 – 1 – 5 7 – 20 0 3 – 6 12 3 – 2 13 – 8 2 1 4 4 

61 – 2 – 2 – 7 – 3 3 – 6 7 – 10 – 3 – 6 3 – 24 – 5 – 5 5 – 30 

62 – 1 – 4 5 – 16 – 2 – 4 2 – 16 1 2 – 1 8 1 4 – 5 16 

63 – 2 – 4 0 – 14 0 – 5 7 – 17 – 5 2 – 1 – 10 – 2 – 6 – 4 – 14 

64 – 3 0 – 9 0 2 – 3 12 – 12 2 – 2 10 – 8 – 2 – 5 4 – 20 

65 0 4 – 4 12 – 4 – 5 – 6 – 16 – 4 – 6 5 – 29 1 0 6 – 3 

66 – 3 5 – 19 20 – 3 4 – 17 16 1 2 – 1 8 – 1 – 1 – 1 – 4 

67 4 5 – 7 29 3 – 5 – 5 4 4 – 2 – 2 10 1 1 0 5 

68 – 3 3 – 15 12 0 3 – 6 12 – 1 4 – 11 16 – 3 – 2 – 5 – 8 

69 2 5 3 13 – 1 – 4 4 – 15 – 3 – 6 6 – 27 0 – 3 2 – 8 

70 – 2 2 – 10 8 1 4 – 5 16 – 3 4 – 17 16 2 – 4 14 – 16 

71 2 7 4 16 4 – 4 3 1 – 5 – 2 4 – 23 – 3 4 1 – 2 

72 – 1 5 – 13 20 1 – 1 5 – 4 3 1 7 4 0 – 2 4 – 8 

73 – 3 5 2 – 1 4 – 4 – 2 6 2 – 5 – 7 3 – 4 6 6 – 6 

74 0 4 – 8 16 1 – 2 7 – 8 1 1 1 4 3 – 4 17 – 16 

75 4 0 3 9 – 1 – 3 – 2 – 7 4 – 2 5 3 1 7 5 12 

76 1 3 – 3 12 0 4 – 8 16 0 5 – 10 20 1 – 3 9 – 12 

77 – 5 0 2 – 17 – 4 – 3 0 – 18 3 – 1 6 1 5 – 2 2 9 

78 – 2 4 – 14 16 3 5 – 1 20 2 – 5 16 – 20 1 – 4 11 – 16 

79 3 0 – 6 15 – 3 – 3 – 7 – 8 – 2 5 2 2 – 4 4 – 4 0 

80 3 – 5 19 – 20 – 1 – 2 1 – 8 2 2 2 8 – 2 3 – 12 12 

81 – 3 – 2 – 7 – 6 0 – 2 – 7 3 – 4 – 1 0 – 14 2 – 5 3 – 7 

82 – 1 – 2 1 – 8 – 3 – 4 – 1 – 16 1 – 1 5 – 4 3 4 1 16 



Закінчення табл. 1.7 

Номер  
варіанта а11 а12 а13 а14 а21 а22 а23 а24 а31 а32 а33 а34 а41 а42 а43 а44 

83 – 3 3 – 1 – 2 – 1 – 2 – 4 – 3 – 3 5 – 5 6 – 5 – 2 1 – 20 

84 3 3 3 12 2 – 1 8 – 4 1 3 – 3 12 0 – 3 6 – 12 

85 – 1 3 5 – 2 0 – 1 – 3 1 – 2 0 2 – 8 – 4 3 – 3 – 3 

86 2 2 2 8 2 1 4 4 – 3 3 – 15 12 3 – 5 19 – 20 

87 – 5 – 7 0 – 29 0 5 5 5 4 – 4 – 6 10 5 3 3 18 

88 0 3 – 6 12 3 4 1 16 2 2 2 8 – 2 3 – 12 12 

89 – 2 7 0 8 1 7 6 11 – 3 – 1 – 3 – 8 – 2 – 7 – 3 – 17 

90 – 3 – 1 – 7 – 4 – 3 – 3 – 3 – 12 1 4 – 5 16 – 1 3 – 9 12 

91 – 3 – 5 – 1 – 18 0 – 2 – 1 – 3 – 1 5 1 6 – 1 5 0 7 

92 – 2 4 – 14 16 0 – 2 4 – 8 2 4 – 2 16 1 – 5 13 – 20 

93 – 4 – 3 1 – 19 – 1 – 2 – 5 – 2 4 – 3 – 1 7 0 4 – 4 12 

94 3 – 5 19 – 20 – 3 0 – 9 0 – 3 1 – 11 4 – 2 4 – 14 16 

95 – 5 3 6 – 15 – 3 – 4 2 – 19 1 7 7 10 5 6 – 4 31 

96 3 3 3 12 – 3 5 – 19 20 2 2 2 8 0 – 4 8 – 16 

97 2 4 4 10 3 3 7 8 5 6 1 26 1 5 4 9 

98 2 – 1 8 – 4 3 4 1 16 1 4 – 5 16 3 4 1 16 

99 5 4 2 21 3 – 2 3 2 3 5 2 17 4 3 – 5 23 

100 3 – 1 11 – 4 – 1 – 1 – 1 – 4 1 3 – 3 12 – 1 4 – 11 16 

Задача 1.8. Звести квадратичну форму  

 до канонічного вигляду за даними табл. 1.8. 
 31132112 22 xxaxxa

333223
2
222 2 axxax 

2
111xa

2
3xa

Таблиця 1.8 

Номер 
варіанта а11 а12 а13 а22 а23 а33 

Номер 
варіанта а11 а12 а13 а22 а23 а33 

1 2 – 1 3 3 – 4 0 2 1 1 – 3 3 – 4 2 

3 – 3 – 5 3 – 4 5 – 1 4 1 2 1 1 2 2 

5 – 1 – 1 1 3 2 – 3 6 3 3 6 – 2 – 2 1 

7 – 2 – 2 2 1 3 – 2 8 1 – 5 0 1 1 1 

 34



 35

Продовження табл. 1.8 

Номер 
варіанта а11 а12 а13 а22 а23 а33 

Номер 
варіанта а11 а12 а13 а22 а23 а33 

9 – 1 1 5 1 – 1 – 3 10 3 1 2 0 2 1 

11 2 3 5 – 3 – 3 0 12 1 4 – 1 2 – 1 1 

13 2 0 – 6 1 1 2 14 2 5 2 0 4 2 

15 1 – 4 0 3 0 1 16 2 3 – 2 2 – 4 2 

17 – 1 5 – 7 2 0 – 3 18 – 2 1 – 5 3 3 – 1 

19 3 0 2 – 2 3 1 20 1 – 2 4 1 – 4 1 

21 1 2 – 3 – 2 – 5 2 22 3 – 2 0 2 – 1 1 

23 – 2 – 5 1 2 0 – 2 24 – 1 – 5 0 2 1 – 2 

25 1 2 – 6 – 4 2 1 26 – 2 – 2 2 1 3 – 2 

27 1 0 – 4 3 5 2 28 2 6 – 1 0 – 2 2 

29 – 1 1 5 1 – 1 – 3 30 3 1 2 0 2 1 

31 1 4 – 1 2 – 1 1 32 2 0 – 6 1 1 2 

33 – 1 1 – 6 3 3 – 2 34 1 – 2 – 7 3 1 2 

35 2 – 1 3 2 – 5 0 36 1 1 – 2 2 – 4 2 

37 1 3 3 2 – 6 3 38 – 3 – 6 3 – 3 6 – 1 

39 1 3 1 1 2 2 40 – 3 – 1 1 1 3 0 

41 – 2 1 5 1 – 2 – 2 42 – 1 – 1 1 2 2 – 3 

43 1 3 – 5 – 3 3 1 44 1 0 – 3 3 6 2 

45 – 1 2 5 1 – 2 – 3 46 3 1 2 0 2 1 

47 – 2 – 2 4 2 – 5 – 1 48 2 4 – 4 0 4 1 

49 – 3 6 1 – 2 3 – 1 50 1 5 – 1 1 – 1 1 

51 – 2 0 5 – 1 – 1 – 2 52 1 – 3 – 6 2 1 2 

53 – 1 1 1 – 2 1 – 3 54 2 – 2 3 3 5 2 

55 – 2 – 4 2 – 2 5 – 2 56 – 2 2 – 4 2 3 – 1 

57 1 – 3 4 1 – 4 1 58 1 3 – 3 – 2 – 6 2 

59 2 – 2 – 1 0 – 3 0 60 2 – 2 1 1 3 1 

61 2 – 3 1 – 1 4 1 62 1 7 – 1 – 3 – 3 1 

63 – 2 6 – 1 2 – 2 – 1 64 1 – 1 4 – 3 – 6 1 



 36

Закінчення табл. 1.8 

Номер 
варіанта а11 а12 а13 а22 а23 а33 

Номер 
варіанта а11 а12 а13 а22 а23 а33 

65 2 1 5 0 – 1 1 66 1 – 7 2 2 – 7 2 

67 1 – 1 – 6 – 2 0 2 68 2 – 1 2 2 2 1 

69 2 – 2 2 – 1 4 1 70 1 5 – 1 – 3 – 3 1 

71 – 1 – 2 4 2 – 4 – 2 72 1 – 1 4 – 4 – 5 1 

73 1 1 – 5 2 4 1 74 – 3 3 2 3 4 – 1 

75 1 1 – 3 3 – 4 2 76 3 3 4 4 6 0 

77 – 1 – 2 – 3 – 3 5 – 3 78 – 3 – 3 – 6 2 2 – 1 

79 1 3 – 5 5 – 6 3 80 – 4 – 2 2 3 5 0 

81 4 2 4 0 3 1 82 – 4 12 4 – 4 5 – 1 

83 2 – 10 1 5 0 2 84 – 4 6 3 4 11 – 1 

85 1 2 – 4 5 – 8 3 86 1 4 5 4 – 14 4 

87 2 – 7 5 – 3 – 14 2 88 – 2 2 9 2 – 4 – 2 

89 – 1 – 1 2 5 6 – 4 90 2 3 – 3 – 1 – 8 2 

91 4 2 3 0 4 1 92 3 3 – 7 – 4 11 2 

93 4 – 8 – 3 4 – 7 1 94 1 – 3 – 10 5 4 2 

95 3 – 2 4 3 4 1 96 2 2 13 0 – 1 1 

97 3 6 – 13 – 6 5 1 98 4 0 3 – 4 7 1 

99 3 – 2 2 3 7 1 100 2 2 – 7 3 10 2 
 



Розділ 2. ВЕКТОРНА АЛГЕБРА. АНАЛІТИЧНА ГЕОМЕ-
ТРІЯ 

Задача 2.1. Дано координати вершин піраміди А1 (x1, y1, z1) А2 
(x2, y2, z2) А3 (x3, y3, z3) А4 (4, 0, 5). За даними табл. 2.1 знайти: 

а) довжину ребра А1А2; 
б) площу грані А1А2А3; 
в) кут між ребрами А1А2 і А1А4; 
г) об’єм піраміди А1А2А3А4; 
д) напрямні косинуси вектора А1А4. 

Таблиця 2.1 

Номер 
варіанта х1 у1 z1 х2 у2 z2 х3 у3 z3 

1 1 – 2 3 3 2 1 6 4 4 

2 0 0 2 3 0 5 1 1 0 

3 3 0 5 0 0 2 4 1 2 

4 1 1 0 4 1 2 0 0 2 

5 4 1 2 1 1 0 3 0 5 

6 3 1 0 0 7 2 – 1 0 – 5 

7 1 – 1 1 0 2 4 1 3 3 

8 1 – 1 2 2 1 1 1 1 4 

9 1 – 3 2 5 1 – 4 2 0 3 

10 3 5 3 – 2 11 – 5 1 2 4 

Задача 2.1-1. Дано довжини а, b, с ребер ОА, ОВ, ОС прямо-
кутного паралелепіпеда. За даними табл. 2.1-1 знайти: 

а) площу трикутника, утвореного діагоналями, які виходять з 
точки О, граней АОВ і ВОС; 

 на вектор ; б) проекцію вектора АB BC
в) кут АВС; 
г) довжину діагоналі паралелепіпеда; 
д) об’єм піраміди ОАВС. 
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Таблиця 2.1-1 

Номер варі-
анта а b с 

11 4 2 3 

12 3 1 4 

13 3 2 5 

14 2 3 4 

15 5 2 3 

16 4 2 4 

17 3 3 2 

18 2 1 5 

19 6 3 5 

20 2 5 4 

Задача 2.1-2. Дано три послідовні вершини паралелограма А, 
В, С. За даними табл. 2.1-2 знайти: 

а) координати вершини D; 
б) площу трикутника АВС; 
в) довжину діагоналі AD; 
г) кут АВС; 
д) об’єм піраміди ОАВС. 

Таблиця 2.1-2 

Номер варі-
анта х1 у1 z1 х2 у2 z2 х3 у3 z3 

21 1 – 2 3 3 2 1 6 4 4 

22 0 0 2 3 0 5 1 1 0 

23 3 0 5 0 0 2 4 1 2 

24 1 1 0 4 1 2 0 0 2 

25 4 1 2 1 1 0 3 0 5 

26 3 1 0 0 7 2 – 1 0 – 5 

27 1 – 1 1 0 2 4 1 3 3 

28 1 – 1 2 2 1 1 1 1 4 

29 1 – 3 2 5 1 – 4 2 0 3 

30 3 5 3 – 2 11 – 5 1 2 4 



Задача 2.1-3. На векторах ,ji  bm  a     
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,kdjcn  kljkp 

побудовано паралелепіпед ( kj,,i  — орти відповідної системи 
координат). За даними табл. 2.1-3 знайти: 

а) об’єм паралелепіпеда; 
б) площу грані, побудованої на векторах  ;nm i
в) довжину діагоналі паралелограма, побудованого  на векторах  

 ;i pm
г) кут між стороною m  і діагоналлю грані, утвореної векторами  

 .i pm

Таблиця 2.1-3 

Номер  
варіанта а b с d k l 

31 1 2 3 – 1 – 2 – 4 

32 2 1 2 3 – 1 – 2 

33 3 2 1 2 3 – 1 

34 4 3 2 1 2 – 3 

35 5 4 3 2 1 – 2 

36 6 5 4 3 2 – 1 

37 7 6 5 4 3 – 2 

38 8 7 6 5 4 – 3 

39 9 8 7 6 5 – 4 

40 0 1 2 3 – 1 – 2 

Задача 2.1-4. Паралелограм побудовано на векторах  qnpma 

і ,qrpsb   де pq i  — одиничні орти, кут між якими  qp ,  = 

3


. За даними табл. 2.1-4 знайти: 

а) довжини діагоналей; 
б) кут між діагоналями.  



Таблиця 2.1-4 

Номер варіанта m n s r 

41 1 2 – 2 1 

42 2 3 – 3 2 

43 3 4 4 3 

44 – 1 2 – 2 3 

45 – 2 3 1 2 

46 1 2 – 3 2 

47 – 2 3 2 1 

48 2 3 1 3 

49 – 2 3 3 2 

50 0 1 2 3 

Задача 2.1-5. Відомо, що вектори ,jni mАB  jqipBC   є 
сторонами деякого трикутника. Обчислити кути трикутника і дов-
жину медіани AD, якщо ji  — орти відповідної системи координат. i

Таблиця 2.1-5 

Номер варі-
анта m n p q 

51 2 3  10 3  

52 3 4 3 2  7  

53 2 5 2  7 5  

54 5 2 3  1 6 

55 6 3 2  7 – 5  

56 4 2  – 2 6 0 

57 3 2  – 7  3 2  7  

58 3 – 4  7 3 2  

59 2 – 5  2 7 – 5  

60 2 – 3   10 3

Задача 2.1-6. Знайти проекцію вектора nsmba    на вісь, яка 
має напрям nqmp b , де nm i  — одиничні вектори, кут між 
якими ( nm , ) = 120. 
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Таблиця 2.1-6 

Номер варі-
анта b s p q 

61 10 2 5 – 12 

62 2 5 4 3 

63 3 5 15 8 

64 4 7 – 8 6 

65 – 3 2 10 24 

66 3 – 3 – 4 3 

67 3 5 16 – 12 

68 – 3 8 – 3 4 

69 3 7 12 – 5 

70 5 – 4 20 – 15 

Задача 2.1-7. Перевірити на компланарність вектори 
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,kcjbiap  111  ,kcjbiaq  222  ,kcjbiar  333  де kji ,,  — 
орти відповідної системи координат. За даними табл. 2.1-7 обчи-
слити площу паралелограма, побудованого на векторах  .qp i

Таблиця 2.1-7 

Номер ва-
ріанта а1 b1 с1 а2 b2 с2 а3 b3 с3 

71 1 – 2 1 3 1 – 2 7 14 – 13 

72 1 0 1 2 – 3 2 2 – 6 2 

73 2 – 1 3 3 – 5 1 7 – 7 7 

74 3 2 – 3 5 2 2 11 8 2 

75 2 – 3 4 0 1 2 2 – 1 6 

76 1 2 – 3 2 2 1 4 6 – 5 

77 1 – 1 2 0 2 – 3 2 0 1 

78 0 1 1 1 2 2 4 9 9 

79 2 – 2 1 3 1 2 1 3 1 

80 1 – 1 2 2 – 1 1 4 – 3 5 



Задача 2.1-8. Дано вектор 
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,kcjbia p   де kji ,,  — орти від-
повідної системи координат. За даними табл. 2.1–8 знайти: 

а) довжину вектора  ;p
б) напрямні косинуси вектора  ;p
в) проекцію вектора p  на вектор  .632 kjiq   

Таблиця 2.1–8 
Номер варіанта а b с 

81 2 3 6 

82 3 6 – 2 

83 6 – 3 2 

84 5 2 1 

85 4 3 – 2 

86 2 1 – 3 

87 3 3 4 

88 – 2 5 1 

89 3 3 – 2 

90 4 2 – 3 

Задача 2.1-9. Дано вектор .,, 321 aaaa   За даними табл. 2.1-9 
знайти: 

а) довжину вектора; 
б) одиничний вектор, паралельний вектору  ;a
в) одиничний вектор, перпендикулярний до вектора  та до осі Ох; a
г) проекцію вектора a  на вектор  ).6;3;2( b

Таблиця 2.1-9 

Номер варіанта а1 а2 а3 

91 6 7 – 6 

92 3 2 6 

93 – 2 3 – 6 

94 3 2 1 

95 2 2 3 

96 3 4 5 

97 2 – 5 5 

98 2 – 3 4 

99 3 – 2 4 

100 2 3 5 
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Задача 2.1- Координат ок A, B і D зада  в табл. 2.1-10. 
Зн

10. и точ , C но
айти: 
1) розклад: 

а) вектора ADAC 23   в базисі ACAB, ; 

б) вектора CDAC 32   в базисі ACAB ,, ; 
рикутника

AD
2) центр мас т  ABC ; 
3) довжини діагоналей паралелограма, побудованого на векто- 

рах ACAB і , та кут між ними; 
4) инати точки, яка поді коорд ляє відрізок DC у відношенні 

3

2
л  ; 

5) розклад векторів CD,  і BDAD, CD  в базисі BDAD   ACAB, ; 

а 6) проекцію вектор AB  на вісь  утворює з осями Ох, Оy , яка
гострі кути 00 120,60  , а з віссю Оz тупий кут  ; 

7) проекц  ію вектора ACAD   в напрямі вектора DC ; 
8) проекцію вектора DCAD   на координатні осі; 
9) проекцію       вектора      BCAB 3       в     напрямі     вектора  

BCDCAB  ; 
10) канонічне і загальне рівняння прямої AD; 
11) рівняння площини BDC; 

иною ABD; 12) кут між прямою AC і площ
13) кут між прямими AB і AC; 

; 14) рівняння бісектриси DAB
15) проекцію точки D на пряму АС; 
16) нормаль площини ABD; 

 17) координати векторів: а) ;DC  б) BCAB   DCACAB  ; в) 

ACAB  ; г)   ;2 DCACAB   

18) об’єм да, паралелепіпе векторах побудованого на ;,, CDBDAD  

ної з точки D на площину АВС, і її 
19) об’єм тетраедра ABCD; 
20) рівняння висоти, опуще

довжину; 
21) кут між площинами ABD і ABC; 
22) площу проекції ABD  на площину АВС; 
23) відстань від точки А до прямої DC; 

24)    BABCCBAB  22 ; 2AB ; 2AC ; 
ль вектора25) мод  у ACAB   і його напрямні косинуси; 
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ралель-26) рівняння площини, яка проходить через точку А і па
на площині BCD; 

27) умову компланарності векторів .,, ABADACADBC   

Таблиця 2.1-10 

Номер ва- А В С D 

AB 

ріанта 

1 (2, 4, 5) (– 4, 4, – 4) (5, 0, 3) (1, 2, 0) 

2 (4, 2, 9) (– 2, 2, 0) (7, – 2, 7) (3, 0, 4) 

3 (6, 3, 5) (0, 3, – 4) (9, – 1, 3) (5, 1, 0) 

4 (3, 5, 6) (2, 5, 6) (6, 11, 4) (2, 3, 1) 

5 (5, 9, 8) (4, 7, 8) (8, 13, 6) (4, 5, 3) 

6 (3, 8, 10) (2, 6, 10) (6, 12, 8) (2, 4, 5) 

7 (3, 8, 4) (1, – 4, 7) (4, 16, 5) (0, 6, 2) 

8 (9, 10, 9) (7, – 2, 12) (10, 18, 10) (6, 8, 7) 

9 (10, 11, 3) (8, – 1, 6) (11, 19, 4) (7, 9, 1) 

10 (5, 5, 11) (– 1, 5, 2) (8, 1, 9) (4, 3, 6) 

11 (2, 7, 7) (– 4, 7, – 2) (5, 3, 5) (1, 5, 2) 

12 (6, 2, 6) (0, 2, – 3) (9, – 2, 4) (5, 0, 1) 

13 (– 1, 5, 2) (– 2, 1, – 3) (– 2, 3, 2) (2, 9, 0) 

14 (2, 0, – 2) (1, – 2, – 2) (5, 4, – 4) (1, – 4, – 7) 

15 (4, 3, 5) (3, 1, 5) (7, 7, 3) (3, – 1, 0) 

16 (5, 7, 9) (3, – 5, 12) (6, 15, 10) (2, 5, 7) 

17 (– 4, 2, – 1) (– 7, 0, – 3) (– 6, – 1, 2) (– 3, 10, 0) 

18 (3, – 5, 7) (1, –17, 10) (4, 3, 8) (0, – 7, 5) 

19 (7, 4, 5) (1, 4, – 4) (10, 0, 3) (6, 2, 0) 

20 (3, 2, 10) (– 3, 2, 1) (6, – 2, 8) (2, 0, 5) 

21 (1, 3, 9) (– 5, 3, 0) (4, – 1, 7) (0, 1, 4) 

22 (– 5, 3, 5) ( ) (– 6, 1, 5) (– 2, 7, 3) – 6, – 7, 0

23 (0, 4, 3) (– 1, 2, 3) (3, 8, 1) (– 1, 0, – 2) 

24 (– 4, 5, 2) (– 1, 9, 0) (– 5, 3, 2) (– 5, 1, – 3) 

25 (– 1, 4, 1) (– 3, – 8, 4) (0, 12, 2) (– 4, 2, – 1) 

26 (5, 3, 2) (3, – 9, 5) (6, 11, 3) (2, 1, 0) 
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Задача 2.2 ди x1, y1 2), C ( ер-
ши

деної з точки А; 

 В; 

чністю до двох знаків. 

Таблиця 2.2 

Номер варіан- х1 у1 х2 у2 х3 у3 

. Дано коор нати А ( ), B (x2, y x3, y3) в
н трикутника АВС. За даними табл. 2.2 знайти: 
а) довжину сторони ВС; 
б) рівняння сторони ВС; 
в) рівняння висоти, прове
г) довжину висоти, проведеної з точки А; 
д) рівняння бісектриси внутрішнього кута
е) площу трикутника; 
є) кут В в радіанах з то

та 

1 7 1 – 5 – 4 – 9 – 1 

2 9 3 – 3 – 2 – 7 1 

3 13 – 6 1 – 1 5 2 

4 10 – 5 – 2 0 2 3 

5 6 1 – 6 – 4 – 10 – 1 

6 – 1 5 11 0 17 8 

7 – 4 7 8 2 14 10 

8 – 7 2 5 – 3 11 5 

9 – 9 8 3 3 9 11 

10 2 5 –  –   10 0 14 3 

Задача 2.2-1. Дано рівняння двох сторін  АВ: ах + bу + с = 0 і  
АС

мої АС; 
знаків; 

: mx + ny + p = 0, а також точку перетину медіан М (s, q). За 
даними табл. 2.2-1 знайти: 

а) рівняння третьої сторони; 
б) відстань від точки В до пря
в) кут В в радіанах з точністю до двох 
г) точку перетину висот трикутника. 
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Таблиця 2.2-1 

Номер ва- а b с m n p s q ріанта 

11 5 – 8 10 – 10 – 2 1 4 2 

12 7 – 5 12 1 – 17 – 8 3 3 

13 7 – 3 4 1 9 8 3 1 

14 1 – 1 –1 1 11 – 1 7 2 

15 5 – 8 3 1 – 10 7 7 3 

16 1 7 – 7 7 – 3 3 4 3 

17 4 – 7 –  10 4 1  14 5 2 

18 7 1 1 5 – 7 – 7 2 4 

19 4 1 1 1 – 2 – 2 2 4 

20 9 – 2 2 7 3 – 3 4 – 1 

Задача 2. . Дано координати двох  вершин  (x1, y1) і В (x2, 2) 
три

го трикутника; 

ВD; 

ан. 
Таблиця 2.2-2 

Номер варі- х1 у1 х2 у2 х3 у3 

2-2 А y
кутника АВС, а також точку М (x3, y3) перетину висот. За да-

ними табл. 2.2-2 знайти: 
а) рівняння сторін цьо
б) координати третьої його вершини; 
в) тангенс кута А; 
г) довжину висоти 
д) площу трикутника; 
е) точку перетину меді

анта 

21 – –  3 3 5 1 4 3 

22 – 2 2 6 0 3 2 

23 – 3 – 1 5 – 5 – 1 4 

24 2 – 1 10 – 5 9 – 1 

25 0 2 8 – 2 7 2 

26 – 3 0 5 – 4 4 0 

27 – 1 1 7 – 3 6 1 

28 0 3 8 – 1 7 3 

29 – 1 5 7 1 6 5 

30 0 0 8 – 4 1 0 
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Задача 2.2-3 ано рівняння одн зі стор адрата х + bу +  
і то

ини квадрата до початку коор-
ди

Таблиця 2.2-3 

Номер варіан- а b с d l 

. Д ієї ін кв  а  с = 0 
чку перетину діагоналей М (d, l). За даними табл. 2.2-3 знайти: 

а) рівняння решти сторін і координати вершин; 
б) довжину сторони квадрата; 
в) найбільшу відстань від верш
нат. 

та 

31 1 3 – 5 – 1 0 

32 3 4 – 5 0 1 

33 5 12 – 13 2 2 

34 6 8 – 5 – 1 – 1 

35 15 8 – 34 3 1 

36 2 3 – 6 1 – 1 

37 – 3 4 10 1 1 

38 – 5 12 13 0 – 2 

39 12 – 5 – 13 2 – 3 

40 – 6 8 16 0 0 

Задача 2.2-4. Відомо  рівняння  двох  сторін  паралелограма  
АВ

лограма; 

 з точки А на діагональ ВD. 

: а1х + b1у + с1 = 0; АD : а2х + b2у + с2 = 0. Діагоналі паралелог-
рама перетинаються в точці М (d, l). За даними табл. 2.2-4 знайти: 

а) рівняння діагоналей; 
б) довжини висот парале
в) кут ВАD паралелограма; 
г) площу паралелограма; 
д) рівняння висоти, опущеної
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Таблиця 2.2-4 

Номер варіанта а1 b1 с1 а2 b2 с2 d l 

41 1 1 – 1 0 1 1 – 1 0 

42 3 2 3 1 – 1 1 4 0 

43 2 3 – 1 2 – 1 3 3 1 

44 1 1 2 1 – 1 0 2 – 1 

45 – 2 3 – 1 2 3 – 5 4 1 

46 – 1 2 – 1 1 2 – 3 5 1 

47 3 – 2 – 1 1 – 2 1 0 3 

48 1 1 – 1 0 1 1 1 0 

49 2 3 – 1 – 2 1 – 3 1 3 

50 1 1 – 2 2 3 – 5 4 1 

Задача 2.2-5. Дано рівняння прямої ах + bу + с = 0 і точку М 
(d, l). За даними табл. 2.2-5 знайти: 

а) рівняння прямої, яка проходить через точку М перпендику-
лярно до даної прямої; 

б) координати точки М1, симетричної точці М, відносно даної 
прямої; 

в) рівняння прямої, яка проходить через точку М під кутом 45 
до даної прямої; 

г) площу квадрата, сторона якого лежить на даній прямій і од-
нією з вершин якого є точка М. 

Таблиця 2.2-5 

Номер варіанта а b с d l 

51 4 3 12 4 – 3 

52 2 1 7 2 1 

53 3 2 6 1 2 

54 4 – 1 3 4 1 

55 2 1 3 2 2 

56 3 2 1 5 1 

57 2 1 2 5 – 3 

58 3 3 5 2 2 

59 5 – 2 2 3 1 

60 6 – 6 5 3 3 
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Задача 2.2-6. Пряма проходить через точку М (а, b) і відтинає 
трикутник площею S. За даними табл. 2.2-6 знайти: 

а) рівняння прямої (дослідити окремі випадки); 
б) відстань від початку координат до прямої; 
в) відстань між точками перетину даної прямої з осями коор-

динат; 
г) рівняння прямої, яка проходить через початок координат 

перпендикулярно до шуканої. 
Таблиця 2.2-6 

Номер варіан-
та а b S 

61 – 3 – 2 1,5 

62 3 2 6 

63 1 4 2 

64 2 3 4 

65 – 2 3 1,5 

66 – 3 2 6 

67 – 1 – 4 2 

68 1 – 5 1,25 

69 3 5 16/3 

70 – 1 4 1 

Задача 2.2-7. Дано дві точки А (а, b) і В (с, d). За даними 
табл.2.2-7 знайти: 

а) точку перетину прямої АВ з віссю Ох; 
б) точку С на осі Ох, таку що площа трикутника АВС дорівнює S; 
в) відстань від точки С до прямої АВ; 
г) рівняння висоти СD трикутника АВС; 
д) кут АСВ. 

Таблиця 2.2-7 

Номер ва-
ріанта а b с d S 

71 1 2 4 4 5 

72 1 3 4 7 12,5 

73 0 3 3 7 12,5 

74 – 2 – 1 1 3 12,5 
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Продовження табл. 2.2-7 

Номер ва-
ріанта а b с d S 

75 – 3 – 1 0 3 12,5 

76 5 – 1 7 3 2 

77 6 1 8 5 2 

78 1 1 2 4 1,5 

79 0 – 2 1 1 1,5 

80 2 1 3 5 8,5 

Задача 2.2-8. Дано точки Р (а, b); Q (с, d); R (l, f) — середини 
сторін трикутника. За даними табл. 2.2-8 знайти: 

а) координати вершин трикутника; 
б) точку перетину медіан трикутника; 
в) площу трикутника; 
г) відстань РD (від точки Р до середньої лінії QR); 
д) точку перетину висот трикутника. 

Таблиця 2.2-8 

Номер варі-
анта а b с d l f 

81 3 – 2 1 6 – 4 2 

82 5 0 3 8 – 2 4 

83 4 – 1 2 7 – 3 3 

84 2 – 2 0 6 – 5 2 

85 3 – 2 1 6 – 4 2 

86 0 – 2 – 2 6 – 7 2 

87 4 0 2 8 – 3 4 

88 6 1 4 9 – 1 5 

89 1 – 1 – 1 5 – 6 1 

90 1 2 5 1 3 – 2 
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Задача 2.2-9. Дано дві вершини А (2; –3) і В (5; 1) трикутника 
АВС, рівняння сторони ВС: ах + bу + с = 0 і медіану АМ: mx +nу + 
p = 0. За даними табл. 2.2-9 знайти: 

а) точку перетину медіан; 
б) тангенс кута СВА; 
в) рівняння сторони АС; 
г) рівняння висоти СD, опущеної з вершини С на сторону АВ; 
д) довжину висоти СD; 
е) площу трикутника АВС. 

Таблиця 2.2-9 

Номер варі-
анта а b с m n p 

91 1 2 – 7 5 – 1 – 13 

92 1 – 1 – 4 6 – 1 – 15 

93 1 4 – 9 5 1 – 7 

94 1 – 5 0 3 2 0 

95 1 – 2 – 3 2 1 – 1 

96 1 3 – 8 1 – 2 – 8 

97 1 2 –7 3 – 5 – 21 

98 3 1 – 16 1 – 4 – 14 

99 1 1 – 6 2 – 5 – 19 

100 2 3 – 13 1 – 3 – 11 

Задача 2.2-10. Дано координати вершин А (Ах, Аy) та В (Вх, Вy) 
трикутника АВС, рівняння двох його висот x – y + m = 0 і 9x –  y + 
n = 0 та координати довільної точки P (Px, Py). За даними табл. 
2.2-10 знайти: 

1) рівняння сторін трикутника АВС; 
2) рівняння медіани СD та координати точки N перетину 

медіан; 
3) рівняння прямих BL1 та BL2, які проходять через точку В під 

кутом 45 до медіани СD; 
4) площу трикутника МРС, де М — точка перетину висот три-

кутника АВС. 
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Таблиця 2.2-10 

Номер 
варіанта A (Ax, Ay) B (Bx, By) P (Px, Py) m п 

1 (– 2, 1) (0, 7) (– 2, 10) 3 7 

2 (3, – 2) (5, 4) (5, 0) – 5 – 41 

3 (3, 0) (5, 6) (– 1, 2) – 3 – 39 

4 (– 4, 0) (– 2, 6) (– 8, – 6) 4 24 

5 (1, 3) (3, 9) (0, 0) 2 – 18 

6 (– 1, – 10) (1, – 4) (9, – 9) – 9 – 13 

7 (– 4, – 11) (– 2, – 5) (– 1, – 12) – 7 13 

8 (2, – 4) (4, 2) (11, – 3) – 6 – 34 

9 (– 1, 5) (1, 11) (0, 12) 6 2 

10 (– 3, 5) (– 1, 11) (5, 13) 8 20 

11 (– 4, 3) (– 2, 9) (– 2, 2) 7 27 

12 (– 1, – 6) (1, 0) (10, 0) – 5 – 9 

13 (0, 0) (2, 6) (4, – 5) 0 – 12 

14 (– 1, 2) (1, 8) (8, 12) 3 – 1 

15 (– 5, – 7) (– 3, – 1) (– 6, – 10) – 2 26 

16 (– 3, 0) (– 1, 6) (– 1, – 6) 3 15 

17 (– 3, – 7) (– 1, – 1) (– 7, 1) – 4 8 

18 (– 1, – 11) (1, – 5) (9, – 13) – 10 – 14 

19 (1, – 10) (3, – 4) (0, – 12) – 11 – 31 

20 (3, – 8) (5, – 2) (8, – 2) – 11 – 47 

21 (–2, –10) (0, –4) (1, –12) – 8 – 4 

22 (2, – 9) (4, – 3) (0, – 14) – 11 – 39 

23 (1, 4) (3, 10) (4, 8) 3 –17 

24 (– 4, 6) (– 2, 12) (1, 1) 10 30 

25 (2, – 5) (4, 1) (1, 4) – 7 – 35 

26 (2, –1) (4, 5) (6, 5) –3 –31 

27 (–2, –8) (0, –2) (9, –7) –6 –2 
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Продовження табл. 2.2-10 

Номер 
варіанта A (Ax, Ay) B (Bx, By) P (Px, Py) m п 

28 (3, 2) (5, 8) (7, –2) –1 –37 

29 (0, 1) (2, 7) (–3, 2) 1 –11 

30 (– 4, 4) (– 2, 10) (6, 5) 8 28 

31 (2, 3) (4, 9) (9, – 3) 1 – 27 

32 (– 4, – 1) (– 2, 5) (– 5, – 8) 3 23 

33 (– 3, – 2) (– 1, 4) (7, 2) 1 13 

34 (3, – 3) (5, 3) (10, – 4) – 6 – 42 

35 (1, 0) (3, 6) (8, – 3) – 1 – 21 

36 (– 1, 3) (1, 9) (1, – 3) 4 0 

37 (– 4, 5) (– 2, 11) (0, 4) 9 29 

38 (2, – 6) (4, 0) (2, – 3) – 8 – 36 

39 (– 5, – 4) (– 3, 2) (7, – 7) 1 29 

40 (– 3, – 1) (– 1, 5) (0, 2) 2 14 

41 (– 5, – 7) (– 3, – 1) (4, – 2) – 2 26 

42 (1, – 6) (3, 0) (9, – 3) – 7 – 27 

43 (–2, – 7) (0, – 1) (9, – 6) – 5 – 1 

44 (0, – 4) (2, 2) (3, – 9) – 4 – 16 

45 (– 5, – 5) (– 3, 1) (1, – 10) 0 28 

46 (– 2, 6) (0, 12) (2, 12) 8 12 

47 (– 4, – 8) (– 2, – 2) (5, – 7) – 4 16 

48 (– 2, – 3) (0, 3) (9, 2) – 1 3 

49 (1, – 9) (3, – 3) (– 2, – 9) – 10 – 30 

50 (– 1, – 5) (1, 1) (6, – 10) – 4 – 8 

51 (– 3, – 9) (– 1, – 3) (3, – 8) – 6 6 

52 (2, 4) (4, 10) (7, 5) 2 – 26 

53 (– 2, – 5) (0, 1) (11, – 4) – 3 1 

54 (1, 6) (3, 12) (8, 9) 5 – 15 
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Продовження табл. 2.2-10 

Номер 
варіанта A (Ax, Ay) B (Bx, By) P (Px, Py) m п 

55 (– 3, 0) (– 1, 6) (0, 5) 3 15 

56 (1, – 1) (3, 5) (– 3, 6) – 2 – 22 

57 (0, 2) (2, 8) (–3, 2) 2 – 10 

58 (– 4, 0) (– 2, 6) (9, 3) 4 24 

59 (2, 5) (4, 11) (– 2, 10) 3 – 25 

60 (– 2, – 11) (0, –5) (4, – 5) – 9 – 5 

61 (– 3, 3) (– 1, 9) (– 6, – 2) 6 18 

62 (2, 5) (4, 11) (– 2, 9) 3 – 25 

63 (1, –10) (3, – 4) (11, – 13) – 11 – 31 

64 (– 2, – 9) (0, – 3) (4, – 14) – 7 – 3 

65 (2, – 1) (4, 5) (– 2, 7) – 3 – 31 

66 (– 5, – 7) (– 3, – 1) (8, – 7) – 2 26 

67 (0, – 3) (2, 3) (3, – 8) – 3 – 15 

68 (– 1, 0) (1, 6) (– 2, 0) 1 – 3 

69 (3, 2) (5, 8) (14, 2) – 1 – 37 

70 (– 1, – 1) (1, 5) (1, 9) 0 – 4 

71 (–2, 1) (0, 7) (0, 0) 3 7 

72 (– 2, – 7) (0, – 1) (7, – 1) – 5 – 1 

73 (– 3, – 2) (– 1, 4) (9, – 1) 1 13 

74 (0, – 4) (2, 2) (0, – 6) – 4 – 16 

75 (1, 1) (3, 7) (4, 5) 0 – 20 

76 (0, – 7) (2, – 1) (10, – 8) – 7 – 19 

77 (– 1, – 10) (1, – 4) (10, – 10) – 9 – 13 

78 (– 5, – 10) ( –3, – 4) (–4, –2) – 5 23 

79 (– 2, – 6) (0, 0) (10, – 5) – 4 0 

80 (0, – 8) (2, – 2) (11, –7) – 8 – 20 

81 (– 1, – 11) (1, – 5) (5, – 4) – 10 – 14 
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Продовження табл. 2.2-10 

Номер 
варіанта A (Ax, Ay) B (Bx, By) P (Px, Py) m п 

82 (– 3, – 9) (– 1, – 3) (– 2, 1) – 6 6 

83 (– 4, – 9) (– 2, – 3) (– 3, – 8) – 5 15 

84 (2, – 11) (4, – 5) (4, – 8) – 13 – 41 

85 (– 2, 4) (0, 10) (– 2, 14) 6 10 

86 (– 2, 0) (0, 6) (– 2, 1) 2 6 

87 (1, – 4) (3, 2) (13, – 4) – 5 – 25 

88 (– 3, 6) (– 1, 12) (10, 8) 9 21 

89 (– 3, 4) (– 1, 10) (10, 13) 7 19 

90 (2, – 7) (4, – 1) (6, – 6) – 9 – 37 

91 (1, –9) (3, –3) (11, –3) –10 –30 

92 (–4, –7) (–2, –1) (–6, –8) –3 17 

93 (0, –9) (2, –3) (7, –12) –9 –21 

94 (–5, – 4) (– 3, 2) (4, – 5) 1 29 

95 (3, – 8) (5, – 2) (11, – 14) – 11 – 47 

96 (1, 4) (3, 10) (0, 5) 3 – 17 

97 (– 1, – 3) (1, 3) (8, 0) – 2 – 6 

98 (– 4, – 9) (– 2, – 3) (– 1, – 8) – 5 15 

99 (– 1, – 8) (1, – 2) (10, – 3) – 7 – 11 

100 (1, 3) (3, 9) (– 2, – 2) 2 – 18 

101 (– 3, – 6) (– 1, 0) (– 3, – 2) –3 9 

102 (3, 3) (5, 9) (4, 7) 0 – 36 

103 (1, – 3) (3, 3) (– 2, – 2) –4 – 24 

104 (– 3, 6) (– 1, 12) (6, 7) 9 21 

105 (3, – 5) (5, 1) (14, 2) – 8 – 44 

106 (0, – 4) (2, 2) (11, – 11) – 4 – 16 

107 (– 2, – 5) (0, 1) (2, – 10) – 3 1 

108 (– 4, – 2) (– 2, 4) (– 2, – 4) 2 22 



Закінчення табл. 2.2-10 

Номер 
варіанта A (Ax, Ay) B (Bx, By) P (Px, Py) m п 

109 (2, 5) (4, 11) (10, 7) 3 – 25 

110 (3, 2) (5, 8) (6, 8) – 1 – 37 

111 (– 1, 2) (1, 8) (– 5, 6) 3 – 1 

112 (1, 5) (3, 11) (13, 4) 4 – 16 

113 (– 1, 5) (1, 11) (– 3, 6) 6 2 

114 (2, – 9) (4, – 3) (– 2, – 7) – 11 – 39 

115 (– 4, – 6) (– 2, 0) (– 6, – 1) – 2 18 

116 (– 1, – 1) (1, 5) (– 5, 7) 0 – 4 

117 (2, – 3) (4, 3) (15, – 1) – 5 – 33 

118 (–2, – 6) (0, 0) (4, 2) – 4 0 

119 (0, 3) (2, 9) (3, 10) 3 – 9 

120 (– 3, 3) (– 1, 9) (7, – 4) 6 18 

Задача 2.3. Криву другого порядку задано рівнянням: 

022 332313  ayaxa2 2
2212

2
11  yaxyaxa . 

За даними табл. 2.3 визначити тип цієї кривої, записати її ка-
нонічне рівняння і побудувати відповідний графік у старій сис-
темі координат. 

Таблиця 2.3 

Номер 
варіанта а11 а12 а22 а13 а23 а33 

Номер
варіанта а11 а12 а22 а13 а23 а33 

1 1 – 2 3 – 1 0 1 51 0 1 3 1 – 3 5 

2 3 – 1 3 2 2 – 4 52 21 
2

1
 – 10 0 0 0 

3 5 12 – 1 2 – 2 – 1 53 1 – 2 4 5 – 10 25 

4 0 – 3 0 0 1 3 54 1 2 4 – 3 – 3 0 

5 – 5 – 2 1 
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5

2
 

1

2
0 55 4 – 2 1 2 – 1 1 



Продовження табл. 2.3 

Номер 
варіанта а11 а12 а22 а13 а23 а33 

Номер
варіанта а11 а12 а22 а13 а23 а33 

6 2 

 57

5

2
 – 3 

3

2

5

2
 – 2 56 1 1 1 – 4 0 4 

7 1 – 1 1 – 2 – 3 3 57 1 – 1 – 3 – 2 – 3 3 

8 3 1 3 3 – 1 – 5 58 32 30 7 – 8 – 1 1 

9 4 – 2 1 6 – 3 9 59 2 – 3 5 – 1 1 – 10 

10 1 0 0 3 – 4 1 60 0 5 – 2 3 2 21 

11 1 1 1 
2

5
 

7

2
6 61 1 5

2
 – 14 0 0 0 

12 7 2 2 – 20 – 16 5 62 1 1

2
 1 – 1 – 2 – 12 

13 1 – 1 1 1

2
 – 1 3 63 1 – 2 3 1 – 1 0 

14 1 – 1 1 
5

2


7

2
6 64 2 – 2 1 – 1 3 – 3 

15 2 
3

2
 – 1 3

2
 1 0 65 0 

1

2
1 

5

2
 

7

2
 10 

16 1 4 4 – 3 – 1 1 66 3 1 2 3

2
 – 2 0 

17 1 1 1 1 1 – 4 67 1 
3

2
1 0 1 1 

18 8 0 – 3 1 
5

2
1 68 3 

7

2
 5 2 

5

2
 1 

19 1 – 1 2 – 2 – 3 29 69 9 – 6 2 – 4 0 0 

20 9 – 3 1 1 0 – 7 70 1 0 0 
1

2
 

1

2
 0 

21 1 – 1 0 1 1 1 71 5 12 – 1 2 0 1 



Продовження табл. 2.3 

Номер 
варіанта а11 а12 а22 а13 а23 а33 

Номер
варіанта а11 а12 а22 а13 а23 а33 

22 1 
1

2
 1 – 1 2 – 12 72 2 2 – 3 – 1 1 – 2 

23 9 – 6 4 – 8 1 0 73 3 1 3 3 – 1 – 5 

24 1 – 1 1 – 2 – 3 3 74 1 0 0 
1

2
 – 1 3 

25 6 – 2 9 – 2 – 16 – 6 75 3 – 1 3 2 2 – 4 

26 1 – 1 – 2 – 2 – 3 3 76 1 0 
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
1

2


1

2
 

1

2
 0 

27 1 – 1 1 1 – 3 0 77 3 
7

2
 5 2 

5

2
 1 

28 1 1 1 1 1 – 4 78 2 
5

2
 – 3 

3

2
 

25

4
– 2 

29 9 – 3 1 – 3 1 0 79 1 – 1 – 3 – 2 – 3 3 

30 1 0 1 – 2 – 3 0 80 1 1 1 
5

2
 

7

2
 6 

31 0 0 2 4 6 – 3 81 2 
5

2
 – 3

3

2
 8 0 

32 1 – 2 4 1 – 1 – 1 82 1 3 9 0 9 0 

33 5 6 0 – 11 – 6 – 19 83 2 
1

2
– 1 

15

2
 

3

2
 18 

34 3 5 7 2 1 1 84 1 
5

4
 1 

5

2
 

7

2
 6 

35 1 – 1 2 – 2 – 3 3 85 0 
1

2
 – 1 – 1 

3

2
 – 1 



Закінчення табл. 2.3 

Номер 
варіанта а11 а12 а22 а13 а23 а33 

Номер
варіанта а11 а12 а22 а13 а23 а33 

36 3 – 3 5 – 2 – 3 10 86 3 
7

2
2 – 2 3 – 5 

37 9 12 16 – 20 15 0 87 1 2 0 – 2 
1

2
 4 

38 1 – 1 – 2 – 2 – 3
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
13

3
88 2 5

2
 – 3 3

2
 8 – 5 

39 3 1 – 1 4 5 14 89 1 1

2
 1 1 3

2
 – 3 

40 0 
1

2
 1 5

2
 

7

2
 10 90 6 

1

2
0 – 1 2 0 

41 3 – 2 4 – 1 – 2 2 91 2 – 2 5 – 4 0 6 

42 1 3 9 2 6 – 5 92 1 5

3
 1 

5

2
 

7

2
 6 

43 3 – 1 3 2 2 – 4 93 2 2 5 – 4 0 6 

44 5 2 8 –16 –28 80 94 1 – 1 2 – 2 – 3 3 

45 1 
1

2
 – 1 

1

2


1

2
0 95 6 

1

2
– 1 5

2
 

3

2
 2 

46 9 – 2 6 3 – 4 2 96 2 2 3 
3

2
 

3

2
 0 

47 1 3 1 3 1 – 1 97 1 1

2
 1 1 3

2
 – 3 

48 5 
3

2
 1 

3

2
1 – 5 98 3 1 2 3

2
 – 2 0 

49 2 – 2 5 – 8 0 3 99 1 – 1 1 – 2 – 3 3 

50 1 – 1 2 – 2 – 3 3 100 3 
7

2
2 3 – 2 – 5 



Задача 2.4. За даними табл. 2.4 знайти проекцію точки А (х1, у1, z1) 
на площину Ах +Ву + Сz + D = 0. 

Таблиця 2.4 

Номер варі-
анта х1 у1 z1 А В С D 

1 4 – 3 1 1 2 – 1 – 3 

2 0 – 2 3 2 – 1 4 2 

3 2 2 – 1 2 3 – 1 1 

4 – 1 2 2 – 1 2 2 1 

5 – 2 – 3 1 3 2 – 2 3 

6 1 0 – 2 4 1 2 – 3 

7 – 3 1 0 1 – 2 3 4 

8 1 2 4 2 – 1 0 3 

9 4 2 – 3 1 – 4 3 2 

10 3 1 1 3 – 1 2 1 

Задача 2.4-1. Записати рівняння площини, яка проходить через 

точку А (х1, у1, z1) та пряму 
x
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,000

p

zz

n

yy

m

x  
 


 скориставшись 

даними табл. 2.4-1. 
Таблиця 2.4-1 

Номер ва-
ріанта х1 у1 z1 х0 у0 z0 m n p 

11 2 0 1 – 1 2 0 – 1 3 2 

12 3 1 – 2 4 – 3 0 5 2 1 

13 – 1 2 4 3 1 – 1 4 – 1 2 

14 0 – 2 2 1 – 2 – 1 3 2 – 1 

15 1 2 0 4 – 2 1 2 – 1 1 

16 3 4 2 – 2 3 2 1 – 2 3 

17 – 1 0 3 – 1 0 1 2 2 1 

18 0 – 5 4 – 3 3 1 3 – 2 3 

19 2 2 1 4 2 0 2 4 1 

20 – 4 1 – 2 0 2 – 2 – 1 4 2 
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Задача 2.4-2. Знайти  проекцію  прямої 
n

yy

m

x x z z

p
000 







 на  

площину Ах + Ву + Сz + D = 0, скориставшись даними табл.2.4-2. 

Таблиця 2.4-2 

Номер 
варіанта х0 у0 z0 m n P A B C D 

21 0 4 – 1 4 3 – 2 1 – 1 3 8 

22 1 – 1 3 3 2 – 1 2 – 4 3 6 

23 2 0 – 2 – 2 3 1 1 0 – 2 10 

24 4 3 1 1 – 2 3 – 3 2 1 2 

25 – 2 1 0 2 – 1 3 – 4 3 1 8 

26 3 2 – 1 3 1 2 5 – 3 0 6 

27 – 1 3 2 – 1 4 4 – 2 1 3 7 

28 – 2 – 1 4 – 2 – 1 5 3 – 2 4 4 

29 0 – 3 2 4 2 1 0 – 3 5 10 

30 – 4 3 1 – 5 3 1 3 2 1 5 

Задача 2.4-3. Скориставшись даними табл. 2.4-3, провести че-

рез пряму 
n

yy

m

x x z z

p
000 







 площину паралельно площині Ах 

+Ву + Сz + D = 0. 
Таблиця 2.4-3 

Номер 
варіанта х0 у0 z0 m n P A B C D 

31 – 5 2 0 3 1 4 1 1 – 1 15 

32 – 4 3 2 1 – 2 3 – 1 1 1 10 

33 2 1 0 – 1 3 4 2 – 2 2 – 13 

34 – 1 – 2 4 1 2 3 3 0 – 1 5 

35 3 – 3 1 – 2 – 1 3 1 1 1 – 8 

36 2 – 3 2 1 – 3 3 0 1 1 15 

37 5 4 2 3 – 1 – 2 2 2 2 9 

38 – 2 3 3 – 1 – 2 1 – 1 1 1 – 12 

39 – 3 – 4 1 2 2 – 1 1 1 4 6 

40 0 1 – 2 3 2 1 – 3 4 1 8 



Задача 2.4-4. Знайти відстань від точки А (х1, у1, z1) до прямої 
x
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,000

p

zz

n

yy

m

x 






 скориставшись даними табл. 2.4-4. 

Таблиця 2.4-4 

Номер 
варіанта х1 у1 z1 х0 у0 z0 m n p 

41 – 5 6 1 – 2 1 0 3 – 2 1 

42 6 – 3 0 1 0 – 3 2 1 1 

43 3 2 – 1 3 1 – 3 – 2 2 – 3 

44 2 0 3 2 – 2 4 3 – 1 – 1 

45 4 8 – 5 4 3 – 2 1 3 – 4 

46 – 6 0 2 – 3 2 0 – 2 4 – 1 

47 – 3 2 1 5 3 – 2 3 – 2 3 

48 4 2 1 7 3 2 – 4 2 3 

49 5 1 1 – 2 4 0 – 1 2 2 

50 – 4 5 3 3 – 4 2 2 – 3 4 

Задача 2.4-5. На прямій 
x

p

zz

n

yy

m

x 000  
 


 знайти точку, 

найближчу до точки А (х1, у1, z1), скориставшись даними табл. 2.4-5. 

Таблиця 2.4-5 

Номер 
варіанта х0 у0 z0 m n p х1 у1 z1 

51 2 – 2 1 3 – 1 2 4 0 6 

52 3 – 2 0 – 1 2 4 – 5 2 1 

53 – 1 0 4 – 2 4 3 2 2 0 

54 1 – 3 – 1 1 3 2 0 – 6 5 

55 5 1 – 2 4 6 1 3 2 1 

56 – 4 – 3 2 3 – 2 1 0 – 5 7 

57 – 2 6 1 2 1 – 3 4 3 – 2 

58 3 3 1 – 4 2 – 1 5 6 – 8 

59 5 6 0 5 – 1 – 1 3 0 7 

60 – 3 4 2 – 3 1 – 4 – 8 2 1 



Задача 2.4-6. Знайти точку, симетричну точці А (х1, у1, z1) відносно 

прямої 
x
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,000

p

zz

n

yy

m

x 





  скориставшись даними табл. 2.4-6. 

Таблиця 2.4-6 

Номер ва-
ріанта х1 у1 z1 х0 у0 z0 m n p 

61 2 4 – 6 3 – 1 2 1 3 2 

62 1 0 9 4 8 1 – 2 4 3 

63 3 3 1 – 3 4 6 – 3 2 1 

64 – 4 8 0 – 2 – 1 8 5 – 1 – 1 

65 2 – 1 4 5 4 – 3 2 – 2 – 3 

66 3 – 1 2 2 0 9 4 1 2 

67 5 0 1 3 1 1 – 5 – 3 4 

68 8 – 1 – 1 4 2 0 4 2 1 

69 2 – 2 7 – 5 7 1 – 1 – 3 4 

70 3 0 10 – 4 2 6 2 – 2 – 5 

Задача 2.4-7. Знайти відстань між двома паралельними пря-

мими ;000

p

zz

n

yy

m

xx 






 ,111

pn

yy

m

x x z z  
   скористав-

шись даними табл. 2.4-7. 
Таблиця 2.4-7 

Номер 
варіанта х0 у0 z0 х1 у1 z1 m n p 

71 5 – 4 1 0 2 – 2 – 3 5 1 

72 3 – 1 0 4 3 – 1 2 – 1 – 4 

73 2 1 – 1 3 – 2 1 – 1 2 1 

74 – 2 6 – 5 2 – 1 5 4 –3 3 

75 – 1 0 – 2 3 – 4 3 3 4 – 3 

76 1 2 6 – 4 1 2 4 3 2 

77 – 4 – 3 0 – 3 3 2 – 2 3 4 

78 – 1 1 3 2 – 3 – 3 –1 1 – 5 

79 6 4 – 1 – 5 0 – 4 1 2 3 

80 5 – 1 2 0 7 6 5 – 1 5 



Задача 2.4-8. Знайти найкоротшу відстань між двома прямими, 

які не перетинаються ;000

p

zz

n

yy

m

xx 






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,
1

1

1

1

1

1

p

zz

n

yy

m

xx 


 
  

скориставшись даними табл. 2.4-8. 
Таблиця 2.4-8 

Номер 
варіанта х0 y0 z0 n0 m0 p0 x1 y1 z1 n1 m1 p1 

81 9 – 2 0 4 – 3 1 0 – 7 – 2 – 2 9 2 

82 – 3 6 3 4 – 3 2 4 – 1 – 7 8 – 3 3 

83 2 7 1 1 – 2 4 2 3 2 2 – 1 – 1 

84 – 1 – 3 7 – 2 5 1 5 – 3 – 3 4 – 3 – 2 

85 0 8 – 4 3 – 2 – 2 – 1 – 5 7 – 5 1 4 

86 4 2 3 – 3 4 1 4 8 – 1 – 1 5 – 3 

87 – 5 3 2 2 3 – 1 1 2 4 3 – 4 2 

88 8 5 – 1 1 2 – 6 – 4 – 5 5 6 – 3 1 

89 3 0 10 5 4 – 3 1 – 7 – 9 3 – 2 – 1 

90 5 4 1 – 4 – 3 1 6 5 2 1 5 – 1 

91 7 – 1 3 6 2 5 3 4 – 7 – 2 – 4 3 

92 – 6 2 5 – 8 1 1 3 2 4 5 1 – 1 

93 2 3 – 4 5 2 – 3 2 3 – 6 2 3 3 

94 – 1 4 2 3 4 – 2 – 5 – 2 2 5 4 –1 

95 0 5 7 – 3 – 5 1 2 7 4 7 – 2 1 

96 8 – 3 0 – 6 4 – 1 4 4 – 7 – 4 2 5 

97 – 4 2 – 2 3 2 – 1 2 – 3 2 – 3 6 1 

98 3 – 8 1 2 – 2 5 – 3 3 3 1 – 4 2 

99 – 2 6 3 – 1 3 4 – 6 5 9 1 1 – 8 

100 1 – 7 4 2 – 4 3 4 – 6 – 5 2 3 – 4 

Задача 3. 
Дано координати вершин M (Mx, My, Mz), N (Nx, Ny, Nz), P (Px, 

Py, Pz) та S (Sx, Sy, Sz) піраміди SMNPQ, в основі якої лежить пара-
лелограм MNPQ. За даними табл. 2.4-9 знайти: 

1) площу грані МSN; 
2) об’єм та висоту піраміди; 



 65

3) рівняння площини грані МSN; 
4) проекцію точки Q на площину грані NSР; 
5) проекцію точки М на бічне ребро SР; 
6) рівняння площини, яка проходить через ребро основи РQ 

перпендикулярно до площини грані МSN; 
7) рівняння площини, яка проходить через точку Q перпенди-

кулярно до площин граней МSN, NSР. 

Таблиця 2.4-9 

Номер 
варіанта M (Mx, My, Mz) N (Nx, Ny, Nz) P (Px, Py, Pz) S (Sx, Sy, Sz) 

1 (0, – 3, 0) (4, – 1, – 4) (– 4 , 0, 3) (– 1, 13, 4) 

2 (– 5, 2, –6) (– 5, 0, 0) (6, 0, 2) (– 13, 8,– 5) 

3 (0, – 2, – 2) (3, 3, – 2) (6, 0, – 4) (1, – 9, 11) 

4 (0, –3 , – 2) (– 3, 3, 1) (0, – 4, 4) (– 2, – 1, 6) 

5 (1, – 4, – 2) (– 1, 2, – 1) (3, –4, 5) (8, –7, 2) 

6 (– 6, 2, 2) (3, – 1, – 1) (0, 4, 5) (11, 3, – 1) 

7 (– 4, 3, – 1) (– 4, – 5, 1) (– 6, – 6, 3) (– 6, – 5, – 15) 

8 (– 3, – 4, 5) (– 1, –5, – 3) (2, 2, – 1) (– 4, – 15, –13) 

9 (– 2, 1, 1) (– 4, – 2, – 5) (0, 4, – 3) (12, 14, 5) 

10 (1, – 1, – 3) (0, 4, 0) (– 2, – 2, – 6) (14, – 2, – 14) 

11 (– 4 , 3, 1) (– 1, 5, 3) (6, 3, 2) (12, 14, 12) 

12 (– 1, – 3, 5) (– 1, 3, – 5) (– 1, – 2, – 3) (1, – 10, 11) 

13 (– 4, 1, – 2) (– 4, 4, 0) (3, – 2, – 1) (– 14, – 3, – 6) 

14 (– 2, 0, 4) (– 3, 0, 4) (– 6, – 1, – 4) (– 15, 6, 3) 

15 (2, – 4, 2) (0, – 2, 2) (– 3, 1, 5) (3, 14, – 9) 

16 (– 6, – 5, – 2) (– 2, 1, – 2) (– 3, 2, 0) (– 12, – 9, – 12) 

17 (– 2, – 2, – 1) (– 5, – 5, – 3) (3, – 6, – 2) (– 1, 2, 0) 

18 (– 3, 1, 1) (2, 0, 4) (– 6, 4, – 3) (0, 14, – 10) 

19 (– 5, 4, 2) (– 1, 4, 1) (– 4, 2, 3) (– 13, – 1, 0) 

20 (– 5, – 1, 5) (– 5, 4, 0) (– 7, – 1, – 4) (– 12, 14, 11) 

21 (– 2, 2, – 1) (– 3, –2, 0) (1, 2, 4) (– 2, 13, 10) 

22 (– 2, 2, – 1) (2, – 1, – 2) (5, 0, – 1) (12, – 6, – 8) 
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Продовження табл. 2.4-9 

Номер 
варіанта M (Mx, My, Mz) N (Nx, Ny, Nz) P (Px, Py, Pz) S (Sx, Sy, Sz) 

23 (1, 0, 1) (– 4, – 5, – 3) (6, – 1, 2) (13, 2, 6) 

24 (3, – 3, – 5) (1, – 3, – 1) (– 1, 4, 4) (9, – 8, 4) 

25 (2, 1, – 2) (3, 4, 4) (– 1, – 3, 0) (1, – 4, – 6) 

26 (3, 1, – 4) (2, – 3, – 4) (3, – 5, – 5) (3, – 4, – 9) 

27 (1, 4, 3) (– 4, – 4, – 5) (3, 5, 4) (1, 8, – 8) 

28 (0, 3, 5) (4, – 5, – 6) (3, – 4, – 4) (14, – 9, – 3) 

29 (1, 1, 3) (2, – 1, – 2) (5, – 4, – 6) (6, – 6, 4) 

30 (– 1, – 1, – 6) (2, – 5, – 3) (4, – 1, – 3) (14, – 14, 7) 

31 (0, 3, – 6) (0, 4, – 6) (3, 3, –1) (13, – 12, 14) 

32 (2, – 1, – 3) (3, – 2, 5) (– 4, – 1, – 4) (– 14, – 5, 4) 

33 (1, – 3, 3) (4, 2, – 2) (3, 3, – 2) (– 11, – 8, 11) 

34 (– 3, – 2, – 3) (1, 2, 0) (– 2, 1, – 6) (9, – 2, – 9) 

35 (2, – 4, – 2) (2, – 3, – 3) (– 1, 1, – 2) (– 12, – 6, 3) 

36 (– 5, – 6, 0) (1, 4, 4) (– 3, – 6, 3) (– 9, – 2, 7) 

37 (3, 5, – 3) (– 1, 4, – 1) (– 6, – 3, 2) (– 4, 1, – 1) 

38 (– 6, 0, – 1) (– 1, – 1, – 1) (4, 1, 2) (– 7, – 12, 5) 

39 (5, 2, – 2) (5, 1, – 6) (3, –  2, 0) (– 15, – 15, – 5) 

40 (– 5, 3, 5) (– 3, – 2, 1) (– 4, 0, 3) (12, 1, – 4) 

41 (2, 1, 1) (0, 3, 2) (2, 4, 3) (6, 12, 2) 

42 (0, 3, 0) (2, 2, 1) (1, 4, 6) (9, 3, 3) 

43 (1, 3, 3) (4, 4, 1) (1, 1, 2) (6, 6, 9) 

44 (3, 2, 5) (0, 2, 0) (3, 0, 1) (3, 5, 5) 

45 (3, 3, 2) (0, 1, 6) (2, 0, 7) (7, 6, 14) 

46 (4, 2, 2) (– 4, 2, – 2) (– 1, 0, 6) (– 2, 3, 7) 

47 (– 1, – 2, 4) (0 , 0, – 4) (5, – 2, 1) (6, – 6, 5) 

48 (0, – 2, – 5) (– 1, – 5, 2) (– 1, – 3, 4) (12, 5, 3) 

49 (– 2, – 3, 4) (– 5, – 4, 0) (2, 4, 1) (5, – 15, 3) 

50 (3, – 3, 1) (0, – 2, 1) (– 5, – 6, 2) (12, – 1, – 7) 
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Продовження табл. 2.4-9 

Номер 
варіанта M (Mx, My, Mz) N (Nx, Ny, Nz) P (Px, Py, Pz) S (Sx, Sy, Sz) 

51 (– 4, – 3, – 2) (– 3, 0, – 3) (1, 0, – 3) (– 3, – 4, 13) 

52 (4, 5, 5) (3, 4, – 2) (– 2, – 3, – 7) (– 6, – 8, – 11) 

53 (3, – 1, 1) (1, – 2, – 1) (– 4, 4, 2) (– 8, 2, – 9) 

54 (4, 1, 2) (2, 2, – 4) (– 7, – 6, 5) 1, – 13, – 13) 

55 (0, – 4, 3) (0, 5, – 4) (1, – 1, 1) (2, 11, – 7) 

56 (2, 1, – 1) (– 4, 4, 4) (– 3, 6, – 1) (– 1, 12, – 7) 

57 (– 1, – 2, – 1) (– 1, 4, 1) (– 5, 4, – 4) (– 5, – 2, 13) 

58 (– 1, 1, – 3) (– 4, 1, – 1) (– 5, 4, – 7) (– 7, 4, – 12) 

59 (– 6, 0, – 1) (0, – 2, 3) (2, 0, 5) (– 4, 5, 13) 

60 (– 3, – 3, – 6) (– 6, 3, 1) (– 1, 0, – 4) (– 12, – 3, – 10) 

61 (– 6, – 6, – 5) (– 3, 5, 2) (– 1, – 3, – 3) (3, – 7, – 8) 

62 (0, – 2, 0) (– 3, 0, – 5) (– 5, – 1, – 4) (– 2, – 2, 1) 

63 (5, – 5, 0) (1, 2, 3) (– 3, – 5, – 3) (10, – 5, – 15) 

64 (– 6, 3, 3) (4, – 3, 1) (– 2, 5, – 5) (– 11, – 9, 4) 

65 (– 4, 1, – 2) (– 3, – 1, – 3) (4, – 2, – 4) (14, 5, – 15) 

66 (4, – 5, – 3) (3, – 2, 1) (2, 5, 4) (1, – 10, 3) 

67 (5, 1, 1) (3, 3, 3) (5, – 6, 2) (– 9, – 7, 13) 

68 (4, – 5, 1) (3, – 2, – 5) (1, – 5, 1) (11, 6, 11) 

69 (2, 1, 4) (5, 1, 0) (– 5, – 6, 2) (– 3, 2, 2) 

70 (4, – 1, – 2) (3, 0, – 4) (2, – 3, – 2) (– 3, – 11, – 4) 

71 (– 4, 2, 3) (– 2, 0, 3) (– 2, 2, – 5) (11, – 13, 1) 

72 (– 3, 5, 3) (– 4, 5, 1) (– 4, 0, – 5) (– 6, – 11, – 13) 

73 (– 4, 0, 1) (3, 1, 1) (– 5, – 6, – 4) (4, 2, – 2) 

74 (– 2, 3, 4) (3, 3, 2) (5, 3, 3) (– 5, – 11, 1) 

75 (– 3, – 2, – 3) (4, – 2, 0) (0, – 4, – 3) (– 13, – 5, – 15) 

76 (5, – 3, 1) (1, 2, 4) (– 6, – 7, – 7) (3, – 9, 11) 

77 (3, – 5, 0) (3, 4, 0) (3, 0, 5) (14, – 14, – 7) 

78 (0, – 2, 2) (1, 2,  0) (– 3, – 1, – 5) (– 10, 10, – 4) 
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Продовження табл. 2.4-9 

Номер 
варіанта M (Mx, My, Mz) N (Nx, Ny, Nz) P (Px, Py, Pz) S (Sx, Sy, Sz) 

79 (– 4, 5, 4) (0, – 5, – 5) (– 6, 4, 5) (– 2, 0, – 11) 

80 (– 6, – 5, 2) (1, – 4, 0) (0, – 3, – 5) (– 5, – 5, 0) 

81 (3, 3, – 3) (0, 5, 5) (– 6, 0, – 5) (– 6, – 3, 11) 

82 (3, 0, 4) (3, – 1, 4) (4, 1, 0) (8, – 11, 11) 

83 (– 5, – 2, 5) (– 1, 3, 4) (– 7, 4, –3) (– 7, – 6, – 11) 

82 (3, 0, 4) (3, –1, 4) (4, 1, 0) (8, –11, 11) 

83 (–5, –2, 5) (– 1, 3, 4) (– 7, 4, –3) (– 7, – 6, – 11) 

84 (1, –1, –1) (1, 3, –5) (3, 1, 1) (7, 13, 13) 

85 (– 1, 0, – 2) (– 4, 1, – 2) (1, – 5, – 7) (– 2, 3, – 3) 

86 (0, 5, – 1) (– 4, 1, 4) (– 4, 3, 5) (0, – 6, – 6) 

87 (– 2, 3, – 3) (– 1, 0, 0) (5, 3, 5) (14, – 1, – 13) 

88 (2, – 5, – 6) (3, – 3, 3) (2, – 5, 2) (8, 0, 4) 

89 (4, 4, – 1) (0, 0, 3) (2, – 3, 1) (– 10, 5, 3) 

90 (2, 3, – 5) (2, 0, 3) (3, – 1, 4) (2, 7, – 5) 

91 (– 4, – 5, – 3) (1, – 5, 2) (– 5, 4, – 1) (– 12, – 7, – 7) 

92 (–2, 5, – 4) (– 2, 3, – 2) (3, 1, 2) (– 13, 8, 5) 

93 (2, 4, – 4) (4, – 4, – 5) (– 3, 0, 1) (11, – 14, 1) 

94 (5, – 4, 2) (5, 4, 2) (1, 6, 6) (– 7, – 1, – 7) 

95 (3, – 4, – 6) (– 3, 3, – 3) (6, – 1, 1) (– 3, 10, – 4) 

96 (1, 1, – 4) (2, 1, – 2) (3, –2, – 2) (9, – 7, – 1) 

97 (–1, 1, – 3) (2, 1, – 3) (–6, 4, 6) (11, –13, 0) 

98 (– 4, – 6, 0) (0, – 4, 0) (4, –3, –4) (14, 10, 6) 

99 (– 3, 3, 2) (–2, 0, 1) (3, –6, 0) (12, 7, –13) 

100 (– 6, 2, 1) (–3, – 4, – 3) (4, 3, – 1) (–5, –6, 1) 

101 (– 3, 3, – 1) (–4, 1, –4) (–7, –3, – 5) (7, 11, – 14) 

102 (– 4, – 1, – 2) (3, –4, – 1) (3, – 1, 2) (– 15, 10, 2) 

103 (0, 2, 0) (3, –3, 4) (3, –7, – 6) (5, –3, 7) 

104 (– 1, 0, – 1) (4, 0, – 6) (– 2, 5, 2) (– 2, 8, 0) 
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Закінчення табл. 2.4-9 

Номер 
варіанта M (Mx, My, Mz) N (Nx, Ny, Nz) P (Px, Py, Pz) S (Sx, Sy, Sz) 

105 (– 2, 0, – 3) (1, – 4, 1) (1, – 4, – 2) (– 6, 4, – 15) 

106 (– 6, – 1, 0) (4, 4, – 5) (– 3, – 2, – 3) (0, 0, 11) 

107 (0, – 2, –2) (2, 1, 3) (5, – 4, – 2) (8, – 6, – 10) 

108 (0, – 5, 0) (– 5, – 4, – 1) (4, – 5, 0) (12, – 1, 7) 

109 (0, – 2, 3) (3, – 3, 1) (– 4, 0, 3) 4, – 10, – 11) 

110 (2, 1, – 2) (2, – 5, 2) (2, 5, – 1) (– 13, 7, – 13) 

111 (– 2, 5, – 4) (0, 0, – 2) (– 3, 2, – 4) (– 13, 8, – 6) 

112 (– 5, 0, 1) (– 5, 3, – 2) (– 1, – 6, – 4) (– 11, 11, – 10) 

113 (– 3, 3, – 5) (– 4, – 5, – 1) (– 3, – 1, –7) (1, 10, – 6) 

114 (1, 0, 0) (0, – 1, – 5) (– 1, 0, 5) (– 9, 11, – 15) 

115 (– 4, 2, 3) (3, – 1, – 4) (4, 2, – 2) (– 8, 7, – 8) 

116 (3, 1, 4) (– 4, 3, 1) (– 1, 1, 4) (– 10, – 4, 9) 

117 (4, – 2, 0) (– 1, – 5, – 1) (4, 6, – 5) (– 2, – 2, – 8) 

118 (– 3, 0, 5) (– 2, – 2, 0) (– 5, – 7, 3) (7, 2, 3) 

119 (3, 0, 4) (1, – 3, – 1) (– 6, 1, 6) (– 1, 2, – 2) 

120 (1, – 4, – 5) (1, – 6, – 6) (– 6, – 4, 1) (5, 8, 6) 

 



Розділ 3. ВСТУП ДО МАТЕМАТИЧНОГО АНАЛІЗУ 

Задача 3. 1. За даними табл. 3.1 знайти границю:  
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Таблиця 3.1 

Номер 
варіанта х0 А1 В1 С1 D1 F1 А2 В2 С2 D2 F2 

1  0 1 – 100 0 1 0 200 0 15 0 

2  5 1 0 3 – 1 2 0 3 1 1 

3  2 0 – 7 4 0 0 105 7 2 – 5 

4 2 0 0 1 – 4 1 0 0 0 2 1 

5 3 0 0 1 0 – 9 0 0 1 – 2 – 3 

6  1 4 0 3 5 7 0 0 – 1 – 1 

7  9 – 1 8 0 6 0 2 15 0 11 

8  0 21 10 0 – 17 25 0 7 – 8 – 3 

9  0 1 – 3 3 – 1 0 2 3 0 1 

10 – 1 0 1 1 – 1 – 1 0 1 1 1 1 

11 0,4 0 5 – 2 5 – 2 5 – 2 – 5 2 0 

12  100 10 17 0 – 1 20 – 3 4 – 1 – 1 

13  12 3 – 1 0 7 4 – 2 –17 0 3 

14 – 1 0 0 1 – 1 – 2 0 1 0 0 1 

15  0 92 3 – 4 0 4 0 25 2 1 

16 – 1 0 0 1 0 – 1 0 0 1 3 2 

17 2 0 2 – 2 1 1 0 1 – 1 3 – 3 

18  2 3 – 1 0 1 1 7 4 5 2 

19  0 – 9 5 6 0 0 3 – 4 5 1 

20  27 2 3 – 1 – 1 9 – 2 4 6 9 

21  0 0 1 – 1 1 0 2 0 3 – 1 

22 – 3 0 1 5 3 – 9 0 1 8 21 18 

 70
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Продовження табл. 3.1 

Номер 
варіанта х0 А1 В1 С1 D1 F1 А2 В2 С2 D2 F2 

23  8 0 2 3 7 4 1 – 1 12 9 

24  0 0 1 – 1 3 0 0 5 – 2 4 

25  0 2 0 7 9 0 1 2 – 10 12 

26  17 0 – 3 4 29 1 21 18 2 – 3 

27 2 0 0 1 – 5 6 0 0 1 12 20 

28 0 1 1 0 0 0 1 – 2 0 0 0 

29  10 0 2 7 1 5 3 2 0 1 

30 1 0 0 – 1 2 – 1 0 1 – 1 – 1 1 

31  0 1 27 3 9 7 21 11 0 9 

32  5 2 3 9 6 1 2 4 8 1 

33  0 0 1 0 1 0 2 6 3 4 

34  8 2 4 1 3 0 4 2 8 1 

35  49 – 70 – 3 20 4 16 2 5 1 7 

36 1 0 1 – 3 3 – 1 0 1 2 – 1 – 2 

37 – 3 0 1 9 27 27 0 1 3 – 4 – 12 

38 – 1 0 0 2 1 – 1 0 0 1 – 6 7 

39 1 0 1 0 0 – 1 0 0 0 1 – 1 

40  0 6 0 – 2 1 0 1 0 – 2 5 

41  10 1 3 1 1 2 – 4 6 – 3 1 

42  0 7 2 3 6 0 4 9 8 5 

43  – 3 1 12 1 5 1 6 11 2 8 

44 1 1 0 0 – 2 1 0 1 0 – 2 1 

45 1 0 0 1 4 – 5 0 0 1 0 – 1 

46  7 2 – 3 – 6 3 1 – 2 4 5 7 

47 2/3 0 0 9 – 12 4 0 27 0 0 – 8 

48 – 2 0 1 1 – 4 – 4 0 0 0 2 4 
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Продовження табл. 3.1 

Номер 
варіанта х0 А1 В1 С1 D1 F1 А2 В2 С2 D2 F2 

49 2/5 0 5 – 2 5 – 2 5 – 2 – 5 2 0 

50  13 7 4 1 3 1 0 2 7 8 

51 2 0 5 0 0 40 0 – 1 –3 4 12 

52  23 2 1 3 – 1 1 2 4 2 7 

53  17 3 1 0 1 2 1 4 5 7 

54  0 2 17 3 1 2 5 6 8 3 

55  21 0 1 3 7 0 8 7 9 6 

56 1 1 – 1 3 – 2 – 1 0 0 1 5 – 6 

57 – 5 1 7 10 1 5 0 0 1 – 1 – 30 

58  12 3 2 1 7 7 – 2 – 4 5 6 

59 3 2 – 5 – 3 1 – 3 0 0 1 4 – 21 

60  17 – 21 3 2 7 1 – 3 – 1 5 4 

61  0 16 7 9 12 0 8 9 6 1 

62  5 2 21 3 1 2 3 9 6 8 

63 – 1 0 1 0 – 8 7 0 0 1 6 – 7 

64 2 0 3 – 4 – 5 2 0 0 2 – 1 – 6 

65  – 10 – 1 6 5 0 1 – 2 – 14 2 7 

66  25 – 3 4 7 1 5 – 4 5 – 1 1 

67  11 – 5 – 9 3 2 5 – 3 – 1 2 1 

68  12 7 3 2 7 4 5 – 3 – 8 6 

69  0 3 2 8 6 5 2 3 1 7 

70  51 20 – 17 3 10 0 7 21 3 – 10 

71 5 2 – 10 – 1 6 5 0 1 – 2 – 14 – 5 

72 – 4 0 2 9 3 – 4 0 7 33 18 – 8 

73 1 0 3 – 4 3 – 2 0 0 2 5 – 7 
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Закінчення табл. 3.1 

Номер 
варіанта х0 А1 В1 С1 D1 F1 А2 В2 С2 D2 F2 

74 – 3 2 7 3 1 3 0 0 1 10 21 

75  0 2 7 5 3 1 9 8 6 12 

76  27 3 2 6 9 0 8 6 12 3 

77  19 21 3 4 7 1 12 16 4 2 

78  53 27 11 20 0 0 19 1 0 3 

79  0 11 1 2 3 11 0 1 3 1 

80 7 1 – 5 – 14 – 1 7 0 0 2 – 9 – 35 

81 – 0,5 0 0 6 19 8 0 0 10 13 4 

82 – 3 1 5 6 3 9 2 6 1 4 3 

83  2 5 3 1 4 1 2 0 1 2 

84  7 1 3 2 1 2 15 3 0 1 

85  12 4 1 5 7 4 3 0 9 10 

86  0 2 8 13 17 15 0 13 11 0 

87  19 11 5 3 1 0 19 2 11 0 

88  23 21 29 17 1 1 17 29 23 21 

89 – 1/3 0 0 21 25 5 0 0 6 5 1 

90 2 3 – 6 1 – 3 2 1 4 – 14 – 2 4 

91  29 13 2 7 1 10 3 4 0 1 

92  0 5 7 9 17 0 2 3 4 8 

93  12 4 5 6 0 4 6 3 5 7 

94 – 1 2 3 1 – 3 – 3 3 3 – 1 0 1 

95 2 2 – 4 3 8 4 0 0 7 – 13 – 2 

96  7 3 12 4 5 1 2 13 9 8 

97  0 16 17 0 1 0 8 11 14 5 

98  25 11 6 7 0 10 0 12 4 3 

99 0,5 0 0 10 – 3 – 1 0 0 8 2 – 3 

100 5 0 1 – 2 – 16 5 0 2 11 8 – 15 
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Задача 3.1-1. За даними табл. 3.1-1 знайти границю .
)(

)(
lim

xg

xf
x 

 

Таблиця 3.1-1 

Номер 
варіанта  f (x) g (x) 

1 0 tg x – sin x x3 

2 0 xx  11  4x 

3 0 1 – cos x x2 

4 0 11  x  x 

5 0 1 + sin x – cos x 1 – sin x – cos x 

6 0 113 2 x  x2 

7 0 tg x 3 2)cos1( x  

8 – 8 3 x1  32 x  

9 0 tg x – cos x + 1 х 

10 0 33 11 xx   х 

11 0 sin2x xxx cossin1   

12 9 9 – x 3x  

13 0 sin 3x 22 x  

14 – 4 xx  412  x2 + 2x – 8 

15 0 1 – cos 3x x2 

16 2 x3 – 2x2 – x + 2 33 2 13  xx  

17 0 tg 3x – sin 3x 27 x3 

18 0 112 x  242 x  

19 2 x2 – 4 sin (x – 2) 

20 0,5 arcsin (1 – 2x) 4x2 – 1 

21 /2 sin x – sin2 x cos2 x 



Продовження табл. 3.1-1 

Номер 
варіанта  f (x) g (x) 

22 0 1 – cos m x x2 

23 2 sin (x – 2) x2 – 4 

24 – /4 sin  + sin 5  cos  + cos 5  

25 0 1 – cos 2x + tg2x x sin x 

26 – 1 xx 232   x + 1 

27 0 cos (x + 3) – cos (x – 3) x 

28 1 13 x  3233 2  xx  

29 0 tg x – sin x x3 

30 1 1x 13 x4   

31 /4 xcos22   





 


4

sin x  

32 0 x 33 88 xx   

33 0 tg x – sin x sin3x 

34 0 11 2  xx  x 

35 0 tg 2x – tg x sin 2x – sin x 

36 2 352 x  x3 – 8 

37 2 332 x32 x  3 2 2xx   

38 /2 1 – sin x 1 + cos 2x 

39 0 x6tg2  x4cos1  

40 0 xx  xx 2  

41 0 x
x

4sin
2

sin   2x2 

42 4 x – 4 312 x  

43 2 sin 2x – 2 tg x cos x – 1 
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Продовження табл. 3.1-1 

Номер 
варіанта  f (x) g (x) 

44 1 sin (x – 1) 252 x  

45 0 42  x  sin 2x 

46 3 472 x  x2 – 5x + 6 

47 0 tg 3x – sin 3x 27 x3 

48 0 112 x  242 x  

49 2 x3 – 2x2 – x + 2 33 2 13  xx  

50 0 1 – cos 2x sin 2x 

51 4 6 xx  65  xx  

52 0 xx 2131 4   x2 + x+ 2x3 

53 1 13 x  3233 2  xx  

54 0 (x2 + 3x – 1) tgx x2 + 2x 

55 1 (x2 – 4x + 3) sin (x – 1) (x – 1)2 

56 – 1 132 x  25  x  

57 0 121  x  sin x 

58 3 xx 293   x – 3 

59 0 sin x – tg x x3 

60  tg x sin 2x 

61 /4 sin x – cos x cos 2x 

62 0 x 131  x  

63 a xax   x – a 

64 1 1x 1x3   

65 0 113  mx  x 
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Продовження табл. 3.1-1 

Номер 
варіанта  f (x) g (x) 

66 0 xx  11  x 

67  xx tg1tg1   sin 2x 

68  xcos1  sin x 

69 7 32  x  x2 – 49 

70 /4 sin2x – cos2x – 1 cosx – sinx  

71 0 1 – cos2x + tg2x xsinx 

72 0 xxx cossin1   sin2x 

73  
2

cos
x

 
x –  

74 – 1 cos (x + 1) 13 x  

75 /2 x2cos1  x2  

76 4 x – 4 xx  71  

77 – 1 xx  810  x + 1 

78 0 112 x  4162 x  

79  sin2x – sin2 x –  

80  sin2x 2cos1 2  x  

81 0 112 x  243 x  

82 0 tg2x sin5x 

83  cos2x – cos2 x –  

84 0 113 2  x  x2 

85 1 sin (1 – x) 1x  

86 0 1 – cosx 
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 11  xx  



Закінчення табл. 3.1-1 

Номер 
варіанта  f (x) g (x) 

87 0 x 1214  x  

88 /4 tg x x – /4 

89 0 3sinx + sin2x sin2x – sin3x 

90 0 sin2x – 2sinx (cos2x – 2cosx)x2 

91 0 1 – cos4x (1 + cos4x)x2 

92 1 323 xx  213 x3 5   

93 0 xx  113 x3

  

94 0 x3 3 3 11  x  

95 0 3 2)cos1( x  tg x 

96 – 8 3 x2  31  x  

97 2 33 2 13  xx  x3 – 2x2 – x + 2 

98 /2 cos2x sin x – sin2x 

99 0 x sin x 1 – cos 2x + tg2x 

100 0 sin 2x – sin x tg 2x – tg x 

Задача 3.1-2. За даними табл. 3.1-2 знайти границю .  )(lim )(x

x
x 




Таблиця 3.1-2 

Номер 
варіанта   (x)  (x) 

1 0 1 – 2x 1/x 

2  (x + 1)/x x 

3  (x + 3)x 5x – 2 

4  (2x + 1)/(2x + 3) x + 1 

5  (2x + 3)/(5x – 1) x + 3 
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Продовження табл. 3.1-2 

Номер 
варіанта   (x)  (x) 

6  (x2 + 2)/(x2 + 1) x2 

7  (5x2 + 1)/5x2 x  

8  (x2 + 1)/(x2 – 1) x2 

9  (2x + 7)/(x – 1) x 

10  (3x – 4)/(3x + 2) (x + 1)/3 

11  (x + 1)/(2x – 1) x 

12  (2x + 1)/(x – 1) x 

13 0 1 + sin2x 1/sin x 

14  1 + 1/x2 x 

15 0 2x + 1 5/x 

16 /4 tg x 1/sin 





 


4

x  

17  (5x3 + x2 – 1)/(5x3 – x2 + 1) x2 

18 0 1 – 4x (1 – x)/x 

19  (7x – 1)/(7x + 3) 5x 

20 0 cos x ctg2x 

21 /4 sin 2x tg22x 

22 0 1 + tg x ctg x 

23 0 1 + 2x 1/x 

24 0 1 + 3 tg2x ctg2x 

25  (2x – 1)/(2x + 1) 2x 

26 0 1 + sin x cosec x 

27  (x2 – 2x + 1)/(x2 – 4x + 2) x 

28 0 sin x tg x 

29  1 + 3/x x 

30 0 x x 
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Продовження табл. 3.1-2 

Номер 
варіанта   (x)  (x) 

31 1 x 1/(1 – x) 

32 0 Е 2x + x 1/x 

33  xxx  32

 1 

34 0 1 – sin2x ctg2x 

35  (3x2 + 2x – 1)/(3x2 – 2x + 1) 6x 

36  (7x2 + 3)/x2 x4 

37 0 







2

4sin11/sin 22 x
/x

 
1 

38 1 
2

 tg)(1
x

x


  1 

39 0 ctg 7x  sin 5x 1 

40  1 + 2x 1/x 

41 /4 tg x tg 2x 

42 – 2   )2(2) + (arcsin 2 xx/x   1 

43 2 (2x – 3)/(x – 1) 1/(x – 2) 

44  (3x + 2)/(3x + 7) 1/x 

45 0 1 – tg x cosеc x 

46  xxx 41 22   1 

47  xxxx  22 1  1 

48 /2 cos x ctg x 

49  (2x – 3)/(2x + 1) x – 7 

50  (4x2 – 2x + 1)/(4x2 – 3x – 1) x + 3 

51 0 (x – arctg x) / x2 1 

52 1 (ln x) / (1 – x2) 1 

53 0 (е 5x + x) 1 / x 
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Продовження табл. 3.1-2 

Номер 
варіанта   (x)  (x) 

54  (x2 + 1) / x2 x2 

55  (x2 – 1) / (x2 + 1) x2 

56 /6 sin 3x tg2 3x 

57 0 1 – sin2x 1 / sin x 

58 0 (ln x) / ctg x 1 

59 0 2x + 1 10 / 2x 

60  




  xxx 12  1 

61  (5x + 1) / (5x – 1) x – 3 

62 0 2x + 1 1 / (x2 + x) 

63 0 1 – tg x ctg x 

64 0 1 – 3 tg2x ctg2x 

65  (7x + 3) / (7x – 3) 10x 

66 0 
x

x
1

cos3  1 

67 0 1/x – 2 / (xе x + x) 1 

68  1 + 7x 1/x 

69  (x2 + 4x – 1) / (x2 – 3x + 2) x(2 + x) 

70  
2

sin 2 x
 – ctg x 

71  (2 x2 + 1) / (x2 – 1) x2 

72  (4x3 + 2x – 1) / (5x3 – 2) 3x – 1 

73  x(ln(3x + 4) – ln 3x) 1 

74  (2x + 3) (ln (x + 2) – ln x) 1 

75  1 + 7 / (x2 – 1) x2 – 1 

76 0 1 – 2x2 1 / x2 

77  (x2 – 3x – 1) / (x2 + 3x +1) (x2 + 3x + 1) / x 
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Закінчення табл. 3.1-2 

Номер 
варіанта   (x)  (x) 

78 /8 sin 4x 1 / cos 4x 

79  (x3 – 2x2 + 1) / (x3 + 2x2 – 1) (x3 + 2x2 – 1) / x2 

80  (4x – 1) / (4x + 7) x – 10 

81 0 1 – sin x cosec x 

82  (5x2 + 11) / (5x2 + 2) x  

83 0 1 – sin2 x 1/sin x 

84  1/x tg x 

85  










1
arctg4/

x

x
x  1 

86 /2 1 – cos x 1/sin 2x 

87 0 1 – 3 tg2 x ctg2 x 

88  (5x + 7) / (5x – 7) 2x 

89 0 xex   1/x 

90 /2 2x tg x – /cos x 1 

91  12  xxx  1 

92 0 сos x ctg2 x 

93 /4 sin 2x tg2 2x 

94 0 1 – 9x (1 – x) / x 

95  (x2 – 2x – 1) / (x2 + 2x – 1) (x2 + 2x – 1) / x 

96 0    xxx 11ln 2   1 

97 /2 tg x 2x –  

98  (3x – 4) / (3x + 2) (x + 1) / 3 

99   1/1 xex  1 

100 0 x sin x 
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)(xfy Задача 3.2. За даними табл. 3.2 дослідити функцію на  
неперервність. Знайти точки розриву, якщо вони існують. Дослі-
дити їхній характер і побудувати схематично графік функції. 

Таблиця 3.2 
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рі
ан
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f (x) 
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f (x) 
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
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
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Продовження табл. 3.2 
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Закінчення табл. 3.2 
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Розділ 4. ДИФЕРЕНЦІАЛЬНЕ ЧИСЛЕННЯ 

Задача 4. Крива другого порядку задана рівнянням: 

 86

.022 332313  ayaxa2
2212

2
11  yaxyaxa  

За даними наведеними в табл. 4 визначити тип цієї кривої, за-
писати її канонічне рівняння і побудувати.  

Таблиця 4 

Н
ом

ер
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рі
ан
та

 

a11 a12 
a2

2 
a13 a23 a33 

Н
ом

ер
  

ва
рі
ан
та

 

a11 a12 a22 a13 a23 a33 

1 1 – 2 3 – 1 0 1 51 0 1 3 1 – 3 5 

2 3 – 1 3 2 2 – 4 52 21 1/2 – 10 0 0 0 

3 5 12 – 1 2 – 2 – 1 53 1 – 2 4 5 – 10 25 

4 0 – 3 0 0 1 3 54 1 2 4 – 3 – 3 0 

5 – 5 – 2 1 5/2 – 1/2 0 55 4 – 2 1 2 – 1 1 

6 2 5/2 –3 – 3/2 5/2 – 2 56 1 1 1 – 4 0 4 

7 1 – 1 1 – 2 – 3 3 57 1 – 1 – 3 – 2 – 3 3 

8 3 1 3 3 – 1 – 5 58 32 30 7 – 8 – 1 1 

9 4 – 2 1 6 – 3 9 59 2 – 3 5 – 1 1 – 10 

10 1 0 0 3 – 4 1 60 0 5 – 2 3 2 21 

11 1 1 1 – 5/2 – 7/2 6 61 1 5/2 – 14 0 0 0 

12 7 2 2 – 20 – 16 5 62 1 1/2 1 – 1 – 2 – 12 

13 1 – 1 1 ½ –1 3 63 1 – 2 3 1 – 1 0 

14 1 – 1 1 – 5/2 – 7/2 6 64 2 – 2 1 – 1 3 – 3 

15 2 – 3/2 – 1 3/2 1 0 65 0 – 1/2 1 – 5/2 7/2 10 

16 1 4 4 – 3 – 1 1 66 3 1 2 3/2 – 2 0 

17 1 1 1 1 1 – 4 67 1 – 3/2 1 0 1 1 

18 8 0 – 3 1 – 5/2 1 68 3 7/2 5 2 5/2 1 

19 1 – 1 2 – 2 – 3 29 69 9 – 6 2 – 4 0 0 

20 9 – 3 1 1 0 – 7 70 1 0 0 – 1/2 ½ 0 

21 1 – 1 0 1 1 1 71 5 12 – 1 2 0 1 

22 1 1/2 1 – 1 2 – 12 72 2 2 – 3 – 1 1 – 2 
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Закінчення табл. 4 
Н
ом

ер
  

ва
рі
ан
та

 

a11 a12 
a2

2 
a13 a23 a33 

Н
ом

ер
  

ва
рі
ан
та

 

a11 a12 a22 a13 a23 a33 

23 9 – 6 4 – 8 1 0 73 3 1 3 3 – 1 – 5 

24 1 – 1 1 – 2 – 3 3 74 1 0 0 –1/2 – 1 3 

25 6 – 2 9 – 2 –16 – 6 75 3 – 1 3 2 2 – 4 

26 1 – 1 – 2 – 2 – 3 3 76 1 0 – 1/2 – 1/2 1/2 0 

27 1 – 1 1 1 – 3 0 77 3 7/2 5 2 5/2 1 

28 1 1 1 1 1 – 4 78 2 5/2 – 3 – 3/2 – 25/4 – 2 

29 9 – 3 1 – 3 1 0 79 1 – 1 – 3 – 2 – 3 3 

30 1 0 1 – 2 – 3 0 80 1 1 1 – 5/2 – 7/2 6 

31 0 0 2 4 6 – 3 81 2 5/2 – 3 3/2 8 0 

32 1 – 2 4 1 – 1 – 1 82 1 3 9 0 9 0 

33 5 6 0 – 11 – 6 – 19 83 2 – 1/2 – 1 –15/2 – 3/2 18 

34 3 5 7 2 1 1 84 1 5/4 1 – 5/2 – 7/2 6 

35 1 – 1 2 – 2 – 3 3 85 0 1/2 – 1 – 1 3/2 – 1 

36 3 – 3 5 – 2 – 3 10 86 3 – 7/2 2 – 2 3 – 5 

37 9 12 16 –20 15 0 87 1 2 0 –2 –1/2 4 

38 1 – 1 – 2 – 2 – 3 – 13/3 88 2 5/2 – 3 3/2 8 – 5 

39 3 1 – 1 4 5 14 89 1 1/2 1 1 3/2 – 3 

40 0 – 1/2 1 5/2 7/2 10 90 6 – 1/2 0 – 1 2 0 

41 3 – 2 4 – 1 – 2 2 91 2 – 2 5 – 4 0 6 

42 1 3 9 2 6 – 5 92 1 5/3 1 – 5/2 – 7/2 6 

43 3 – 1 3 2 2 – 4 93 2 2 5 – 4 0 6 

44 5 2 8 – 16 – 28 80 94 1 – 1 2 – 2 – 3 3 

45 1 – 1/2 – 1 – 1/2 – 1/2 0 95 6 – 1/2 – 1 5/2 – 3/2 2 

46 9 – 2 6 3 – 4 2 96 2 2 3 – 3/2 – 3/2 0 

47 1 3 1 3 1 – 1 97 1 1/2 1 1 3/2 – 3 

48 5 – 3/2 1 – 3/2 1 – 5 98 3 1 2 3/2 – 2 0 

49 2 – 2 5 – 8 0 3 99 1 – 1 1 – 2 – 3 3 

50 1 – 1 2 – 2 – 3 3 100 3 – 7/2 2 3 – 2 – 5 
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xyЗадача 4.1. За даними табл. 4.1 знайти похідну   функції 
     .ubaxf y

Таблиця 4.1 

Номер 
варіанта f (x)  (x)  (x) u (x) a b 

1 xscoarc  sin x x x2 2 3 

2 tg 2x sin x x2 x 1 2 

3 3x tg x x x  3 4 

4 sin 5x x2 x x 2 3 

5 7 x arccos x x 7x 1 2 

6 3sinarc x  tg x 3x x 2 1 

7 x3 arcsin x x  2x 3 1 

8 4x sin x 5x 6x 2 1 

9 arctg x sin x 2x x5  2 1 

10 arccos x tg x 3x x  5 6 

11 x2 tg x 2x sin 2x 3 2 

12 x x2 5x ln x 2 1 

13 x–5 tg x 2x cos (7x + 1) 6 7 

14 x–2 x2 3x x7cos  2 3 

15 x–3 x3 ln (3x + 5) x  2 1 

16 x7 x–1 x2 sin (7x + 5) 3 1 

17 xsin  x–2 x5 tg 8x 4 2 

18 xgctarc  x–2 x4 tg 9x 5 2 

19 xnsiarc  x3 x2 ln (3x + 2) 2 5 

20 (3 + 2x)2 tg x 7x x2  4 1 

21 6x + 5 cos x 7x x7  2 1 

22  x 52 x  xtgarc 15 x  2 3 



Продовження табл. 4.1 

Номер 
варіанта f (x)  (x)  (x) u (x) a b 

23 x–5 xgctarc  x3 3x + 1 5 6 

24 x–6 x2 ln 8x 5x + 1 2 3 

25 x2arctg  arcsin x x 3x 3 6 

26 5x arccos x x2 7x + 2 1 2 

27 x–5 x2 sin 2x 3x + 2 3 4 

28 x–4 x3 cos 2x 13 x  2 1 

29 x–2 x5 sin 7x cos 2x 3 4 

30 3x x2 cos 8x x3  2 1 

31 sin (3x + 2) x–1 cos 8x 25 x  6 2 

32 cos (4x + 5) x–2 sin 9x x  6 3 

33 (2x)x sin x sin x x  2 1 

34 3)5( x  32 x  x + 4 2x + 3 3 4 

35 sin x + cos x x–5 cos 8x x 2 3 

36 sin 7x sin 7x x 52 x  3 4 

37 (3x + 2)3 2x + 5 7x + 4 tg 8x 3 2 

38 54 x  27 x  sin 8x 5x + 3 8 1 

39 (3x)2 ctg 9x ln 2x x2 1 1 

40 3x2 + 2 x (6x)2 3x 2 3 

41 cos 9x + 1 cos 9x 3x 65 x  4 3 

42 x3 + 2 x–2 4x + 1 sin 8x 3 7 

43 (4x + 5)–6 2x + 3 8x + 1 ctg 9x 3 4 

44 (3x + 5)2 x–1 sin x sin x 3 1 

45  x–2 3x + 1 xxx  +  arcsin  2 3 

46 4x2 + 2 x (8x)2 7x 4 3 
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Продовження табл. 4.1 

Номер 
варіанта f (x)  (x)  (x) u (x) a b 

47 (4x + 1)3 x–5 tg x 3x + 4 2 1 

48 
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 76x  43 x  2x + 1 3x 7 10 

49 32x + 1 arcsin x arcsin 8x 2x + 5 4 2 

50  x–5 ln (3x + 2) 1x23  xx  2 1 

51 (4x + 1)2 sin 7x tg 9x x  1 2 

52 sin 9x + 6 sin 9x cos 9x 12 x  3 2 

53 tg x + ctg x x–3 sin 8x x  2 1 

54 sin 7x + 8 sin 8x 13 x  2x + 1 3 4 

55 x3 + 5 x–3 sin 8x 3x + 1 2 3 

56 x x + arccos  x–1 3x +5 4x + 2 3 1 

57 27x x–2 sin 8x 5x + 3 1 4 

58   3
62


x 3x 2x + 7 4x + 2  8 10 

59 (2x + 1)–2 x2 cos 4x 12 x  2 3 

60 tg 9x + 5 ctg 9x x2 (3x + 2)2 4 1 

61 xsin  x– 6 arcsin x 4x + 3 2 1 

62 cos 5x + 3 cos 7x 12 x  3x + 4 3 2 

63  x–2 3x + 1 xxx +  arctg  3 2 

64 7sin x x–3 5x + 7 12 x  1 3 

65 (5x)2 tg x ctg x 3x +1 3 1 

66 cos 5x + 6 cos 3x 13 x  4x + 1 2 1 

67   4
57


x x3 4x + 5 2x + 1  8 9 

68 sin 8x x–1 sin x + cos x x2  3 1 

69  x–5 tg x xxx 8sin  2 3 



Продовження табл. 4.1 

Номер 
варіанта f (x)  (x)  (x) u (x) a b 

70 xx 3  x–2 ln x 4x + 5 2 1 

71 (x + 5)6 tg 2x ln x x2 2 4 

72 5cos 3x x–3 sin 8x 5x + 1 3 1 

73 x x + arctg  2x + 6 7x + 3 x3 3 4 

74 cos 5x + 6 sin 5x 12 x  3x + 2 3 1 

75 (8x)2 3x + 4 5x + 6 x 2 1 

76  x–3 4x + 1 x2tgarc xx   3 4 

77  x3 x arcctg x arcsin  4x + 1 7 6 

78 (2x + 3)3 4x + 1 sin 8x x  2 4 

79 5ctgarc xx   x–2 cos 9x 3x + 1 2 1 

80   4
2


x59 x  5x + 3  x2 7 10 

81 (3x)2 cos x cos x x  3 2 

82 12  xx  x–2 ln x 7x + 5 2 1 

83 x sin 7x ctg 9x x arcsin  2 3 

84  tg 4x xx 3tg 12 x  7x + 2 10 1 

85 arccos 3x x3 x arcsin  7x + 3 10 9 

86 tg 9x x–2 tg x + ctg x 3x +2 3 7 

87 ctg2(3x +5) x–1 sin2(7x +5) x + 3 2 1 

88 4x3 + 1 x–5 xsin  2x + 1 2 1 

89 xx tg  x5 7x + 2 4x + 3 4 3 

90 xsin4(2x + 3) 121) + ( 3  xx  sin 8x 2 1 

91 (3x)2 sin 9x x–1 3x 1 4 

92 13 x tg 5x xx +  25ctg  2x 7 1 
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Закінчення табл. 4.1 

Номер 
варіанта f (x)  (x)  (x) u (x) a b 

93 arccos 4x 2x + 1 tg x 2x 5 4 

94 ctg 9x x (3x)x 2x 1 1 

95 17  xx  x–2 sin 8x 3x + 1 2 1 

96 (5x + 4)6 sin 8x x5  3x 4 2 

97   3
52


x  3x + 2 ln 3x x2 9 10 

98 xx ctg  x5 2x + 3 3x + 1 3 4 

99  x3 x arcsin x arcsin  2x 3 4 

100 (2x)2 ctg x x3 7x + 2 1 1 

Задача 4.2. За даними табл. 4.2 дослідити функцію 
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dcx

baxx
y





2

 та побудувати її графік. 

Таблиця 4.2 

Номер  
варіанта a b c d Номер 

варіанта a b c d 

1 2 17 1 4 51 2 49 – 1 – 2 

2 2 25 1 2 52 2 37 – 1 – 1 

3 3 51 – 1 – 2 53 3 21 – 1 – 4 

4 4 25 – 1 – 4 54 5 30 – 1 1 

5 2 33 1 – 1 55 6 57 1 2 

6 5 12 1 – 3 56 8 16 – 1 – 1 

7 8 41 1 4 57 6 25 1 3 

8 6 34 – 1 – 3 58 7 59 – 1 – 2 

9 7 37 1 4 59 6 41 – 1 – 1 

10 5 11 – 1 2 60 5 8 1 1 

11 2 17 – 1 – 4 61 2 65 1 1 

12 2 61 1 – 1 62 2 61 – 1 1 
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Продовження табл. 4.2 

Номер  
варіанта a b c d Номер 

варіанта a b c d 

13 3 66 1 1 63 3 36 1 3 

14 5 15 – 1 – 2 64 5 35 – 1 – 2 

15 2 33 – 1 1 65 6 57 – 1 – 2 

16 6 33 1 4 66 8 16 1 – 1 

17 8 41 – 1 – 4 67 6 25 – 1 – 3 

18 6 44 1 2 68 7 70 1 1 

19 7 37 – 1 – 4 69 6 57 1 – 1 

20 5 11 1 – 2 70 5 22 – 1 2 

21 2 33 1 3 71 2 65 – 1 – 1 

22 2 17 – 1 – 1 72 2 17 1 1 

23 3 66 – 1 – 1 73 3 36 – 1 – 3 

24 5 20 1 1 74 5 35 – 1 2 

25 2 41 1 – 2 75 6 69 1 1 

26 6 33 – 1 – 4 76 8 16 – 1 – 1 

27 8 27 – 1 1 77 6 33 12 2 

28 6 44 – 1 – 2 78 7 70 – 1 – 1 

29 7 48 1 3 79 6 57 – 1 1 

30 5 10 – 1 1 80 5 22 1 – 2 

31 2 33 – 1 – 3 81 2 13 1 3 

32 2 25 – 1 – 2 82 2 9 1 2 

33 3 16 1 3 83 3 51 1 2 

34 5 20 – 1 – 1 84 5 13 1 1 

35 2 41 – 1 2 85 6 69 – 1 – 1 

36 6 45 1 3 86 6 33 – 1 – 2 

37 8 29 1 – 2 87 7 37 1 3 

38 6 54 1 1 88 7 37 – 1 – 3 

39 7 48 – 1 – 3 89 6 24 1 2 
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Закінчення табл. 4.2 

Номер  
варіанта a b c d Номер 

варіанта a b c d 

40 5 10 1 – 1 90 5 19 – 1 1 

41 2 49 1 2 91 2 13 – 1 – 3 

42 2 37 1 2 92 2 9 – 1 – 2 

43 3 21 1 4 93 4 25 1 4 

44 5 30 1 – 1 94 5 13 – 1 – 1 

45 6 45 – 1 – 3 95 6 34 1 3 

46 8 29 – 1 2 96 7 46 – 1 – 2 

47 6 54 – 1 – 1 97 7 26 1 2 

48 7 59 1 2 98 8 56 1 1 

49 6 41 1 1 99 6 24 – 1 – 2 

50 5 8 – 1 – 1 100 5 19 1 – 1 

Задача 4.3. За даними табл. 4.3 знайти гострий кут між дотич-
ними до кривої y = ax2 + bx + c, що проходять через точку М0 (x0; y0). 

Таблиця 4.3 

Номер  
варіанта a b c х0 y0 

Номер 
варіанта a b c x0 y0 

1 1 2 1 2 – 1 51 – 1 – 6 – 9 2 1 

2 1 6 9 – 1 – 1 52 – 2 – 16 – 32 1 3 

3 2 16 32 – 2 – 1 53 – 1 – 4 – 4 1 2 

4 1 4 4 4 – 3 54 – 3 6 – 3 2 1 

5 1 – 8 16 – 3 – 2 55 – 2 20 – 50 4 1 

6 – 2 16 – 32 – 3 3 56 1 2 1 1 – 2 

7 – 3 6 – 3 3 4 57 – 12 16 – 32 – 2 1 

8 1 2 1 – 3 – 2 58 – 3 6 – 3 1 4 

9 1 6 9 – 2 – 1 59 1 – 12 36 – 4 – 1 

10 – 2 20 – 50 – 2 3 60 1 4 4 4 – 1 

11 – 1 – 6 – 9 2 3 61 – 2 – 16 – 32 2 1 
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Продовження табл. 4.3 

Номер  
варіанта a b c х0 y0 

Номер 
варіанта a b c x0 y0 

12 2 16 32 – 1 – 1 62 – 2 20 – 50 3 6 

13 1 4 4 3 – 3 63 1 2 1 – 2 – 2 

14 1 – 8 16 – 3 – 1 64 1 – 12 36 – 5 – 2 

15 – 2 16 – 32 – 2 4 65 1 – 8 16 – 2 – 1 

16 1 2 1 2 – 2 66 1 18 81 – 3 – 3 

17 – 3 6 – 3 3 3 67 1 6 9 – 4 – 1 

18 – 2 20 – 50 – 2 2 68 – 1 – 4 – 4 1 3 

19 – 1 – 6 – 9 2 2 69 2 16 32 2 – 1 

20 – 2 – 16 – 32 1 1 70 1 – 8 16 – 1 – 3 

21 1 4 4 4 – 2 71 – 2 20 – 50 3 5 

22 – 3 6 – 3 3 2 72 1 2 1 1 – 3 

23 – 2 20 – 50 4 5 73 – 2 16 – 32 – 1 3 

24 1 2 1 – 3 – 1 74 – 1 – 6 – 9 1 3 

25 1 6 9 – 3 – 1 75 – 3 6 – 3 1 3 

26 2 16 32 4 – 1 76 1 4 4 3 – 1 

27 1 – 8 16 – 2 – 4 77 – 2 – 16 – 32 2 2 

28 – 3 6 – 3 2 4 78 1 – 12 36 – 4 – 3 

29 – 2 16 – 32 – 2 3 79 – 2 20 – 50 3 4 

30 – 2 20 – 50 4 4 80 1 2 1 – 1 – 1 

31 1 – 12 36 – 1 – 1 81 1 6 9 – 1 – 2 

32 1 2 1 2 – 3 82 1 – 8 16 – 1 – 2 

33 – 2 – 16 – 32 1 2 83 – 2 16 – 32 – 1 2 

34 1 6 9 – 2 – 4 84 – 3 6 – 3 1 2 

35 – 1 – 4 – 4 1 1 85 – 1 – 4 – 4 2 1 

36 1 – 8 16 – 2 – 3 86 – 2 – 16 – 32 2 3 

37 – 2 16 – 32 – 2 2 87 – 20 20 – 50 3 3 

38 – 3 6 – 3 2 3 88 1 2 1 – 2 – 1 

39 – 2 20 – 50 4 3 89 1 – 8 16 – 1 – 1 



Закінчення табл. 4.3 

Номер  
варіанта a b c х0 y0 

Номер 
варіанта a b c x0 y0 

40 1 2 1 1 – 1 90 – 2 20 – 50 3 2 

41 2 16 32 3 – 1 91 – 3 6 – 3 1 1 

42 – 3 6 – 3 2 2 92 1 4 4 2 – 1 

43 1 – 12 36 – 2 – 1 93 1 6 9 – 1 – 3 

44 2 28 98 – 5 – 5 94 2 16 32 1 – 1 

45 1 4 4 5 – 1 95 – 2 20 – 50 3 1 

46 – 2 20 – 50 4 2 96 1 2 1 – 1 – 2 

47 – 2 28 – 98 3 4 97 1 – 12 36 – 4 – 4 

48 1 2 1 – 2 – 3 98 – 2 16 – 32 – 1 1 

49 1 – 8 16 – 2 – 2 99 – 1 – 4 – 4 2 2 

50 1 – 12 36 – 3 – 1 100 – 1 – 6 – 9 1 2 

Задача 4.4. За даними табл. 4.1 знайти похідну xy  функції y, 
заданої рівнянням         .xybx  uuaf  
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Розділ 5. ФУНКЦІЇ БАГАТЬОХ ЗМІННИХ 
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 
Задача 5.1. За даними табл. 5.1 знайти повний диференціал 

функції         
     uquh
uq

uh
u 

2

  двох змінних 

х і у. 

xg hxgyfZ  

Таблиця 5.1 

Номер 
варіанта     f (y) g (x) u h (u) q (u) 

1 0 1 1 1 y2 + 5 x2 + x xy arctg u sin u 

2 0 1 1 1 5 y + y sin x2 x + y arctg u cos2 u 

3 1 0 2 1 y7 + y tg (x +7) x2y arctg u sin2 u 

4 0 1 2 2 sin y2 x3 + 5x x2 + y arctg2 u sin3 u 

5 1 1 1 1 y5 + 15y cos3 x xy2 arctg2 u sin u3 

6 1 1 1 1 25y sin x9 x + y + 5 arctg2 u arcsin u 

7 1 0 2 1 15 sin y cos (x + 10) x2 + y2 arcctg u arcsin3 u 

8 1 1 2 1 8y 5 3 8x  x2 + y2 + 9 – arcctg u arcsin2 u 

9 0 1 3 2 ctg2 y ln (x3 + x) x + sin x arccos u 10 2 lnuu   

10 1 1 1 1 y11 xx x9 + 9y arccos u lg (u + u2) 

11 1 1 3 1 ln y 5x + 6 x + y arccos u2 ln u 

12 1 0 2 1 ln y x + 5 xy sin2u log14 u 

13 1 0 0 1 y y 2

log17
2 u 5xx 5x + y sin2u  

14 1 1 0 1 yy 3x + 7 x3 + y3 sin u5 lg (7u2+ u) 

15 1 0 0 1 yln y x + 13x x3y 4 )5(lg uusin   

16 1 0 0 1 y y 2
 14x x2y3 3 cosu  log1/2(u + 5) 

17 1 1 0 1 y10 + 5y x + 7 x2 + y3 cos2 u log3(u
2 + 5) 

18 1 0 1 1 11y + 7 xx lg(xy) 5 sin u cos5 (u + 7) 

19 1 0 1 1 cos y tg x x7y 3
3lg uusin   

                    
 Параметри , , ,  може змінювати викладач. 



Продовження табл. 5.1 

Номер 
варіанта     f (y) g (x) u h (u) q (u) 

20 1 0 0 1 yy x2 + 8 xy 7 utg  log5 (u
2 + 8u) 

21 1 1 0 1 tg y arctg2 x x3y arcsin u log11 u 

22 0 1 1 1 ctg y arcsin x 2 xy3 arccos u 72 u  

23 1 0 1 1 arctg y x3 + 17x y2 + 5x )5(tg u cos2 (u + 1) 

24 1 1 1 1 y2 – x + 7 xy arctg u log5 u 

25 1 1 0 0 25y х3 + 9 х9sin y cos u log7 u 

26 0 1 1 1 y4 + 17y xsin x xy2 sin u cos u2 

27 1 1 0 1 5y + ln y cos x + x x6 + y5 arcsin u2 sin u2 

28 1 1 1 1 arcsin y cos 2x xy2 arccos u cos u3 + u 

29 1 0 1 1 tg2y cos2x x3y arctg u ln u 

30 0 1 1 0 tg y x + ex exy arcctg u ln (5u + u) 

31 1 1 1 1 y8 + 9y ex 2

 sin2(xy) uu 2  ln2 u 

32 2 2 2 3 y 5
2x  cos3 (x2y) 10 7 5uu  log2 u 

33 2 0 2 1 y ex 
  ex + y u9 + u3 cos u + 5 

34 1 0 3 2 2y + 5 e7x x + y2 u2 + 5 sin (u + 7) 

35 1 0 1 1 y15 + y cos x2 xy4 5 arcsinu
2uue   

36 1 0 1 1 y2 + 4 xx xy + 10 arcsin u u5 

37 0 1 1 1 4y x + sin x x + yx2 arccos u2 u7 

38 1 0 1 1 y4 + 5 arcsin x 10xy cos u 7u + 5 

39 1 1 0 1 14 y + y cos x2 yx + 5x arccos u2 5u + u 

40 1 1 1 0 94
2

y  xcos x 10y x2 sin u3 5u + sin u 

41 1 1 1 1 y2 + sin y cos x + x x4 y cos u5 5u 

42 0 1 1 1 sin y2 
2xx  xy5 cos u7 u7 + 7 

43 1 0 1 1 yy cos x xy8 sin u7 17u 

44 1 1 1 1 y14 sin x2 yx 17u sin u2 
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Продовження табл. 5.1 

Номер 
варіанта     f (y) g (x) u h (u) q (u) 

45 1 0 1 1 14y cos x3 xy u17 u2 + 16 

46 1 0 1 1 y12 xsin x xy u2 10u 

47 1 1 0 1 y8 x6 + 8 xy2 u3 eu2

 

48 1 0 1 1 8y 7x + 4 5xy u8 + 9u eu  

49 1 1 1 0 
2y

y  xx 5x2y u4 + 1 eu 

50 1 1 1 1 8y 5x xy2 u7 eu2

 

51 1 1 0 1 y8 5x2 xy u6 cos u 

52 1 0 1 1 cos y2 sin x3 x6 + 8y u2 ecos u 

53 1 1 0 1 y8 cos x4 x9 + 9y 2
2u  cos eu 

54 1 0 1 1 y3 + 4y xx sin x + sin y u2 u  

55 1 1 1 0 y2 + 4 5x + 3 (sin x) y u3 lg u 

56 1 1 1 0 5y3 x + 16 x2y2 u3 + 5 lg (u + 2) 

57 1 1 1 1 4y + 3 (x2 + 4)3 xy (u + 8)5 u  

58 1 0 1 1 ey ex xy + 5 ln u 5u  

59 0 1 1 1 
2ye  x2 + 5 exy + 3 ln u 3 1u  

60 0 1 0 1 yy ex 3

 xy10 lg u 10 2u  

61 0 1 1 0 
2ye  sin (x2 + 4) sin (xy) (5u + 8)4 ln u 

62 1 0 1 1 arcsin y arcsin x x3 + y3 (u8 + 1)2 4 3u  

63 1 1 0 1 y4 + 4 ex 8

 x4 + y4 lg (u +1) 3 8u  

64 1 0 1 1 4y3 (x + 9)3 xy 112 u 74 u  

65 1 0 1 1 4(y + 3)3 (x + 9)4 x4y 3 3 5u  lg u 

66 1 1 0 1 8
2y y (x2 + 1)2 xy + y (u2 + 8)3 ln u 

67 1 1 0 1 4
3y y (x3 + 1)2 xy2 (u8 + 9)4 ln (u + 7) 

 99



Продовження табл. 5.1 

Номер 
варіанта     f (y) g (x) u h (u) q (u) 

68 1 1 1 0 yy x2 xy arcsin u2 lg (u + 8) 

69 2 2 1 1 2y2 + 8  xy2 arcsin2 u u9x  

70 1 0 1 1 y7 + y6 x2y u3 + 5 3 2 1x 4 3 5u  

71 2 2 1 0 7
2y  (6x + 1)2 x3y u2 + 5 lg (u + 1) 

72 1 1 0 1 4
2y  1x  

x3(y3 + 
1) u4 + 9 ln (5u2 + 3) 

73 1 1 1 1 y6 + y9 ln x sin (x2y) cos u tg (u + 1) 

74 1 1 1 1 sin y cos x x2y2 arcsin u cos (u + 8) 

75 1 0 1 1 cos y2 x2 + x xy + 5 arccos u sin (u + 9) 

76 1 1 0 1 tg y3 x3 + x2 x2y + 4 arcsin u cos (u2 + 10) 

77 1 1 1 0 ctg y x2 + x4 xy + 10 arcsin u3 cos (u7 + 7) 

78 1 1 0 1 sin y2 sin x xy3 + 4 arccos u cos (8u + 3) 

79 1 1 1 0 
3yy  (sin x)x xy + 1 arccos u cos2u 

80 1 1 0 1 ln y xex 
2

 x2y + 4 ln u ucos  

81 1 1 1 1 y3 + 3y ex + xe xеy ln2u 3 sinu  

82 1 0 1 1 cos y2 
3xe uln xye  4 8cos u  

83 1 1 0 1 ln3(y + 8) xxe 2 yxe
  arccos (u) 5 2 )8(cos u  

84 1 1 1 0 ey + ye xsin x xy arcsin (u) 3 )7(sin u  

85 1 1 1 1 
2ye  xx yx arctg u 3sin u  

86 1 0 1 1 ey + y x + 7x xy arctg u2 cos u2 

87 1 1 0 1 ye + y2 x7 + 5x xy arcsin u sin u3 

88 1 1 1 1 ye + y3 x8 + 7x exy аrcsin (u + 7) cos (u2 + u) 

89 1 0 1 1 ey + 8 x3 + cos x x2y аrccos (u + 1) tg (u3 + 1) 

90 1 1 0 1 cos y cos 5x x(y + 1) arccos2 u ctg (u5 + 6) 
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91 0 1 1 1 sin y2  sin (x2 – 7) y(x2 + 1) arccos u ctg (u + 7) 

Закінчення табл. 5.1 

Номер 
варіанта     f (y) g (x) u h (u) q (u) 

92 1 0 1 1 cos y ex + 7 xy3 arctg u ctg2 (u + 3) 

93 1 0 1 0 yy ex + 9x x3y arctg2 u tg2 (u + 7) 

94 1 0 1 1 sin y 
2xe  xy + 5 arctg u2 ucos  

95 1 1 0 1 cos2y esin x x2y + 3 tg u2 usin  

96 1 1 1 1 3tg2y ex + 8 xy + 8 ctg u3 + 4 2cos u  

97 1 1 0 1 y3 + y cos x2 xy + 5 4u + 5u 3 sinu  

98 1 0 1 1 cos y2 ex + 7 xy2 + 7 u7 + 9u ln sin u 

99 1 1 1 0 yy + 7 (x + 8)e xy + sin x u5 + u cos (u2 + 7) 

100 1 1 1 1 y + 5 (x + e)  xy + 5 u + ln u cos (u + 9) 

Задача 5.2. За даними табл. 5.2 знайти похідну за напрямом 
і градієнт функції трьох змінних у точці 

u = xyz + a11 x
 + a12y

 + a22z
. 

)60cos,60cos,45 ooo
(coss

Таблиця 5.2 

Номер 
варіанта    a11 a12 a22 x0 y0 z0 

1 1 1 1 2 2 2 – 1 – 1 – 1 

2 2 1 1 3 3 3 – 1 – 1 0 

3 3 1 1 4 4 4 – 1 0 1 

4 4 1 1 1 1 2 – 1 – 1 0 

5 5 1 1 2 2 3 – 1 1 1 

6 1 1 2 4 3 2 – 2 1 – 1 

7 2 2 2 3 – 3 3 – 1 1 1 

8 2 3 4 1 2 3 – 10 – 9 – 5 

9 1 2 3 – 7 – 8 – 9 – 4 – 5 1 

10 3 2 4 2 – 10 5 6 5 1 

11 4 5 6 3 – 2 – 7 1 1 1 

12 9 10 15 16 – 3 – 4 – 1 1 1 
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13 3 2 2 – 5 6 7 1 – 1 1 

Продовження табл. 5.2 

Номер 
варіанта    a11 a12 a22 x0 y0 z0 

14 4 5 16 3 2 1 1 1 – 1 

15 9 4 3 – 2 5 6 – 1 1 1 

16 4 5 6 – 1 3 2 1 1 – 1 

17 1 2 3 – 9 12 15 1 2 – 3 

18 2 3 4 – 2 3 2 1 – 2 – 4 

19 1 4 8 – 9 – 3 4 – 2 1 3 

20 1 2 3 4 – 5 – 6 1 1 3 

21 2 1 4 5 – 6 – 2 1 – 1 – 2 

22 4 3 6 3 – 4 – 2 1 – 1 – 1 

23 5 6 7 4 – 5 – 6 1 1 1 

24 2 7 8 – 2 11 12 1 – 1 1 

25 4 3 2 – 1 5 6 1 2 1 

26 6 7 3 4 5 – 6 1 – 2 – 1 

27 3 8 9 – 4 5 15 1 – 1 3 

28 2 3 6 – 7 – 9 18 1 1 2 

29 4 5 3 20 11 – 5 1 – 1 – 2 

30 9 7 6 16 – 2 – 8 – 1 – 2 3 

31 3 2 4 1 2 – 3 – 4 – 2 – 3 

32 2 1 4 – 2 – 3 – 4 1 1 – 1 

33 3 2 5 – 1 3 2 1 2 3 

34 4 5 3 – 2 3 4 1 – 2 – 1 

35 2 3 4 – 3 2 2 – 1 1 3 

36 4 5 6 – 3 2 1 4 1 3 

37 2 3 4 2 – 3 – 4 1 – 1 1 

38 4 6 7 – 9 8 3 2 1 – 1 

39 2 6 7 10 – 12 – 4 1 – 1 5 

40 3 2 1 2 – 1 – 3 1 – 1 – 2 

41 5 7 8 2 – 10 – 5 1 – 1 1 
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42 3 4 5 – 2 – 4 – 6 1 – 1 1 

Продовження табл. 5.2 

Номер 
варіанта    a11 a12 a22 x0 y0 z0 

43 4 5 6 – 3 – 5 – 7 1 1 – 1 

44 3 4 7 6 7 9 1 – 1 1 

45 4 6 7 6 – 7 – 2 1 – 2 – 3 

46 4 7 6 5 – 4 – 3 1 1 – 1 

47 3 2 1 4 – 3 – 2 1 – 1 1 

48 2 7 5 – 4 – 3 – 3 1 1 – 1 

49 3 6 7 – 4 2 – 4 2 – 1 1 

50 4 5 – 5 – 3 2 8 1 – 1 1 

51 3 2 – 1 2 – 3 – 4 1 1 – 1 

52 4 6 7 2 – 2 – 3 1 – 1 2 

53 3 8 9 – 3 4 5 6 1 1 

54 4 5 7 – 8 – 4 – 3 1 – 1 – 1 

55 3 2 9 – 10 – 12 – 4 2 – 3 4 

56 2 6 8 – 3 – 4 5 3 1 2 

57 3 4 5 – 6 – 2 – 3 4 1 1 

58 4 3 6 – 7 – 3 4 1 – 1 1 

59 3 5 8 1 2 – 4 1 – 2 3 

60 7 8 5 2 4 5 – 1 1 1 

61 3 2 7 – 8 9 10 1 – 1 2 

62 4 5 9 1 5 6 1 – 4 3 

63 5 4 6 – 3 2 4 1 1 – 1 

64 14 10 5 – 2 5 6 1 – 1 1 

65 4 3 2 2 4 7 1 1 – 2 

66 3 5 6 – 5 – 6 7 1 – 1 – 2 

67 4 3 8 – 4 6 – 7 2 – 3 – 1 

68 7 1 3 3 2 6 1 2 4 

69 3 2 5 4 – 5 – 6 – 1 – 2 – 1 

70 8 6 9 3 4 – 5 1 1 – 1 
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71 9 8 6 – 3 – 4 4 1 – 1 2 

Закінчення табл. 5.2 

Номер 
варіанта    a11 a12 a22 x0 y0 z0 

72 5 4 – 6 – 5 – 3 8 1 – 1 1 

73 2 3 5 – 2 4 6 – 1 1 – 1 

74 3 5 9 – 1 – 2 3 1 – 1 2 

75 4 3 2 – 4 – 3 – 2 2 1 1 

76 2 6 7 – 9 – 4 3 1 – 1 1 

77 2 3 1 8 6 2 1 – 1 – 1 

78 4 5 4 2 3 3 2 – 3 2 

79 5 6 2 2 4 – 2 1 – 2 1 

80 6 7 2 – 2 3 4 5 – 1 1 

81 4 2 3 5 – 3 – 2 1 1 – 1 

82 3 4 5 – 3 2 1 1 – 1 1 

83 4 5 6 2 3 4 – 1 1 1 

84 2 6 7 – 3 4 5 1 1 – 2 

85 5 7 3 – 4 – 5 3 1 – 2 – 1 

86 11 8 9 – 3 7 9 – 1 – 3 4 

87 4 5 6 2 7 – 19 1 – 1 2 

88 5 6 7 – 5 – 4 2 2 2 1 

89 4 3 2 – 2 3 11 1 – 1 1 

90 5 7 8 – 4 2 – 6 – 2 1 1 

91 6 4 7 2 – 3 – 4 – 1 1 2 

92 3 5 6 7 – 8 – 9 – 2 1 – 1 

93 4 11 3 – 2 – 7 4 1 – 1 3 

94 2 8 9 – 10 – 15 – 3 2 1 4 

95 3 4 9 – 5 6 2 – 3 4 2 

96 1 12 3 – 6 – 2 4 3 2 1 

97 4 5 6 – 3 – 4 12 1 1 – 4 

98 3 1 2 10 30 16 1 – 1 2 

99 5 4 3 – 2 3 4 – 1 – 2 3 



100 3 8 7 8 2 3 1 1 2 

 
Задача 5.3. За даними табл. 5.3 знайти екстремум функції 

двох змінних  .321
2

22 ayaxaya 2 12
2

11 xyaxaz 

Таблиця 5.3 

Номер  
варіанта а11 а12 а22 а1 а2 а3 

1 2 1 3 4 – 5 – 6 

2 3 4 8 – 3 – 2 – 1 

3 4 2 3 1 2 2 

4 – 7 3 – 5 1 – 1 8 

5 – 9 – 4 – 3 – 1 – 2 3 

6 9 – 3 5 4 2 1 

7 10 5 3 1 5 6 

8 8 4 4 – 5 6 7 

9 – 12 7 – 6 – 3 – 2 – 7 

10 6 1 20 – 1 – 1 4 

11 4 3 20 5 6 7 

12 5 4 18 – 5 – 6 – 7 

13 3 2 9 1 2 3 

14 4 5 7 4 5 6 

15 108 9 5 – 4 3 2 

16 95 6 8 – 3 12 17 

17 35 15 16 – 4 – 13 12 

18 41 16 13 7 9 11 

19 39 25 40 11 – 12 – 13 

20 – 5 – 6 – 21 14 – 3 – 2 

21 – 7 – 5 – 17 9 4 8 

22 – 11 6 12 3 7 – 9 

 105



 106

23 21 40 104 – 85 – 35 40 

24 19 20 28 13 – 3 – 4 

Закінчення табл. 5.3 

Номер  
варіанта а11 а12 а22 а1 а2 а3 

25 12 – 11 13 – 5 – 6 20 

26 11 15 26 – 7 – 8 9 

27 13 4 5 – 5 – 4 – 3 

28 21 16 31 – 13 – 23 – 14 

29 5 6 21 3 5 – 6 

30 4 8 23 – 4 – 12 – 13 

31 5 6 12 – 3 2 1 

32 1 1/2 1 – 12 – 3 2 

33 – 1 1/2 – 1 2 – 1 3 

34 – 1 – 1/2 1 3 6 0 

35 4 – 2 1 4 – 2 1 

36 3 – 1 3 0,5 4 – 0,5 

37 2 1 5 – 1 – 1 2 

38 10 – 3 4 – 2 0,5 – 5 

39 2 3 14 5 6 7 

40 3 7 40 2 – 2 1 

41 3 – 4 7 – 1 – 2 4 

42 5 – 3 6 3 2 1 

43 6 – 4 8 9 13 2 

44 – 6 3 9 10 3 4 

45 3 – 4 9 – 3 – 2 3 

46 1 – 5 106 3 12 2 

47 4 5 8 – 3 – 4 5 

48 8 – 3 9 1 2 3 



49 4 – 5 9 1 3 – 4 

50 – 6 2 – 3 1 – 2 3 

 
Задача 5.3-1. За даними табл. 5.3-1 знайти екстремум функції 

двох змінних  за умови  yxfz ;    .0;  yx  
Таблиця 5.3-1 

Номер  
варіанта f (x; y)  (x; y) 

51 x2 + y2 x + y – 2   (x  0, y  0) 

52 xy x2 + y2 – 8 

53 
yx

11
  

4

111
22


yx
 

54 2 cos2x + 3 cos2y 
4


 xy  

55 5x + y 1
11


yx
 

56 x3 + y3 x + y – 2   (x  0, y  0) 

57 xy x2 + y2 – 18 

58 5 cos2x + 15 cos3y y – x – /4 

59 
yx

11
  

9

111
22


yx
 

60 10x + y 1
11


yx
 

61 
y

1

x 22

1
  

8

111
22


yx
 

62 xy x + y – 1 

63 x2 + y2 3x + 2y – 6 

64 x2 – y2 2x – y – 3 

65 xy2 x + 2y – 1 

66 cos2x + cos2y x – y – /4 

67 xy x/2 + y/3 – 1 

68 xy x/4 + y/6 – 1 

69 x2 + y2 x/9 + y/10 – 1 
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70 x2 + y2 1
1210


yx

 

71 x2 – y2 x/12 + y/13 – 1 

Закінчення табл. 5.3-1 

Номер  
варіанта f (x; y)  (x; y) 

72 xy2 125/
16

 y
x

 

73 x2 – y2 x/9 + y/64 – 1 

74 xy2 x/3 + y/9 – 1 

75 5 – 3x – 4y x2 + y2 – 25 

76 1 – 4x – 8y x2 – 8y2 – 8 

77 x2 + xy + y2 x2 + y2 – 1 

78 2x2 + 12xy + y2 x2 + 4y2 – 25 

79 x/10 + y/16 x2 + y2 – 9 

80 1 + 1/x + 1/y 1/x2 + 1/y2 – 1/8 

81 1 + 1/x + 1/y 1/x2 + 1/y2 – 1/16 

82 ln (xy) x3 + xy + y3 

83 x/4 + y/8 x2 + y2 – 16 

84 xy2 x + 3y – 2 

85 x2 – y2 4x – y – 12 

86 x + y (x – 1)2 + (y + 1)2 

87 x2 – y2 x2 + y2 – 2xy 

88 xy2 x – y 

89 xy x4 + y4 

90 x2 – y2 (x – 1)3 + y2 

91 x2 + xy + y2 x2 + y2 – 1 

92 6 – 5x – 4y x2 – y2 – 9 

93 x2 + xy + y2 – 12x – 3y x – y +5 

94 xy x + y – 10 

95 xy2 x + 10y – 1 

96 cos2x + cos2y x – y – /2 

97 x2 – y2 x/18 + y/19 – 2 



98 1 + 1/x + 1/y 1/x2 + 1/y2 – 1/16 

99 ln (xy) x3 + 3xy + y3 

100 4x2 + 12xy + y2 x2 + 9y2 – 25 

 
Задача 5.4. За даними табл. 5.4 знайти та зобразити область 

визначення функції двох змінних  

      .arcsin 2 ;lg
;

; 


 yxh
yxg

yxfz xx  

Таблиця 5.4 

Номер 
варіанта    f (x; y) g (x; y) h (x; y) 

1 1 2 – 3 x2 – y2 +  xy +  

2 0 1 – 1 x2 – y2 +  x2 – y2 +  x + y

3 1 0 1 x2 + y2 –  xy 5x – 3

4 1 1 0 x2 + y –  x2 + y –  x – 

5 1 1 1 x – y2 –  x – y +  x2 + y2 – 5

6 0 1 1 x + y –  y –  x2 – 

7 1 0 1 x2 –  x2 – y2 x2 – y2 – 5

8 1 4 0 x2 –  x2 – y2 –  x + 

9 1 0 1 x2 – y2 –  x – y –  x + 

10 0 1 4 y2 – x +   – y x + 

11 3 4 5 x2 – y2 +  xy +  

12 0 2 – 4 x2 – y2 +  x2 – y2 +  6x + y

13 2 1 – 3 x3 +  x2 – y2 +  8x + y + 

14 0 1 1 x2 + y2 –  x + y –  4x –  + y

15 1 0 1 x2 – y2 –  x – y –  x – y2 – 

16 0 1 2 x2 + y2 –  xу +  x2 – y + 

17 1 0 1 x2 –  – y x2 – 7y2 x7 – 

18 2 1 – 1 x2 + y2 –  x – y +  x8 – x4 + 

19 1 0 2 x2 – x –  x + y –  x3 + 5y

20 1 1 2 x2 –  x2 – y2 –  x4 + x2

21 1 1 3 x+ y2 –  x + y –  x4 + y4 – 2x2y2 
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22 0 1 2 x2 + y2 –  x + y –  6x – y2 

23 1 1 0 4 – x2 – y2 x2 + y2 – 9 xy 

24 1 0 1 9 – x2 – y2 xy x2 + 4y2 – 2x – 3 

25 1 1 1 x –  x2 + y2 – 4 x2 + y2 – 9 

Закінчення табл. 5.4 

Номер 
варіанта    f (x; y) g (x; y) h (x; y) 

26 1 1 1 yx 1
 x – y  x2 + y2 – x 

27 0 1 1 xy 1 – x – y2 10lnx  lny 

28 0 1 1 xy 1 – x – y 22

22

2 yxx

xyx




 
29 0 1 1 xy (1 – x – y)/xy x2 + y2 – x 

30 0 1 1 x + y (1 – x2 – y2)/xy (x2 + y2 – 16)/(4 – x2 
– y2) 

31 1 2 0 9 – 4x2 – 9y2 x2 + y2 – 16 xy2 

32 1 0 1 16 – 4x2 – 16y2 x2 + y2 – 25 x2 – 2x + 9y2 – 7 

33 1 0 2 yx 4  x – y x2 + y2 – 15

34 1 1 1  – 4x2 – 9y2 1 – x2 – y2)/x lnx

35 1 2 2  – x2 – y2  – x – y xy 

36 1 0 4  – x2 – y2  – x – y x2 

37 1 2 3 x – y x2 + y –  xy 

38 2 4 0  – x2 – y2 x – y +  xy 

39 4 0 2 yx  2  x2 + y2 –  x2 + y2 –  

40 2 1 2 x2 + xy + y2  – x – y x 

41 4 0 1 x2 – y2 x – y –  x 

42 2 1 2 2x2 + x2 – 2   x y  x 

43 2 1 2  – x2 + y2 x – y –  5xy 

44 1 4 2  + x2 + y2 x – y x + y 

45 1 0 3 x – y2 x + y x –  

46 0 1 1 x2 – y x –  x2 –  

 110



22 yx

yx




47 0 0 1 x + y x – y  

48 1 1 0 x – y2 x – y x 

49 1 1 1  – x2 – y2 x – x –  xy 

50 1 0 1 x +  – x2 xy 
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yx   

 
Задача 5.4-1. За даними табл. 5.4-1 скласти емпіричну форму-

лу залежності y від x у вигляді y = f (x). 

Таблиця 5.4-1 

Номер 
варіанта f(x) Експериментальні дані 

1 2 3 4 5 
51 аx + b 

xi 

yi 15,2 15,4 16,4 17,0 17,5 

1 2 3 4 5 
52 

x

b
a   

xi 

yi 20 19 18 15 19 

1 2 3 4 5 
53 abx 

xi 

yi 486,7 523,9 548,3 570,5 575,5 

1 2 3 4 5 
54 ax2 + bx + c 

xi 

yi 15,2 15,4 16,4 17,0 17,1 

1 2 3 4 5 
55 ax + b 

xi 

yi 154 158 168 170 171 

1 2 3 4 5 
56 ax2 + bx + c 

xi 

yi 105 114 120 125 113 

1 2 3 4 5 
57 

x

b
a   

xi 

yi 97 100 95 84 81 

80,6 122 145,8 168,9 190 
58 ax + b 

xi 

yi 209 581 854 1102 1189 

18,1 19,0 19,8 20,6 20,6 
59 ax + b 

xi 

yi 78,2 79,0 80,7 78,6 79,5 

41,8 43,1 45,6 45,4 45,6 
60 ax + b 

xi 

yi 120,7 127,4 135,2 135,0 135 



147,5 148,5 148,5 151,8 149,2 
61 ax + b 

xi 

yi 460 452 462 465 442 

1 2 3 4 5 
62 ax + b 

xi 

yi 108,9 108,1 109,5 112 112,6 

1 2 3 4 5 
63  

xi 

yi 30 29 28 25 29 x

b
a 

Продовження табл. 5.4-1 

Номер 
варіанта f(x) Експериментальні дані 

1 2 3 4 5 
64 ax2 + bx + c 

xi 

yi 25,3 25,4 26,3 28,0 28,2 

18 19 19,5 20,3 20,4 
65 ax + b 

xi 

yi 88,1 89,0 90,6 88,6 89,6 

1 2 3 4 5 
66 abx 

xi 

yi 586,7 623,8 648,4 670,6 675,4 

1 2 3 4 5 
67 ax + b 

xi 

yi 205 214 220 225 213 

1 2 3 4 5 
68 ax + b 

xi 

yi 95 104 120 123 113 

1 2 3 4 5 
69 ax + b 

xi 

yi 13,3 13,4 15,4 18,0 18,5 

1 2 3 4 5 
70 

x

b
a   

xi 

yi 16 19 18 15 19 

1 2 3 4 5 
71 ax + b 

xi 

yi 107 107,1 108,2 109,3 114,5 

1 2 3 4 5 
72 ax2 + bx + 

c 
xi 

yi 15,2 15,4 16,3 18,0 18,3 

1 2 3 4 5 
73 ax + b 

xi 

yi 97 100 101 103 114 

1 2 3 4 5 
74 abx 

xi 

yi 380,4 433,6 548,4 370,6 375,5 
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 113

1 2 3 4 5 
75 ax + b 

xi 

yi 105 114 103 108 114 

1 2 3 4 5 
76 abx 

xi 

yi 270,4 343,6 248,4 270,6 275,4 

1 2 3 4 5 
77 ax + b 

xi 

yi 97,1 97,0 98,2 99,7 104,7 

Продовження табл. 5.4-1 

Номер 
варіанта f(x) Експериментальні дані 

1 2 3 4 5 
78 ax + b 

xi 

yi 13,2 13,4 14,3 16,0 16,3 

1 2 3 4 5 
79 ax + b 

xi 

yi 67,1 80 81 83 85,4 

1 2 3 4 5 
80 ax2 + bx + 

c 
xi 

yi 1,22 3,12 4,11 2,12 3,13 

1 2 3 4 5 
81 abx 

xi 

yi 381,5 432,4 346,4 370,6 375,8 

1 2 3 4 5 
82 ax + b 

xi 

yi 21,2 22,4 26,3 28,0 28,3 

1 2 3 4 7 
83 ax + b 

xi 

yi 33,2 40,1 31,5 44,9 53,2 

2 4 5 7 9 
84 ax + b 

xi 

yi 41,2 44,2 46,8 48,1 49,7 

1 2 3 4 5 
85 abx 

xi 

yi 190,4 243,5 148,4 170,6 175,4 

2 4 6 8 10 
86 ax + b 

xi 

yi 12,2 14,4 18,8 20,6 18,3 

3 5 7 8 9 
87 ax + b 

xi 

yi 10,4 12,3 11,4 15,6 16,7 

2 4 6 8 12 
88 ax + b 

xi 

yi 5,4 6,7 7,9 13,2 11,4 



3 4 5 6 7 
89 ax + b 

xi 

yi 4,2 4,7 5,8 6,9 8,1 

1 2 3 4 5 
90 ax2 + bx + 

c 
xi 

yi 5,2 5,4 6,3 8,1 9,2 

1 2 3 4 5 
91 abx 

xi 

yi 281,4 332,4 436 570,6 475,8 

Закінчення табл. 5.4-1 

Номер 
варіанта f(x) Експериментальні дані 

2 4 6 8 10 
92 ax + b 

xi 

yi 23,2 30,1 31,5 42,8 54,6 

1 2 3 4 5 
93 abх 

xi 

yi 28 34,1 45,6 59,8 70,3 

1 2 3 4 5 
94 ax2 + bx + 

c 
xi 

yi 35,1 35,3 36,2 38,4 39,1 

3 6 9 12 15 
95 ax + b 

xi 

yi 2,1 4,2 3,6 4,8 5,6 

4 5 7 9 11 
96 ax + b 

xi 

yi 3,2 3,8 4,4 5,8 6,4 

2 4 6 7 9 
97 ax + b 

xi 

yi 9,1 9,8 11,2 13,4 18,2 

1 4 7 10 13 
98 ax + b 

xi 

yi 15,2 25,4 35,9 45,1 54,2 

1 2 3 4 5 
99 ax + b 

xi 

yi 3,4 4,8 4,9 5,6 6,8 

2 4 6 8 10 
100 ax + b 

xi 

yi 21,2 29,7 35,4 41,6 49,5 

Задача 5.5. За даними табл. 5.5 знайти подвійний інтеграл 
.  

 

D

dydxyxf ;

 114



Таблиця 5.5 

Номер 
варіанта f (x; y) D 

1 xy 0  x  1; 0  y  2 

2 yxe   0  x  1; 0  y  1 

3 x2/(1 + y2) 0  x  1; 0  y  1 

4 1/(x + y + 1)2 0  x  1; 0  y  1 

5 y/(1 + x2 + y2)3/2 0  x  1; 0  y  1 

Продовження табл. 5.5 

Номер 
варіанта f (x; y) D 

6 x · sin(x + y) 0  x  ; 0  y  /2 

7 xyyex2  0  x  1; 0  y  2 

8 x2y cos(xy2) 0  x  /2; 0  y  2 

9 x3y2 x2 + y2  R2 

10 x2 + y Область, обмежена кривими y = x2; y2 = x 

11 x2/y2 Область, обмежена кривими x = 2; y = x; xy = 1 

12 221 yx 
 

x2 + y2  1; x  0; y  0 

13 x/(x2 + y2) y = xtgx; y = x; 0  x  /2 

14 xy 3,32  yxyx
 

15 
169

1
22 yx


 

x2/9 + y2/16  1 

16 
2516

1
22 yx

  x2/16 + y2/25  1 

17 
3625

1
22 yx

  x2/25 + y2/36  1 

18 yx   5 yx  

19 yx   3 yx  

20 )sin( 33 xyyx  0  x  /2; 0  у  2 
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21 1/(x2 + y2)2 x2 – y2 = 6; x = 3 

22 xy  (x2 + y2)2  x2 – y2; x  0 

23 x2 (x2 + y2)2  2xy; x  0 

24 cos (x + y) 0  x  /2; y = x 

25   yeyx   – 1  x  1; y = x; y = 2x 

26 (x – y)2 0  x  5; 0  y  5 – x 

27  2yxe   0  x  1; 0  y  1 – x 

Закінчення табл. 5.5 

Номер 
варіанта f (x; y) D 

28 x4 – y4 x  0; 1  xy  2; 1  x2 – y2  2 

29 
22 yx

xy


 0  y  x;  0  x 

30 (1 – y2)3/2 210;10 xyx   

31 x2 + y3 0  x  5; y = x 

32 x2 + y2 – 1  x  2; y = 2x; y = (7x + 10)/6 

33 sin (x + y) 1  x  2; y = lnx;  y = 3x 

34 x + y /2  x  ;  y = sin x;  y = cos x 

35 x + y /4  x  ;   y = sin x;  y = cos x 

36 x – y – 1  x  2;   y = x2 – 1;  y = 3 + 2x – x2 

37 x – y – 6  x  2;   y =2 – x;  y = x2/4 – 1 

38 x + y xeyxyex  ,ln,1  

39 x2 – y 0 < x < 2;   y = 6 – x;  y = x – 2 

40 x – y 2  x  4;   y = log2x;  y = 2/3(x – 1) 

41 xy 1  x  2;   y = x – 1 

42 y/x x3 + y3 = 3xy 

43 22 yx   24;22 xyx   

44 22/ yxx   0  x  1;  y = x2 
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45 x / (х2 + у2) 0  x  2 

46 22 11;11;10 xyxyx y   

47 ln(1 + x2 + y2) 22 1;1;10 xyxyx   

48 21,11 xyx 221 yx    

49 x2 + y2 xy
x

x 3
3

;10   

50 xy/(x2 + y2) 

 117

1 yx  

 
Задача 5.5-1. За даними табл. 5.5-1 обчислити криволінійні  

інтеграли  або   dsy
L

xf ;  dxyxf ;1
L

 dyyxf ;2

 yxf ;
 

. 

Таблиця 5.5-1 

Номер 
варіанта 

 або 
 dyyxfdxyxf ;; 21   

L 

51 1/(x – y) Відрізок прямої 2
2

1
 xy між точками 

А (0; 2) і В (4; 0) 

52 xy Контур прямокутника з вершинами  
А (0; 0), В (4; 0), С (4; 2), D (0; 2) 

53 y Дуга параболи y2 = 2рx, утворена пере-
різом (x2 = 2рх) 

54 xy Чверть еліпса ,1
2

2

2

2


b

y

a

x
що лежить у  

I квадранті 

55 22 yxx   (x2 + y2)2 = a2(x2 – y2); (x  0) 

56 (x2 + y2)2 x = 2 cost, y = 2 sint 

57 xy Контур прямокутника з вершинами 
А (0; 0), В (3; 0), С (3; 2), D (0; 2) 

58 x Відрізок прямої 0;0;1
32

 yx
yx

 



59 x2 – y2 Дуга параболи y = x2 від точки (0; 0) до 
точки (2; 4) 

60 (x2 + y2)3 x = 3 cos t, y = 3 sin t 

61 x + y 
Контур трикутника з вершинами О (0; 0), А 
(1; 0), В (0; 1) 

62 y2 x = a (t – sin t); y = a (t – cos t) (0  t  2) 

63 x2 + y2 x = a (cos t + t sin t);  
y = a (sin t – t cos t) (0  t  2) 

64 x4/3 + y4/3 Дуга астроїди x2/3 + y2/3 = a2/3 

65  
Опуклий контур, обмежений кривими 
r = a,  = 0,  = /4 

22 yxe 

Продовження табл. 5.5–1 

 yxf ;
 

 або Номер 
варіанта  dyyxfdxyxf ;; 21   

L 

66 22 yx   Коло x2 + y2 = ax 

67 1/y – x Відрізок із кінцями (0; – 2) і (4; 0) 

68 xy Межа квадрата з вершинами (1; 0), (0; 1), 
(– 1; 0), (0; – 1) 

69 x2 Дуга кола x2 + y2 = a2 

70 xy Межа прямокутника з вершинами (0; 0), 
(6; 0), (6; 2), (0; 2) 

71 4/1 22  yx  Відрізок із кінцями (0; 0) і (1; 2) 

72 16/1 22  yx  Відрізок із кінцями (0; 0) і (1; 4) 

73 (x2 + y2)4 Коло x2 + y2 = a2 

74 22 yx   Коло x2 + y2 = bx 

75 x2 Дуга кола x2 + y2 = 16;  y > 0 

76 sin xdy + sin ydx Відрізок від точки А(0; ) до В(; 0) 

77 (x2 + y2)dx + (x2 – y)dy Від точки (– 1; 1) до (2; 2) по лінії xy   

78 (x2 – 2xy)dx + (y2 – 2xy)dy Від точки (– 1; 1) до (1; 1) по лінії y = x2 

79 y/xdx + xdy Від точки (1; 0) до (е; 1) по лінії y = ln x 
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80 (x + y)dx + (x – y)dy Уздовж кола x2 + y2 = 1 у разі обходу його 
проти годинникової стрілки 

81 ydxdyxex 
3

 Від точки (0; 0) до точки (1; 1) уздовж кри-
вої  y = x2 

82 xdy 
Контур трикутника, утворений осями ко-
ординат та прямою х/2 + у/3 = 1 за годин-
никовою стрілкою 

83 x2 – y2 Від точки (0; 0) до точки (2; 4) уздовж 
y = x2 

84 xydx + (y – x)dy Від точки (0; 0) до точки (1; 1) уздовж кри-
вої  y = x2 

85 2xydx + x2dy Від точки (0; 0) до точки (1; 1) уздовж кри-
вої  y = x 

Закінчення табл. 5.5–1 

 yxf ;
 

 або Номер 
варіанта  dyyxfdxyxf ;; 21   

L 

86 xydx Дуга синусоїди y = sin x, 0  x   

87 (x – 1/y)dy Дуга параболи y = x2, 1  x  2 

88 xdy – ydx Крива y = x3, 0  x  2 

89 y/xdx + xdy Крива y = ln x, 1  x  е 

90 2xydx + x2dy Дуга параболи y = x2/4, 0  x  2 

91 xydx + y2dy Дуга параболи y2 = 2x, A (0; 0), B (2; 2),  
A  B 

92 3x/ydx – 2y3/xdy Дуга параболи y2 = x, A (4; 2), B (1; 1),  
A  B 

93 xdy Півколо x2 + y2 = a2, x  0, A (0; – a)   

 B (0; a) 

94 x3dy – xydx Відрізок АВ, A (0; – 2)  B (1; 3) 

95 – 3x2dx – y3dx Відрізок АВ, A (0; 0)  B (2; 4) 

96 (2x – y)dx + (4x + 5y)dx Відрізок АВ, A (3; – 4)  B(1; 4) 

97 (4x + 5y)dx + (2x – y)dy Відрізок АВ, A (1; – 9)  B (4; – 3) 

98 dy
x

xy
dx

y

x 
  Дуга параболи y = x2; A (2; 4)  B (1; 1) 
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99 (xy – y2)dx + xdy Крива 10;2  xxy  

100 2xydx + x2dy Дуга параболи 
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20;2/  xxy  

 



Розділ 6. ІНТЕГРАЛЬНЕ ЧИСЛЕННЯ 

Невизначений інтеграл. Визначений інтеграл. Невласний інте-
грал 

Задача 6.1. За даними табл. 6.1 знайти інтеграл 


 

dx
kxch

nxbgmxaf

)(

))(()(
. 

Таблиця 6.1 

Номер  
варіанта a b c f (u) g (u)  (u) h (u) m n k 

1 1 4 2 5 3 u3 u uu  log    3 4 5 

2 3 3 3 )33 uu u5 u usin(  log    2 3 4 

3 4 2 4 u 2ue u u5log  2u    4 5 5 

4 2 5 5 usin  usin utg u2cos   3 3 3 

5 4 6 6 

 120

usecco  
u2cos

1 usin usec   2 2 2 

6 5 7 7 ucos  uctg uctg u2sin   5 5 5 

7 1 8 8 usec  u3  ucos usecco  4 4 4 

8 4 8 9 u 3ue u u2log  3u    5 2 4 

9 5 5 8 
44 ueu  u u5log uctg    5 5 4 

10 7 7 7 5 9u  
u2cos

u4log u1
   6 3 4 

11 4 8 6 ucos  
u2cos

1 uctg u2sin   5 5 5 

12 3 9 5 3 5u  
u2sin

1 u3log u   7 4 5 

13 6 4 4 usin  5 3u utg u2cos   3 3 3 

14 3 1 3 u5  
ucos

u5  u5
2

1
  4 2 2 

15 3 5 2 u 4ue u u7log  4u    7 5 3 



Продовження табл. 6.1 

Номер  
варіанта a b c f (u) g (u)  (u) h (u) m n k 

16 6 5 3 u7  u u7  u7ctg   5 3 3 

17 2 4 4 ucos  4u uctg u2sin   2 2 2 

18 4 3 5 u u4 usin usecsecco     3 3 3 

19 6 3 6 usec  5 9u ucos usecco   7 7 7 

20 6 4 7 ucos  u4 uctg u2sin   4 4 4 

21 4 7 8 7 11u  
u u2log ucos    2 3 4 

22 2 8 9 u9  
u u9 u9ctg    5 2 2 

23 2 5 8 ucos  u2sin

1 uctg u2sin
 

  6 6 6 

24 4 4 7 3 5u  u2cos
u2log u

1

 
  5 3 4 

25 5 3 6 u3  u u3 u3ctg    6 2 2 

26 6 2 5 ucos  
u7 uctg u2sin   5 5 5 

27 5 4 4 4secu 5 9u usin usecуууco
   6 6 6 

28 3 5 3 u5  u u5 u5ctg    5 7 7 

29 3 6 2 usin  ucos utg u2cos   7 7 7 

30 1 3 3 usec  
u9 ucos usecco

   8 8 8 

31 2 4 4 u 2ue u u4log  
2u    3 4 5 

32 4 5 5 u4  u u4 u4ctg    1 4 4 

33 6 2 6 ucos  utg uctg u2sin   3 3 3 

34 4 3 7 u 3cosu u u3log  
3u   1 2 3 

35 3 6 8 u ucos usin usecsecco     7 7 7 

36 2 5 9 u 3ue u u5log  
3u    1 2 3 

37 2 8  u  
u7  

u7  1 3 3 1 u7 ctg
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Продовження б

Номер  
варіанта a b c f (u) g (u) 

та л. 6.1 

 (u) h (u) m n k 

38 6 3 7 usec  c  utg  ucos  useco 4 4 4 

39 7 4 6 usin  
u2cos

1
 utg u2cos  5 5 5 

40 8 5 5 5 9u  u u5log  u  cos  3 4 5 

41 4 4 4 u9  u u9  u9  ctg  5 1 1 

42 2 3 3 u2log  2ue u u2u    2 4 5 

43 4 4 2 u u7  sin  sec  secco  u u 8 8 8 

44 5 5 3 u4   u4  u4uctg  2 1 1 

45 7 6 4 5 7u  u
7log  u  ctg  u 3 4 5 

46 8 7 5 usin  u5  utg  cos  u2 9 9 9 

47 9 8 6 ucos  
u2sin

1
 uctg u2sin  4 4 4 

48 3 9 7 u u u  u  4log  22 sinu 8 4 3 

49 4 5 8 usec  5 3u  cos  seco  u uc 9 9 9 

50 4 3 9 u7  u u7  u7  ctg  5 3 3 

51 6 2 8 ucos 5 7u uctg 2sin     u 2 2 2 

52 5 1 7 5 9u  u u2log u  sin   2 4 3 

53 1 4 6 u4  u u4  4tg  u  2 5 5 

54 2 5 5 5 11u  
u2sin

1
 3log  u  u 7 8 8 

55 4 6 4 usin  
u2cos

1 utg  u2cos   3 3 3 

56 5 7 3 usecco 3 5u  
usin usec   3 3 3 

57 6 8 3 u u  
u  u  3log  

33tgu 3 2 1 
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Продовження б

Номер  
варіанта a b c f (u) g (u) 

та л. 6.1 

 (u) h (u) m n k 

58 3 9 5 usec  c  u5  ucos  useco 3 3 3 

59 2 2 6 u5   u5  u5  uctg 3 5 5 

60 4 3 7 ucos  ucos uctg  2sin   u 8 8 8 

61 3 3 8 7 11u  u u7log u  tg   5 3 2 

62 4 4 9 u u  u3log  2u2 sinu  4 3 7 

63 5 7 8 3 5u  u9  log  uu2  3 4 2 

64 3 8 7 usec  4u ucos seco    uc 3 3 3 

65 4 9 6 ucos  5 u  uctg u2sin3   4 4 4 

66 4 9 5 u7  u u7  u7  ctg  10 2 2 

67 3 8 4 u9  
u2cos

u9  u9  
1

 7 8 8 

68 2 7 3 usin  u4  utg 2cos   u 5 5 5 

69 3 5 2 usec  3 u  ucos ucosec5   7 7 7 

70 3 4 3 u u u  u  7log  22ctgu 7 4 3 

71 5 3 4 u u9  sin  sec  secco  u u 6 6 6 

72 4 2 5 ucos  
u2cos

1
 uctg u2sin  7 7 7 

73 2 1 6 u5  u u5  u5  ctg  5 6 6 

74 2 2 7 5 7u  u 2log  ucos  u  4 7 8 

75 2 3 8 usin  5 9u utg  cos   u2 3 3 3 

76 2 4 9 usec  u7  ucos usecco  5 5 5 

77 3 5 8 7 11u  
u2sin

1
 u7log u   3 2 1 

78 4 6 7 ucos  ucos uctg sin    u2 9 9 9 

79 5 6 u  u3  u3  4 3 3 5 u3  ctg
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Закінчення б

Номер  
варіанта f (u g (u)  (u (u

та л. 6.1 

a b c ) ) h ) m n k 

80 5 4 5 4u  
u2osc

1
 ulog  u  2 3 4 3

81 5 4 u  3u  u  u  4 5 6 3 7log 3tgu

82 3 24 3 u  secco
u2sin

1
 usin  usec  8 8 8 

83 3 2  u  u4  u4  8 4 4 5 u4 ctg

84 3 6 3 usec 5 3u ucos secco     u 2 2 2 

85 4 7 3 ucos  
u2cos

1
 ctg  2sin  u u 1 1 1 

86 5 8 3 5 7u  
u2sin

1 u5log  u   4 2 6 

87 5 4 u  2u u  u  2 3 4 9 2log 2 sinu

88 5 8 4 usec  utg  ucos seco   uc 7 7 7 

89 5 7 5 u5  u  5  u5  ctg u 1 2 2 

90 5 6 5 u u9 u9  u2cossin    2 2 2 

91 6 5 6 usecco  3 5u usin sec    u 3 3 3 

92 7 4 6 usec  u3  cos  useccou  9 9 9 

93 8 3 7 5 9u  
u2sin

1 u4log u    7 3 5 

94 9 2 8  usin  uctg  u2sin  6 6 6 ucos

95 7 3 9 u7  u u7  7  ctg  u 4 9 9 

96 8 4 8 u u u  u  4log  22ctgu 2 4 5 

97 9 5 7 usecco  u7  sin  usecu  6 6 6 

98 7 6 6 usin  5 3u  utg  cos  u2 8 8 8 

99 5 7 5 usec  
u2sin

1
 ucos usecco   3 3 3 

100 4 5  u u9  u9  7 8 8 8 u9 ctg  
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да  6 .  даними . 6.2 знайти інтеграл  За ча .2 За  табл

 
  

d
x

xmx

xxmf
aa 1222/22 )1()1(

)(
. 

Таблиця 6.2 

Номер 
варіанта f (u) m n a Номер 

варіанта u) m n a 

m

n

f (

1 uarcsin  51 uarcsin  2 2 1 8 8 1 

2 uarccos  3 3 1 uarctg  9 9 0 52 

3 uarcctg  4 4 0 uarccos  5 8 1 53 

4 uarctg uarcctg 5 5 0 54  8 7 0 

5 uarcsin uarcsin   6 6 1 55 7 6 1 

6 uarccos uarcctg 7 7 1 56  3 5 0 

7 uarcctg uarccos 8 8 0 57  5 4 1 

8 uarctg uarctg 9 9 0 58  4 3 0 

9 uarcsin uarcsin 3 8 1 59  3 2 1 

10 uarcctg uarcctg 4 7 0 60  3 3 0 

11 uarccos uarcctg 5 6 1 61  5 4 0 

12 uarctg uarccos 4 5 0 62  6 5 1 

13 uarcsin uarcsin 3 4 1 63  3 6 1 

14 uarcctg uarctg 7 3 0 64  7 7 0 

15 uarctg uarcctg 8 2 0 65  9 8 0 

16 uarccos uarccos 9 1 1 66  8 9 1 

17 uarcsin uarcsin 4 2 1 67  7 8 1 

18 uarcsin uarctg 2 3 1 68  7 7 0 

19 uarccos uarccos 4 4 1 69  7 6 1 

20 uarcctg uarctg 2 5 0 70  6 5 0 

21 uarctg uarccos 3 6 0 71  5 4 1 

22 uarcctg uarcctg 4 7 0 72  4 3 0 

23 uarctg uarctg 2 8 0 73  4 2 0 
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uarccos uarcsin24  5 9 1 74  3 3 1 

Закін енн табл. 6.2 

Номер  
варіанта f (u) Номер 

варіанта f (u) 

ч я 

m n a m n a 

uarcsin a 4 8 1 75 25 urcsin  5 4 1 

u  5 5 0 26 uarcsin  1 76 arcctg7 7 

27 urctga  a  3 6 0 77 urctg 6 6 0 

28 uarccos uarccos 5 5 1 78  7 7 1 

29 u arcctg uarcsin 4 4 0 79  7 8 1 

30 uarctg uarcctg 8 3 0 80  6 9 0 

31 uarccos uarcctg 5 2 1 81  8 8 0 

32 uarcctg uarctg 3 3 0 82  4 7 0 

33 uarcctg uarccos 7 4 0 83  3 6 1 

34 uarcsin uarccos 8 5 1 84  3 5 1 

35 uarcsin uarctg 9 6 1 85  6 4 0 

36 uarccos uarcsin 7 7 1 86  3 3 1 

37 uarctg uarcsin 5 8 0 87  8 2 1 

38 uarccos uarcctg 8 9 1 88  9 3 0 

39 uarcctg uarctg 7 8 0 89  7 4 0 

40 uarctg uarccos 5 7 0 90  3 5 1 

41 uarcctg uarcsin 2 6 0 91  3 6 1 

42 uarcsin uarctg 3 5 1 92  6 7 0 

43 uarcsin uarcctg 3 4 1 93  5 8 0 

44 uarccos uarccos 4 3 1 94  4 9 1 

45 uarctg uarcsin 5 2 0 95  4 8 1 

46 uarcctg uarctg 4 3 0 96  3 7 0 

47 uarccos uarccos 3 4 1 97  4 6 1 

48 uarctg uarcsin 5 5 0 98  5 5 1 

49 uarcctg  0 99 uarctg  6 4 0 5 6 
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uarcsin uarcctg50  7 7 1 100  7 3 0 

 
Задача 6.3. За  табл знайти інтеграл 


 даними . 6.3 

 dxb)xf . 
бл я 6.3 

Номер 
варіанта f (u) m a b Ном

варіанта f (u) m a b 

a(xm

Та иц

ер  

1 usin  2 2 4 51 u7  3 8 4 

2 u3log  3 52 u4log  3 3 3 9 3 

3 u3  3 53 usin  2 4 2 8 2 

4 u4ogl  3 5 3 54 u5  3 7 1 

5 ucos 3log   2 6 5 55 u 3 6 2 

6 u5  u9  3 7 6 56 3 5 3 

7 u2log  u5log2 8 7 57  2 4 2 

8 u7  u93 9 7 58  3 3 3 

9 usin u4log 2 8 8 59  3 2 4 

10 u4log  u5  3 7 9 60 3 3 6 

11 u3  usin3 6 8 61  2 4 7 

12 u3log  5log  2 5 7 62 u 2 5 8 

13 ucos u4   2 4 6 63 3 6 2 

14 u4  cos  3 3 5 64 u 3 7 3 

15 u4log  u4log2 2 4 65  2 8 3 

16 u5  u5  3 1 3 66 3 9 4 

17 usin 2log   2 2 2 67 u 2 8 4 

18 u5log  u7  3 3 3 68 2 7 4 

19 u3  ucos2 4 4 69  3 6 4 

20 u5log  4log  3 5 5 70 u 3 5 7 

21 u7  u5  2 6 4 71 3 4 7 

22 ucos 3log   3 7 3 72 u 3 3 7 
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u4  u7  23 3 8 4 73 2 2 7 

2, u2log usin 2 9 5 74  3 3 4 

Прод жен табл. 6.3 

Номер 
варіанта f (u) Номер  

варіанта f (u) 

ов ня 

m a b m a b 

u7  5log  3 8 6 74 u 2 4 4 25 

usin u 3 7 7 76 26 3  3 5 4 

27 u4log  8 77 4 ulog  2 6 4 3 6 

28 u7  3 5 7 78 u7  3 7 9 

29 u5log  usin2 4 8 79  3 8 9 

30 ucos u5   3 3 7 80 2 9 9 

31 u4log u4log 2 2 6 81  3 8 9 

32 u3  u7  3 3 5 82 3 7 3 

33 u5log usin 3 4 4 83  3 6 3 

34 usin u4 3 5 3 84  2 5 3 

35 u5  ucos3 6 4 85  2 4 3 

36 u4log  4log  2 7 5 86 u 3 3 4 

37 u4  u2log3 8 6 87  2 2 4 

38 u5log u5 3 9 5 88  3 3 4 

39 usin  usin2 8 4 89  2 4 7 

40 u5  u3log3 7 5 90  3 5 8 

41 u4log  ucos2 6 6 91  3 6 8 

42 usin u5 3 5 7 92  2 7 5 

43 u5log u4log 2 4 8 93  3 8 5 

44 u4 u3   2 3 9 94 3 9 5 

45 u2log u3log 3 2 8 95  2 8 4 

46 u7  sin  2 3 7 96 u 3 7 4 

47 ucos u5   3 4 8 97 2 6 5 
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5log  2log  3 5 7 98 u48 u 3 5 5 

u5  
u4  3 6 6 99 3 4 49 4 

50 u3log  ucos3 7 5 100  2 3 4 

 
Задача 6.4. За даними інтеграл   xf )( . 

бл я 6.4 

Но
варіанта f (u) m Номер

варіанта f m Номер 
варіанта u) 

 табл. 6.4 знайти dxm

Та иц

мер   
 (u) f ( m 

1 uarcsin  3 34 uarctg   67 uarccos  7 

2 uarctg  2 35 7 68 arcctguarccos  u  5 

3 4 36 uarcctg   69 uarcsin  7 uarccos  

4 uarcctg  3 37 ucsinar  a  1 70 urctg 7 

uarctg uarccos 4 71  5 uarcsin  2 38 6 

6 uarctg  5 39 uarccos uarcctg 5 72  7 

7 uarccos  4 40 uarcctg uarcsin 3 73  5 

uarcctg8  5 41 uarcsin  5 74 uarctg  4 

uarctg9 uarcsin  5 42  2 74 uarccos  3 

10 uarctg  6 43 uarccos  8 76 uarcctg  5 

11 uarccos  5 44 uarcctg  2 77 uarcsin  3 

12 uarcctg  7 45 uarcsin  3 78 uarctg  9 

13 uarcsin  3 46 uarctg  9 79 uarccos  4 

14 uarctg  4 47 uarccos  4 80 uarcctg  2 

15 uarccos  7 48 uarcctg  8 81 uarcsin  4 

16 uarcctg  5 49 uarcsin  9 82 uarctg  8 

17 uarcsin  2 50 uarctg  5 83 uarccos  8 

18 uarctg  3 51 uarccos  2 84 uarcctg  2 

19 uarccos  7 52 uarcctg  2 85 uarcsin  1 

20 uarcctg  4 53 uarcsin  2 86 uarctg  4 
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uarccos21 uarcsin  2 54 uarctg  7 87  2 

22 uarctg  5 55 uarccos  3 88 uarcctg  7 

23 uarccos  6 56 uarcctg  3 89 uarcsin  1 

24 uarcctg  5 57 uarcsin  3 90 uarctg  2 

Про ення табл. 6.4 

Номер  
варіанта f (u) Номер 

варіанта f (u) Номер 
варіанта f (u) 

довж

m m m 

25 uarcsin  6 58 uarctg uarccos
 3 91  3 

uarctg  26 5 59 uarccos  3 92 uarcctg  9 

27 6 60 8 93  uarccos  uarcctg  
uarcsin 7 

28 urcctga a a   5 61 ucsinr  5 94 urctg 6 

29 uarcsin  7 62 uarctg  4 95 uarccos  4 

30 uarctg  8 63 uarccos  3 96 uarcctg  2 

31 uarccos  3 64 uarcctg  3 97 uarcsin  6 

32 uarcctg  1 65 uarcsin  4 98 uarctg  8 

33 uarcsin  3 66 uarctg  10 99 uarccos  3 

  uarcctg    100  7 

Задача 6.5. За даними л. 6.5 знайти тег   таб  ін рал

 


x
qpxnx

dcxxax

)((

234

. 

Таблиця 6.5 

Н
ва p q 

 mx2

 b
d

)

ex

омер 
ріанта a b c d е m n 

1 1 4 2 3 4 1 7 1 4 

2 3 3 – 3 – 2 3 1 – 1 – 1 – 3 

3 4 2 4 4 5 1 – 2 2 2 

4 2 5 5 3 3 1 2 2 –  5

5 4 – – 3 6 2 2 1 8 2 3 

6 5 7 7 – 5 5 1 1 – 1 7 
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– 7 1 8 – 8 4 4 1 1 1 8 

8 4 8 9 5 2 2 1 2 8 

9 5 5 8 5 5 3 –  9 – 1 5 

10 7 7 7 – 6 3 3 – 11 1 7 

11 4 8 .6 5 5 1 3 2 – 3 

Продов енн .5 

Номер 
варіанта 

ж я табл. 6

a b c d е m n p q 

12 3 9 5 7 4 1 – 8 – 1 9 

13 6 4 4 3 3 2 9 1 4 

14 3 1 – 3 4 2 2 9 1 – 1 

15 3 5 2 7 5 3 – 1 1 5 

16 6 5 3 5 3 1 4 – 2 5 

17 2 4 4 – 2 2 1 1 2 4 

18 4 3 5 3 3 1 – 7 1 – 3 

19 6 3 6 7 7 2 – 7 2 3 

20 6 4 7 4 4 3 – 8 – 2 4 

21 4 7 8 2 3 1 2 2 – 7 

22 2 8 9 5 2 1 2 1 8 

23 2 5 – 8 6 – 6 1 1 1 5 

24 4 4 7 5 3 2 – 11 – 2 4 

25 5 3 6 6 2 3 –  13 1 3 

26 6 2 5 5 5 3 – – 8 2 2 

27 5 4 4 – 6 6 2 4 1 4 

28 3 5 3 5 7 7 3 – 1 5 

29 3 6 2 7 7 7 2 1 6 

30 4 3 3 8 8 8 3 2 – 3 

31 2 4 – 4 3 4 5 – 4 – 1 4 

32 4 5 5 1 4 4 5 2 5 

33 6 – 2 6 3 3 3 6 1 2 

34 4 3 7 – 3 2 – 1 7 – 2 3 

35 3 6 8 7 7 7 8 1 6 



 132

– 5 – 1 – 5 36 2 9 2 – 4 9 2 

37 2 1 8 1 3 3 8 1 1 

38 6 3 7 4 4 4 7 – 2 3 

39 7 – 4 6 5 5 5 6 1 4 

40 8 5 5 3 4 5 5 2 – 5 

Продов енн аб 5 

Номер 
варіанта 

ж я т л. 6.

a b c d е m n p q 

41 4 4 – 4 5 1 1 – 4 – 2 4 

42 2 3 3 2 4 5 3 1 3 

43 4 – 4 2 8 8 8 2 – 1 4 

44 5 5 3 2 1 1 3 1 5 

45 7 6 –  – –   4 3 4 5  4 2  6

46 8 7 5 9 9 9 5 – 2 7 

47 9 8 6 4 4 4 6 1 8 

48 3 9 – 7 8 4 3 – 7 – 1 9 

49 4 5 8 9 9 9 8 – 1 5 

50 4 – 3 9 5 3 3 9 1 – 3 

51 6 2 8 2 2 2 8 2 2 

52 5 1 7 2 4 3 7 1 1 

53 1 – 4 6 2 5 5 6 – 1 4 

54 2 5 5 7 8 8 5 – 1 5 

55 4 6 4 3 3 3 4 2 6 

56 5 – – 7 3 3 3 3 3 1 7 

57 6 8 3 3 2 1 3 1 8 

58 3 9 5 3 3 3 5 – 1 9 

59 2 2 6 3 5 5 6 – 2 2 

60 4 3 7 8 8 8 7 2 – 3 

61 3 3 8 5 3 2 8 1 3 

62 4 4 9 4 3 7 9 1 – 4 

63 5 7 8 – 2 4 2 8 1 7 

64 3 8 7 3 3 3 7 – 1 8 
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– 65 4 9 6 1 4 4 6 2 9 

66 4 9 5 –  3 2 2 5 – 2 9 

67 3 8 4 7 8 8 4 1 – 8 

68 2 7 3 5 5 5 3 1 7 

69 3 5 2 – 1 7 7 2 – 1 5 

70 3 4 3 – 3 4 3 3 1 – 4 

Продов енн абл .5 

Номер 
варіанта 

ж я т . 6

a b c d е m n p q 

71 5 3 4 6 6 6 4 – 1 3 

72 4 2 5 – 1 7 7 5 2 2 

73 2 1 6 5 6 6 6 – 1 1 

74 2 2 7 4 7 8 7 2 – 2 

74 2 3 8 3 3 3 8 –  1 3 

76 2 4 9 5 5 5 9 1 4 

77 3 5 8 3 2 1 8 1 – 5 

78 4 6 7 9 9 9 7 – 2 6 

79 5 5 6 4 3 – 1 6 1 5 

80 5 4 5 2 3 4 5 – 1 4 

81 5 3 4 4 5 6 4 1 3 

82 3 1 3 2 – 2 – 1 3 1 – 1 

83 3 5 2 8 4 – 1 2 1 5 

84 3 6 3 2 2 2 3 – 1 6 

85 4 7 3 1 1 1 3 2 7 

86 5 – – 1 3 4 2 6 3 1 3 

87 2 9 4 2 3 4 4 2 9 

88 5 – 2 – 1 – 2 – 1 4 – 3 4 1 

89 1 7 5 1 2 2 5 – 1 7 

90 5 6 5 2 2 2 5 1 6 

91 6 5 6 3 3 3 6 2 5 

92 1 4 6 – 1 – 3 – 1 6 – 1 4 

93 2 3 7 7 3 5 7 2 3 

94 9 2 8 – 1 – 3 – 1 8 1 2 
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 95 7 3 9 4 9 9 9 – 1 3 

96 1 4 – 1 2 4 5 8 1 4 

97 2 5 – 2 – 1 – 3 6 – 1 – 5 2 

98 7 6 6 – 2 – 3 – 1 6 – 1 6 

99 5 –  1 5 3 – 3 3 5 – 2 7 

100 4 – 2 – 1 – 1 5 7 – 2 5 2 

 
Зад

h

ача 6.6. За ани та 6.6 ис и визначений інтег-

рал  dqpfm

.6 

Номер 
ва

Номер 

 д ми бл.  обч лит

 x .x  x 
a

Таблиця 6

ріанта a b f (u) m p q варіанта a b f (u) m p q 

1 0 1 cos u 3 8 4 51 0 1 7u 2 2 4 

2 5u 1 2 3 9 3 52 1 3 cos u 3 3 3 

3 0 1 log4 u 2 8 2 53 0 1 4u 2 4 3 

4 1 2 3u 3 7 1 54 1 2 log2 u 3 5 3 

5 0 2 log3 u 3 6 2 55 0 3 7u 2 6 5 

6 1 2 sin u 3 5 3 56 0 1 sin u 3 7 6 

7 0 1 5u 2 4 2 57 1 2 log u 4 2 8 7 

8 1 2 log u 2 3 3 3 58 0 3 7u 3 9 7 

9 0 2 4u 3 2 4 59 1 3 log u 5 2 8 8 

10 1 3 cos u 3 3 6 60 0 1 cos u 3 7 9 

11 0 log u 1 4 2 4 7 61 0 2 log4 u 3 6 8 

12 1 2 7u 2 5 8 62 1 2 3u 2 5 7 

13 sin 0 3 u 3 6 2 63 0 1 log5 u 2 4 6 

14 1 2 4u 3 7 3 64 0 2 sin u 3 3 5 

15 0 3 cos u 2 8 3 65 1 3 5u 2 2 4 

16 1 2 log u log u 4 3 9 4 66 0 1 4 3 1 3 

17 1 2 log2 u 2 8 4 67 0 2 4u 2 2 2 

18 1 3 5u 2 7 4 68 1 3 log5 u 3 3 3 
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sin  19 0 1 u 3 6 4 69 0 1 sin u 2 4 4 

20 1 3 log3 u 3 5 7 70 1 2 5u 3 5 5 

21 0 2 5u 3 4 7 71 0 3 log4 u 2 6 4 

22 1 2 log3 u 3 3 7 72 0 1 sin  u 3 7 3 

23 0 3 7u 2 2 7 73 1 2 log5 u 3 8 4 

24 1 2 sin u 3 3 4 74 0 3 4u 2 9 5 

Закінчення б

Номер 
варіанта 

Номер 
варіанта 

та л. 6.6 

a b f (u) m p q a b f (u) m p q 

25 1 3 log5 u 2 4 4 75 0 1 log2 u 3 8 6 

26 1 2 3u 3 5 4 76 0 2 7u 3 7 7 

27 0 3 log4 u 2 6 4 77 1 3 cos u 3 6 8 

28 0 1 7u 3 7 9 log78 0 1 5 u 3 5 7 

29 0 1 sin u 3 8 9 0 2 5u 2 4 8 79 

30 0 2 5u 2 9 9 80 0 3 log3 u 3 3 7 

31 0 3 sin  u 3 8 9 81 1 2 7u 2 2 6 

32 1 3 log3 u 3 7 3 82 0 1 log4 u 3 3 5 

33 0 2 3u 3 6 3 83 1 2 sin u 3 4 4 

34 1 3 log4 u 2 5 3 84 0 3 5u 3 5 3 

35 0 2 cos  u 2 4 3 85 1 3 log3 u 3 6 4 

36 1 3 5u 3 3 4 86 0  9u 2 7 5 

37 0 3 log2 u 2 2 4 87 1 3 log5 u 3 8 6 

38 1 3 7u 3 3 4 88 0 2 9u 3 9 5 

39 0 3 sin u 2 4 7 89 1 3 log4 u 2 8 4 

40 1 2 log4 u 3 5 8 90 0 1 5u 3 7 5 

41 0 3 3u 3 6 8 91 0 3 sin  u 2 6 6 

42 1 2 log3 u 2 7 5 92 0 2 log5 u 3 5 7 

43 0 3 cos  u 3 8 5 93 1 2 4u 2 4 8 

44 1 2 4u 3 9 5 94 0 1 cos u 2 3 9 
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lo45 0 3 log4 u 2 8 4 95 0 2 g4 u 3 2 8 

46 1 2 5u 3 7 4 96 0 3 5u 2 3 7 

47 0 3 sin u 2 6 5 97 1 1 log2 u 3 4 8 

48 1 2 log5 u 3 5 5 98 0 2 7u 3 5 7 

49 0 1 3u 3 4 4 99 0 2 cos u 3 6 6 

50 1 2 log5 u 2 3 4 100 1 2 log4 u 3 7 5 

 
Задача 6.7. За табл. 6.7 обчислити (  розбіж-

ніс н г л

даними або довести 

ть) ев ст вила и й інте ра  
 

dx
x

x
m



а и  6.7 

Но
варіанта a f(u  p Н

варіанта a f(u) m 

qpf





. 

Т бл ця

мер  ) m  q омер p q 

1 0 log4 u 2 6 6 51 0 5u 3 4 7 

2 1 arctg u 3 5 7 52 1 log3 u 3 3 7 

3 1 log5 u 2 4 8 53 1 7u 2 2 7 

4 1 4u 2 3 9 54 1 arctg u 3 3 4 

5 0 l  3 l  og2 u 2 8 55 0 og5u 2 4 4 

6 1 7u 2 3 7 56 1 3u 3 5 4 

7 0 arcctg u 3 4 8 57 1 log4u 2 6 4 

8 1 log5 u 3 5 7 58 0 7u 3 7 9 

9 1 5u 3 6 6 59 1 arctg u 3 8 9 

10 1 log3 u 3 7 5 60 1 5u 2 9 9 

11 0 7u 2 2 6 61 0 ar  ctg u 3 8 9 

12 1 log4 u 3 3 5 62 1 log3u 3 7 3 

13 1 arctg u 3 4 4 63 0 3u 3 6 3 

14 1 5u 3 5 3 64 1 log4u 2 5 3 

15 0 log3 u 3 6 4 65 1 arcctg u 2 4 3 

16 1 9u 2 7 5 66 0 5u 3 3 4 

17 1 log5 u 3 8 6 67 0 log2u 2 2 4 
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18 1 9u 3 9 5 68 1 7u 3 3 4 

19 0 lo  g4 u 2 8 4 69 1 arctg u 2 4 7 

20 1 5u 3 7 5 70 1 log4u 3 5 8 

21 0 arctg  2 u 6 4 71 0 3u 3 6 8 

22 1 log5 u 3 7 3 72 1 log3u 2 7 5 

23 1 4u 3 8 4 73 1 arcctg u 3 8 5 

24 1 arcctg  2 u 9 5 74 0 4u 3 9 5 

Закінчення а . 6.7 

Номер  
варіанта 

Номер 
варіанта

 т бл

a f(u) m p q a f(u) m p q 

25 1 lo  g4 u 3 8 6 75 0 log4u 2 8 4 

26 1 5u 3 7 7 76 1 5u 3 7 4 

27 0 log2 u 3 6 8 77 1 arctg u 2 6 5 

28 0 7u 3 5 7 0 log5u 3 5 5 78 

29 1 arcctg u 2 4 8 79 0 3u 3 4 4 

30 1 log4 u 3 3 7 80 1 log5 u 2 3 4 

31 0 arcctg u 3 8 4 81 1 7u 2 2 4 

32 1 5u 3 9 3 82 0 arcctg u 3 3 3 

33 0 lo  g4 u 2 8 2 83 1 4u 2 4 3 

34 1 3u 3 7 1 84 1 l u og2 3 5 3 

35 0 log3 u 3 6 2 85 1 7u 2 6 5 

36 1 arctg u 3 5 3 86 0 ar  ctg u 3 7 6 

37 1 5u 2 4 2 87 1 log4u 2 8 7 

38 1 log2 u 3 3 3 88 0 7u 3 9 7 

39 0 4u 3 2 4 89 1 log5u 2 8 8 

40 1 arcctg  3 arcctg u u 3 6 90 0 3 7 9 

41 0 log4 u 2 4 7 91 1 log4u 3 6 8 

42 1 7u 2 5 8 92 0 3u 2 5 7 

43 1 arctg u 3 6 2 93 1 l  og5u 2 4 6 



44 1 4u 3 7 3 94 0 arctg u 3 3 5 

45 0 arcctg u 2 8 3 95 0 5u 2 2 4 

46 1 log4 u 3 9 4 96 1 log4u 3 1 3 

47 0 lo  g2 u 2 8 4 97 1 4u 2 2 2 

48 1 5u 2 7 4 98 0 log5u 3 3 3 

49 1 arctg  u 3 6 4 99 1 arctg u 2 4 4 

50 1 log3 u 3 5 7 100 1 5u 3 5 5 

 

Застосування  при розв язуванні  за
ач 

дач 6.8 ан и бл .8 сл и на жен  

 
b

a

dxxf , користуючись формулою: 

в) трапеції;  

Номер 
ва а b n F(x) мер 

варіанта а b n F(x) 

 інтегралів ’ прикладних -
д

За а . За д им та . 6 обчи ит бли о інтеграл

а) лівих прямокутників;  
б) правих прямокутників;  

г) Сімпсона. 
Таблиця 6.8 

Но
ріанта 

1 0 1 10 32 x  2 10 11 0 31 x  

 138

2 0 1 10 3  2/223 x 12 0  10 x2cos3   

3 0 1 10 4/2xe   4/1  13 0 4 10 1 x

4 0   10  14 0 2 10 3 254 xxsin2  

5 0 1 10 341 x  15 0 2/ 10 x2sin4   

6 0 2/  10 x21 2/sin1,0 16 0  10 xx /2sin  



 139

  10 x /sin  7 0 3/ x 17 0 1 10 34/1 x  

8 0 3/  10 xcos  18 0 2/ 10 xx /cos  

9 0 1 10 24 x 1  19 0 10 3101 x  

10 0  xx 1/cos 2 20 0 10 2/  10 29 x  

Задача .8-1. аними табл. 6.8-1 обчислити жину дуги 
кривої  xfy   або 

 6  За д дов
   tgytfx  ,  від х = а до х = b. 

блиця 6.8-1 

)(),(( tgytfxбоf

Та

Номер  
варіанта 

) аxy    b а

21 )( 4/4/ xx ee   2y 0 3 

22 )(4 8/8/ xx eey   0 8 

23 )10/10/ xxy  0 11 (5 ee   

24 xlny   3  5  

25  21ln xy   10 /2 

26     1/1ln  xx eey  2 5 

27 xxxy arcsin2   — — 

28     1/1ln  xx eey  6 8 

29 tytx 55 sin,cos2   — — 2

30 3/, 32 ttytx   Одна петля 

31  12/12/6 xx eey   0 12 

32 x2ln  52  8y  2  

33  31ln xy   10 /3 
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4/,2 42 ttytx   Одна петля 34 

35     1/1ln 1212   xx ee  3 6 y

36 xxx 2arcsin4 2   y — — 

37    tytt cos2,sin2   Одна арка  x  1

38 3/23/23/2 4 yx    

39 xy ln  3/4 12/5 

40  xy cos2ln  Точка рети-
ну з віссю Оу 

Точка рети-
ну з віссю Ох 

 пе  пе

 
Задача 6.8-2. За даними табл. 6.8-2 обчислити площу фігури, 

  xfy 1 та обмеженої лініями xy 1 . б’єм тіл обер-
у

g Знайти о а 
ри, обмеженої лініями  ,2 xfy   ,2 xgy  )hx танн ігя ф  (y , на-

Табл .8-2 

 

вколо даної осі. 
иця 6

 xfy 2
 

   Дана 
вісь 

Ном
варіа

ер 
нта 

 xfy 1  xgy 1  xIny   yh

41 2x  x  xxe  0 1 Ох 

42 24 x  0 2x 0 — Оy 2x  

43 23 xx  2  0 
2

3
2 






 x

 
3

2
x

 — Ох 

44 xln  0 
2

3
2 






 x

 
3

2
x

 e Oy 

45 2x  2  2 x  xe  0 x0  Ox 

46 xx 42   4x   x — xe x sin 0  Ox 

47 26 xx   x xsin  0 0 0  Ox 

48 3x  

8 

Прим. х 
0  x0  Oy sin x 
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= 0 

49 y = 0 xsin  
3/2

7
4 






 x

 0 70  x  Ox 

50 6/x 7 – x 82  x  — 2x  Ox 

51 4/x 5 – x 2 x3  — 1 x  2/ Ox 

52 x816  4824 xsin  0 — Ox x 

xx 32   4 – 3x 53 21/1 x  0  1 Ox 

54  2/1  2 3x  8 0 1 x 3/x  Oy 

55 2x  2x  2x  4 — Пряма  
х = 2 

З кінче  табл. 6.8-2 

 

а ння

Номер 
варіанта 

 xfy 1  xgy 1  xIny    xfy 2  yh  Д
вісь 
ана 

56  21xx  0 xx   0 – 4 Oy 

57 xxx 2 0  




 


3

cos x х 0 0,  > 0 Ox 

1, xe x  22 2x  2   /  – x — Oy 58 xe  

59   xexx  22  – 1  x  пряма  
y = – 1 0 cos x 

60 xex22  xex3  5x  32 0 Oy 

Економічна задача 

 6.8-3. Нехай Задача xf  — навантаження на електростанцію 
(у -годинах); х — кількість годин ічува  від почат-
ку . За даними табл. 6.8-3 обчислити   
за б. 

Табл ц 3 

Номер 
варіанта  xf  омер 

варіанта 

кіловат , відм
 витрати

них
електроенергіїдоби

n ді
и я 6.8-

Н  xf  n n 
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1252  xx 436 2  xx  2 61 80  2 71 

62 104102  xx 3 72 5108 2  xx  3  

63 90302  xx  4 73 152514 2  xx  2 

64 80302 2  xx  5 74 939 2  xx  2 

65 16254 2  xx 127 2  x 2,5 75 143 x  2,5 

66 12159 2  x  7157 2  x  x 2 76 x 1,5 

67 13158 2  xx 1,5 77 953 2  xx  1 

68 1294 2  xx 8102 2  xx 1,5  1 78  

69 1485 2  xx 654 2  xx   2,3 79 2 

70 547 2  xx  1,2 80 15129 2  xx  3 

 
ача 6.8-4. Витрат ви ицт K(x) визначаються фор

ю
Зад и робн ва  му-

ло   ,2  xxx  д  х —  вироблених одиниць 
. 
даними табл. 6.8-4 знайти середнє значення витрат вироб-

ництва, якщо обсяг йог змінюється  а до b умовних дин . 
Зазначити обсяг продук ії, при яко витрати набувають се
ньо значення. 

Таблиця 6.8-4 

Номер 
ва  

K е  кількість про-
дукції

За 
о 
ц

 від
му 

о иць
ред-

го 

ріанта    a b 

81 1 5 6 5 15 

82 2 10 12 4 13 

83 2 1 – 1 6 18 

84 3 2 – 1 12 15 

85 9 3 – 2 10 20 

86 8 2 – 1 12 28 

87 3 2 – 1 20 40 

88 4 2 – 21 2 33 

89 2 3 9 13 25 
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– 10 90 1 1 12 21 

91 3 4 8 10 21 

92 4 3 2 2 14 

93 5 6 8 4 20 

94 6 7 8 5 25 

95 7 9 12 3 13 

96 4 2 1 2 12 

97 4 3 2 3 13 

98 2 3 4 2 11 

99 3 4 5 8 12 

100 15 1 1 2 12 
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   yxQyyxP ,, 
Задача 7.1. За даними табл. 7.1 розв’язати диференціальне рі-

вняння . Знайти його загальний розв’язок, а також 
частинний розв’язок, який задовольняє умову   .00 yxy 

P

 

Таблиця 7.1 

Номер 
варіанта  yx,   yxQ , 0y 0x   

1 yxx 22  2yyx   1 1 

2 22 x
a

aln
a yx  1   0 

3 1x2 yx 2   2 0 

4 х 
2

22 xey  1e   1 

5 х 1ln  yx  0 1 

6 xcos  xxy 2sin2sin    1 0 

7 x2sin  xcos2y2   2 4/  

8 xx sin2   xcos x 2sinyx2  /2  2/  

9 1 xx y tgcos/1   2  4/  

10 1 xye x cossin   2 0 

11 х 422 xy   8 2 

12 1 xyx 23   2 0 

13 yx tg   ycosln  0 1 

14 y yex   0 1 

15 xe2    21tg xey  2/1x     1 

16  xe2y 2 1 xe  0 0 

17 1    yxy 2coscos  4/x 2    0 

18 1 yx2  – 5 – 3 



Продовження табл. 7.1 
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PНомер 
варіанта  yx,   yxQ , 0y 0x   

19 1x  y3lny   e 
16

15
  

20 21 xy   21 yx   0 0 

21 1    yy  2/x sinx sin    2/  

22 1 yxyx ee    0 0 

23 22 xa   22 ya   a a 

24  y 1  x 2xy  1 1 

25  142  xy )1( 6  yx  1 0 

26 xyy   xyy   4 0 

27 ysin1  x2cos1 4/ 0  

28 1sincos  xx  1sincos  yy  2/  2/  

29   1342 2  xx 3 y  1)4( 2  xy  0 0 

30 1 x ytgtg 2/   0 

31 21 x  – y 1 1 

32 cos x yy ln/  1 0 

33 x 22 yxy   0 1 

34 x  xy /ln 1ey 1   1 

35 2x  xyy 2  1 +1 

36 23y  3)1( yx   +1 1 

37 21 x  xyxy 2  0,5 0 

38 )/(cos xyx  xxyy )/(cos    1 

39 1ln  x yx  1 1 
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П довженн табл .1 

Номер 
варіанта P

ро я . 7

 yx,     0y  0x  yxQ ,

40 22 yx  3)1( xy  0 – 1 

41 1 xex x 2
2

  y 2 0 

42 26 yx  2y 1 6 1 

43 x yx e  е 1 

44  1x  x   xxy  1 0 1 

45 xy 75   xy 108   0 1 

46 1x   xe nx  11  ny 2 0 

47 2  1 x )  1()1( 2 xxy  1 0 

48 ye1(  ye  x ) 0 0 

49 ех xxe 2  ye 1 0 

50 yx 2cos  1 y sin   0 

51 x xosx  /y  c2 2  2  /

52 1 y
x

n

x

a
n
  0 1 

53 21  x x yarctg  0 0 

54 21 x  yx arcsin  0 0 

55 sin x xxy sin    x lncos2 tg 0 2/

56 xx ln  2)ln( xx  e  e y  2/2

57 sin x 1cos x  y 0   2/

58 2yx   y 1 1 

59 1 xyx 3tg6sin 3  1/3 0 

60 2xy 2y   + 3 1 0 
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Продовженн табл .1 

Номер 
варіанта P

я . 7

 yx,     0y  0x  yxQ ,

61 x  y 24  y 2 8 

62 x yyx 23 3   3/4 1 1 

63 1x  2yy   – 1 2 

64 xx 2cos  xyx 222   ycos 1 2  

65 4x 543 yxey x  1 0 

66 1 yyex 2/  9/4 0 

67 1x  yxxxy 2232 sin)1(   3  3 1 0 

68 22 yxx   – y –  1 1 

69 1 xxy 2sintg2  y 2 1 0 

70 22 xy   – 2x 0 2y 1 

71  21 x  xy 1  2y 4/  1 

72 23y  3y1x   – 1 1 

73 x yx  1ln  – 3 1 

74 2x  xy 2y   1 1 

75 21 x  xyx 2)1( 22   0 1 

76 1 xyyx 22 33   10 0 

77 xco  tg x – y 0 2s 0 

78 21 x      xyxx 1 2  x arcsin 1 0 

79 x yyx 43  1 1 

80 21  x xyxy 2arctg)1(4 2     x 0 4/
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Закінчення табл. 7.1 

Номер 
варіанта P yx,   y  0y  0x  xQ ,

81 x + ln y y 1 2  

82 xy lnx2  y 1 0,5 

83 22 yxx   y 3  1 

84 xy xyx 22  0 1 

85 x 22 yxy   1 0 

86 1     2//4 xyxy   2 1 

87 x 
1

arctg










x

y
xy  0 1 

88 x )(2 xyy   0 1 

89 )(4 2yxxy  )6( 4224 yxx   2  y 0 1 

90 x – y + 4 2 – x – y 1 1 

91 1 – x – 2y 2x + y + 1 0 2 

92 1   – 2x – 2y x + y + 2 2 2 

93 1 
2x3eyxy   1 0 

94 1 )( 3yyx  0,5 0  

95 2x  32 xy  1 – 1 

96 3xx   yxx 2( 23   )1 0 0,5 

97 21 x  yxx 

 21


  2  1 

98 x1  yex x  )1(  0 0 

99 2xy 4422 yxy   0 1 

х 100 )(4 yy   4 1 
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 7.2. За  табл. 7.2 знайти загальний розв’язок 
ди е  0321 

Задача
фер

 даними
о рі

 
нціальног вняння  yCyCyC

.2 

3 
Номер 
варіанта С1 С2 С3 

. 

Таблиця 7

Номер 
варіанта С1 С2 С

1 2 1 – 0,5 51 25 – 20 4 

2 4 – 20 25 0,5 1 – 2 52 

3 1 – 2 1 53 6 – 7 1 

4 4 – 8 5 54 4 3 – 1 

5 1 6 – 13 55 a2 2a 1 

6 1 0 1 56 3 – 4 1 

7 3 – 2 – 8 – 9 57 1 8 

8 1 – 2 – 1 58 2 1 – 2 

9 1 – 4 0 59 9 3 – 2 

10 1 0 – 9 60 15 2 – 1 

11 1 1 – 2 61 12 – 1 1 

12 1 – 4 3 62 8 – 9 8 

13 1 4 – 29 63 6 1 – 2 

14 4 4 1 64 4 – 8 3 

15 1 – 1 – 2 65 3 4 – 7 

16 1 0 – 25 66 3 1 – 4 

17 1 – 1 0 67 6 – 13 5 

18 1 – 4 4 68 15 7 – 2 

19 1 5 6 69 20 –  31 12 

20 1 – 10 25 70 20 7 – 3 

21 1 – 2 – 10 – 17 71 20 3 

22 9 0 – 1 72 4 – 21 20 

23 1 3 0 73 3 – 5 7 

24 1 0 – 9 74 1 9 8 
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акінч  таб .2 

Номер 
варіанта С  С  С Номер 

варіанта С  С  

З ення л. 7

1 2 3 1 С2 3

25 1 0 – 1 75 1 1 – 12 

26 1 9 0 76 12 – 7 1 

27 1 – 7 6 77 6 – 7 2 

28 1 3 2 78 4 4 – 3 

29 1 2a a2 79 3 – 10 7 

30 1 – 2 – 3 80 6 7 – 5 

31 1 2 – 5 – 13 81 15 2 

32 1 à 0 82 20 1 –  12

33 1 – 4 3 83 20 17 3 

34 1 – 4 4 84 4 – 11 –  20

35 1 0 – –  4 85 5 19 12 

36 1 4 0 86 7 – 13 – 2 

37 1 3 – 4 87 5 – 11 – 12 

38 4 0 – 1 88 14 – 31 15 

39 4 1 0 89 7 – 15 2 

40 4 – 3 – 1 90 10 34 24 

41 8 2 – 3 91 12 – 11 – 15 

42 2 – 1 – –  1 92 3 22 24

43 4 – 4 1 93 10 33 – 7 

44 10 2 – 1 94 12 – 11 – 15 

45 –  – 1 0 9 95 3 25 28 

46 25 – 10 1 96 10 – 45 7 

47 25 0 1 97 12 29 15 

48 2 1 – 1 98 8 2 – 3 

49 13 – 6 – 1 99 3 – 17 28 

50 5 – 8 4 100 4b2 – 4b 1 
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ача 7.3. За л. 7 знайт розв’язок рівняння 
 fyyCy 2 Значення коефіцієнтів С1, С 3 взяти з 

д ідно аріан мов пере ої задачі (ди бл. 7.2). 

Зад даними таб .3 и 
x . 
та у

C3

го в


пов
2, С
в. таи по днь

C1

ві

Таблиця 7.3 

Номер 
варіанта f(x) Номер 

варіанта f(x) Номер 
варіанта f(x) 

e5x cos x 1 1 – 2 x 34 – 8 cos 3x 67 

2 xsin5,0  cos x 2x + 1) e4x 35 68 (

3 3 cos 2x 36 sin x – 2e–x 9 69 

4 7 e3x 37 x cos 2x 70 (x + 1)2 

5 x + 2 3sin s 2x 38 2x – co 71 2ex 

6 2  39  sin x os x – c 2x

 2
xe 

3
72 x

17


 
2cos

2

7 1,5 e–x 40 10 e–x 73 1 

8 sin 3x 41 2x3 – 30 2x 74 

9 3x – 2 42 
2

2 ex
 

e2x –2x cos
x

75  + e

10 1 43 x  3(x )2  – e–2x + 1 76  – 1

11 2x ex (3 – 4x) 7 2e  44 77 x  + x + 7 

12 x sin x 45 3x + 5sin 2x 78 21 sin 7x  

13 2 cos  sin x 46 x + 2sin 3x – x 79 3 e–5x 

14 co x s x e–2 47 3 – 2x2 80 6 x e2x 

15 x2 – 1 48 29 cos x 81 (3x + 2) 2 

16 2x2 + x 49 cos 2x 82 sin2 3x 

17 3x e3x 1 – 5 cos 2x 50 17sin x 83 

18 5 e0,6x 51 27x sin x 84 3 + 4sin 3x 

19 sin
 

4

5
x 52 sin 2x 85 8x cos 2x 
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За ченн 3 

Номер 
варіанта f(x) Номер 

варіанта 
Номер 
варі  

кін я табл. 7.

f(x) анта f(x) 

20 e3/5x cos x 0,4 e3x  53 86 x – 3cos 4x 

21 e0,6x sin 0,8x 54 e–x + sin 2x 87 10 sin x e2x 

22 13 e  + x 55 cos 2x – 3 e2x 10 – 5e–3x x 88 

23 10 x2 + 6  1 2 89 56 – 6x + 9x (2x – 1) 2 

24 2 (1 – x) 57 17 x2 90 sin2 3x 

25 3 58 12 x2 – 6 91 6x – 4 

26 ex(x2 + x) 59 6 – 7 x + x2 92 2co  5x s 5x + 5sin

27 1 60 2    sin x –
3cosx 93 9x cos 4x

28 e –x 61 x2 + 3x 94 3 (e6x – e–6x) 

29 3 e2x 62 95 4 (x + 1)  e–3x 5 x e–4x 

30 2 (sin 2x + x) 63 11 –x 96 6 – 4x   sin 3x e 2

31 sin  2x 64 x cos 3x – 14 97 7 

32 ex – (x – 1) 65 cos 7 in 98 2x sin 5   3x +  s
3x x

33 2 x2 – x + 2 66 3 3 (x – 1) sin 4x  (ex + e–x) 99 

   100 27x2 + 3x – 1  

 



Розділ 8. РЯДИ 
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 


1n
nf

Задача 8.1. За даними табл. 8.1 дослідити збіжність ряду 

 (для знакозмінного ряду встановити, якою є його збіж-

ність — абсолютною чи умовною). 
Таблиця 8.1 

Номер 
варіанта  nf  Номер 

варіанта  nf  

1  
n

nn
n

6

23
1


  51 

nnn 3

1
 

2   
n

nn 1ln
1


  52 

n


 cos1  

3 
n

n

2
sin

 nn nne !   53 

4   
1

1
2 


n

nn  54 
)(arctg 2

1

nn

n
 

5 
n

nn

2

sin
 55 

4 5

ln

n

n
 

6 nn 1  56 
12 


n

n
n tg  

7 
)1(ln)1(

sin
2  nn

n

14 n

n 57  

8 nnn  122   58 
!n

n
n

2

2
1 1   

9  
12

3
1

3 



nn

nn  59 
4

2 sin
n

n


 

10  
n

n

n

n
2

1
1 










  60 
2

1
2

n

n

n

n






   

11  
n

n n

2
1


 arctg  61 

n2
sin


 



Продовження табл. 8.1 

Номер 
варіанта  nf  Номер 

варіанта  nf  

12 
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  !nnn  101  62 
n4


tg  

13  
n

nnn 11
1


  63 

22

1

n
arctg  

14 
12 


n

n tg   64 
21

12




nn

n
 

15   

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36  
nn

n

ln

1


  
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Задача 8.2. За даними табл. 8.2 знайти область збіжності функ-

ціонального ряду . 

Таблиця 8.2 

Номер 
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 xf
Задача 8.3. За даними табл. 8.3 записати перші n членів роз-

кладу функції  у ряд Тейлора за степенями x – c. 

Таблиця 8.3 

Номер 
варіанта n c  xf  xf 

Номер 
варіанта n c  

1 3 1 xx  51 6 0 
24

1

x  

2 3 2  xx
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52 5 0 

x
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
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1
2  xx  

8 7 0 
 21

1

x
 58 6 4 x  

9 7 0 
x

x

21  
59 5 


2

x2cos
 

 

10 6 0 
x

x




1

1
ln  60 5 1 

x

x

1  

11 6 0 221 xx
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Продовження табл. 8.1 

Номер 
варіанта n c  xf  xf 

Номер 
варіанта n c 

 

14 6 0 321

1

xxx 
22xe

 
64 5 1  

15 7 0   22 11
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xx 
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
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варіанта n c  xf  xf 
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варіанта n c 

 

28 5 0  x1ln2  3ln x 78 5 0  

29 6 1 
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Закінчення табл. 8.1 

Номер 
варіанта n c  xf  xf 

Номер 
варіанта n c 
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44 6 0 





 


4

sin2 x
 

94 3 1 







x

1

2
arctg

 

45 5 0  21

32




x

x  22 xarctg
 

95 3 2  

46 6 0 
34

53
2 


xx

x  1arcsin xx
 

96 4 – 1  

47 7 0 
xex

2

 97 4 1 
652  xx

x

 

48 6 1 
2xe   98 4 1 xx 2

1

1  

49 5 0 21 x

x

  
99 4 0 21 x

x


arctg

 

50 5 0 xxx 3cos3sin   100 6 0 
x

x

41
 

 



ЧАСТИНА ІІ 
Розв’язування типових задач 

Розділ 1. ЛІНІЙНА АЛГЕБРА 

Матриці. Дії з матрицями 
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




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22221

11211

















nnnn

n

n

aaa

aaa
aaa
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...

21

22221

11211

,a

A

Матрицею називається прямокутна таблиця чисел, яка має 
m рядків і n стовпців: 









A . 

Якщо m = n, матриця називається квадратною: 

A . 

Елементи ii  i = 1, 2, ... n, утворюють головну діагональ 
квадратної матриці. Квадратна матриця називається трикут-
ною, якщо елементи, які містяться з одного боку від головної 
діагоналі, нульові. Діагональною називається квадратна мат-
риця, в якій усі елементи, крім елементів головної діагоналі, 
нульові. Одинична матриця Е — це діагональна матриця, в 
якій елементи головної діагоналі дорівнюють одиниці. 

Якщо елементи i-го рядка матриці записати у i-й стовпець (I 
= 1, 2, ... m), дістанемо транспоновану матрицю  . 

Множення матриці на число полягає у множенні на нього 
всіх елементів матриці; додавання матриць однакового розмі-
ру — у додаванні елементів, які містяться у відповідних рядках 
і стовпцях. 

Нехай матриця B має 1  рядків і 1  стовпців, а матриця  
С — m2 рядків і n2 стовпців. Операцію множення 

m n
BCA   мож-

на виконати, якщо n1 = m2. При цьому матриця А матиме m1 ряд-
ків і n  стовпців, а її елементи визначатимуться за  формулою:  2

kmink cbc
21

...22  1i ib 21 ...,,2,1,...,,2, nkm kiik cba 11 , де . 
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,BCAПриклад. Знайти   якщо: 
 

,

36

45

12








.

108

97
















B  C  

 Матриця А матиме три рядки і два стовпці. Обчислимо її 
елементи: 

;22817211 a  ;281019212 a  ;67847521  a  
;851049522 a  ;66837631 a  .841039632  a  

Отже, 

.

8466

8567

2822
















A  

Визначники. Обчислення визначників 

Для квадратних матриць вводиться поняття визначника. Це 
число, відшукуване за відповідними правилами. 

Визначник другого порядку: 

.21122211
22

12 aaaa
a

a


21

11

a

a
D   

Схема обчислень полягає у відшуканні різниці добутку елеме-
нтів головної діагоналі та добутку елементів другої діагоналі. 

Визначник третього порядку: 

.322311332112

312312332211

333231

232221

131211

aaaaaa

aaaaaa

aaa

aaa

aaa

D



 312213322113 aaaaaa 
 

Обчислення виконуються за таким правилом: зі знаком «+» 
беруться добутки елементів головної діагоналі, а також елементів,  

 



розміщених на прямих, паралельних головній діагоналі, та 
елемента, розміщеного у відповідному протилежному куті ви-
значника. Зі знаком «–» беруться добутки елементів, побудо-
вані за таким самим правилом відносно другої діагоналі ви-
значника. 

Визначник n-го ( ) порядку. 4n

1

Для обчислення таких визначників використовуються їхні 
властивості. 

1.Якщо до елементів довільного рядка (стовпця) визначника 
додати лінійну комбінацію елементів інших рядків (стовпців), 
то значення визначника не зміниться. 

Користуючись цією властивістю, визначник перетворюють 
так, що в деякому рядку (стовпці) принаймні п – 1 елемент дорів-
нює нулю. 

2. Визначник можна подати як суму добутків елементів дові-
льного рядка (стовпця) на їхні алгебраїчні доповнення. 

Якщо перед цим у деякому рядку (стовпці) n

1

 елемент 
став нульовим, то обчислення визначника п-го порядку зве-
деться до обчислення визначника порядку n

 1 M a

, бо алгебраїчне 
доповнення ikik , де ik  — мінор елемента ik ,  
що являє собою визначник ( n  – 1)-го порядку, утворюваний 
викреслюванням у даному визначнику i-го рядка та k-го  
стовпця. 

ki MA 

Задача 1.1. Обчислити визначник 

3122

4131

3523

4312






D

1

.1a

.a

. 

 Якщо серед елементів визначника є такі, що дорівнюють , 
тоді відповідний рядок (стовпець) використовується для утво-
рення в стовпці (рядку) нулів. 

Елемент 43  У четвертому рядку решта елементів за мо-
дулем менші, ніж елементи у третьому стовпці. Зробимо нульо-
вими всі елементи четвертого рядка, крім 43  Для цього до пер-
шого і другого стовпців визначника додамо третій, помножений 
на 2, а до четвертого — цей самий стовпець, помножений на 3. 
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Далі розкладемо визначник за елементами четвертого рядка і за-
вдяки цьому матимемо змогу обчислити визначник нижчого — 
третього порядку: 

 

72. 

153

181213

554

1 34









A

6536018027032548

153

181213

554

0100

1153

1851213

5354

3122

4131

3523

4312




















D

 

Зауважимо, що після розкладання даного визначника за еле-
ментами четвертого рядка з елементів першого рядка здобутого 
визначника третього порядку винесено спільний множник – 1. 

Обернена матриця. Знаходження оберненої матриці 

Якщо  — квадратна матриця, а її визначник ,0 AD

.E
1A

A

 то 

для неї існує обернена матриця  Добуток цих матриць не-
залежно від порядку множення дає одиничну матрицю  

.1A

Обернена матриця  — це транспонована матриця алгеб-
раїчних доповнень елементів матриці , поділених на визнач-
ник матриці A: 









nnnn

n

n

AAA

AAA
AAA

...
............

...

...

21

22212

12111











D
A

11 . 

Задача 1.2. Для матриці  знайти обернену. 












211
123
321

A


 Обчислимо визначник матриці: 
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.4121629 

ikA   

4

211

123

321

D  

Знаходимо алгебраїчні доповнення елементів матриці за форму-

лою  Наприклад,   .1 ik
ki M .314

21

12
1 11 

.4;8;4 3332 

11 A  

Аналогічно обчислюємо решту алгебраїчних доповнень: 
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;1;1;1;1;5 312322211312  AA   AAAAAA

Отже, 






















411

815

413

4

11A . 

Перевірка: 

.

100

010

001

41

81

41






























,AX

1

5

3

4

1

211

123

321
1


































 AA  

Розв’язування довільних систем лінійних рівнянь 

Маємо систему лінійних рівнянь B  в якій матриця  
має розмір  Така система називається сумісною, якщо 
ранг основної матриці  дорівнює рангу розширеної матриці. 
Розширену матрицю дістанемо, доповнивши матрицю  стовп-
цем вільних членів. 

A
m 

A

n

.n
A

У разі, коли система сумісна і ранг матриць дорівнює , си-
стема має єдиний розв’язок. Якщо ж у сумісній системі ранг r  
менший за кількість невідомих, система має безліч розв’язків. 
Щоб знайти їх, беремо r рівнянь, у лівій частині яких залишає-
мо r  невідомих. Рівняння та невідомі беремо так, щоб мінор, 
складений з коефіцієнтів зазначених рівнянь, був відмінний від  

 

нуля. Невідомі, залишені в лівій частині, називаються базис-
ними. Решту невідомих переносимо у праву частину рівняння. 



Ці невідомі називаються вільними. 
Загальний розв’язок системи дістаємо, розв’язуючи систему 

відносно базисних невідомих. Їхні значення виражаються через 
вільні члени і вільні невідомі. Частинні розв’язки дістаємо, 
надаючи вільним невідомим певних числових значень. Базис-
ний розв’язок системи маємо, якщо всі вільні невідомі дорів-
нюють нулю. 

Довільну систему лінійних рівнянь можна розв’язувати за 
методом Жордана—Гаусса без попереднього дослідження су-
місності системи. Якщо система несумісна, у деякій таблиці 
матимемо суперечність. 

Після r кроків методу дістанемо загальний розв’язок систе-
ми. Щоб записати його, потрібно вільні невідомі треба перене-
сти в праву частину рівнянь. 

Задача 1.3. Дослідити та розв’язати систему рівнянь: 

.55

,135

,223

4321

4321

432





xxx

xxx

xxx

.

1154

3512

1231























.3)(

4

2
1

x

x

x

 

Знайти загальний і базисний розв’язки системи. 

 Основна матриця 

A  

Знайдемо її ранг: 1 Ar

.01

 Застосуємо метод обвідних міно-
рів, відмінних від нуля. Кожний елемент матриці — мінор першого 
порядку. Елемент 11  a  Розглянемо мінори другого порядку, 
які обводять його. У запису мінорів угорі зазначено номери рядків, а 
внизу — номери стовпців, які їх утворюють: 
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.0761
12

31


12
12 M  

Отже, ранг матриці не менший за 2. Розглянемо мінори тре-
тього порядку: 



;0256860 201

154

512

231
123
123 





M  

.0615436 

A

101

154

312

131
123
124 




M  

Усі мінори третього порядку, які обводять відмінний від нуля 
мінор другого порядку, дорівнюють нулю. Тоді ранг матриці  
дорівнює двом. 

Розглянемо розширену матрицю: 

.

5115

1351

2123














4

2

1








A  

Її ранг не менший від 2. 
Розглянемо ще один мінор третього порядку: 

.030581220 

1x 2x

.351

,223

4321

432

xxx

xxx



5

554

112

231
123
125 




M  

Отже, ранги основної та розширеної матриць однакові, система 
сумісна. Відмінний від нуля мінор другого порядку утворюють 
коефіцієнти при  та  першого і другого рівнянь: 

2
1

x

x   
 

Розв’яжемо цю систему за формулами Крамера. Визначник 
системи D = 7: 

 170



434 81359 xxx 343
43

43
1 15322

1351

322
xxx

xx

xx
D 




 ; 

.5932 434 xxx 44351
3512

221
343

43

43
2 xxx

xx

xx
D 




  

Маємо загальний розв’язок системи: 

.
7

5

7

9

7

3

;
7

8

7

13

7

5

432

431

xx

xx





x

x
 

Базисний розв’язок системи: 
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.0;0;
7

3
43  xx

n

.BAX 

;
7

5
21  xx  

Розв’язування систем  лінійних рівнянь з п невідомими 

Маємо систему  лінійних рівнянь з  невідомими  
Якщо 

n n
0 AD , система має єдиний розв’язок, який можна ді-

стати: 
а) за формулами Крамера — 

,...,2,1, ni
D

D
x i

i 

D

 

де i  — визначник, який дістаємо заміною у визначнику D  і-го 
стовпця стовпцем вільних членів; 

б) за допомогою оберненої матриці — 

;1BAX   
в) за методом Жордана—Гаусса. Систему рівнянь подамо в 

табличній формі. Для контролю обчислень додамо ще стовпець 
K, в якому знайдено суму елементів у рядках: 



 х1 x2 ... xn bi K  

 an11 a21 ... a1n b1 k1  

 a21 a22 ... a2n b2 k2  

 ... ... ... ... ... ...  

 an1 an2 ... ann bn kn  

Методом повного виключення змінних матриця  зво-
диться до одиничної. Для цього виконується  кроків пере-
творення Жордана—Гаусса, кожний з яких складається з та-
ких операцій: 

A
n

01) вибираємо розв’язувальний елемент ika
;ika

; 
2) у новій таблиці елементи i-го рядка ділимо на  
3) у k-му стовпці нової таблиці решта елементів дорівнюють 

нулю; 
4) інші елементи таблиці обчислюємо за формулою: 

).,( ksira
a

a
is

ik

rk a
a

aaaa
a rs

ik

rkisikrs
rs 


  

Стовпці вільних членів і контрольний будуємо аналогічно. 
У новій таблиці робимо перевірку, порівнюючи суми елементів 
за рядками з елементом контрольного стовпця. 

Після п кроків перетворення у стовпці вільних членів діста-
ємо розв’язок системи. 

Задача 1.4. Розв’язати систему рівнянь: 

.22

;823

;432

321

321

321





xxx

xxx

xxx

A
.4

 

 Матрицю  було розглянуто в прикладі на обчислення 
оберненої матриці. Її визначник  D

A
iD

 Там само було знайдено 
матрицю  Розв’яжемо систему трьома методами. .1

1. За формулами Крамера. Обчислимо значення визначників : 
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;4324124 2416

212

128

324

1 D  

;12242244 1816

221

183

341

2 D  

.412`881612 4

211

823

421

3 D  

Тоді 

;1
4

4
;3

4

12
3 


 x;1

4

4
21 







 xx  

2. За допомогою оберненої матриці: 
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3. Методом Жордана—Гаусса: 

x1 x2 x3 bi K 

1 2 3 4 10 
3 2 1 8 14 
1 1 2 2 6 

1 2 3 4 10 

0 – 4 – 8 – 4 – 16 
0 – 1 – 1 – 2 – 4 

1 0 1 0 2 
0 0 – 4 4 0 
0 1 1 2 4 

1 0 0 1 2 
0 0 1 3 0 
0 1 0 – 1 4 
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;11 x
.1;3 32  xx

Розв’язувальні елементи в таблицях виділено. В останніх 
трьох рядках четвертої таблиці маємо розв’язок системи:  

 

п-вимірні векторні простори. Лінійна залежність і незале-
жність векторів. Базис n-вимірного простору. Розклад век-

тора за векторами базису 

Упорядкована множина п дійсних чисел називається n-
вимірним вектором: 

  ....,,, 21 naaaа   

Після введення операції множення вектора на число і дода-
вання векторів можна розглядати n-вимірний векторний простір 
як сукупність усіх n -вимірних векторів. 

Система векторів  називається лінійно незалеж-
ною, якщо рівність 

nааа ...,,, 21

02211    nnаkаk ...

.0...

аk  

виконується при 21    n  Якщо ж ця рівність вико-
нується при ненульових значеннях , система векторів назива-
ється лінійно залежною. 

kkk

ik

ааа ...,,,

n

Система векторів n21  лінійно незалежна, якщо визнач-
ник матриці, складеної з координат векторів, відмінний від нуля. 

Довільна система  лінійно незалежних векторів n-вимірного 
простору утворює базис векторного простору. Будь-який вектор 
n-вимірного простору розкладається за векторами базису. 

 

Задача 1.5. Довести, що вектори    ,1;4;3,2;5 2;11  а
 3;1;2a

а  

3  утворюють базис; розкласти вектор  61711 ;;х

ааа ,,

 за 
векторами базису. 

 Покажемо, що вектори 321  лінійно незалежні. Обчис-
лимо визначник, складений з їхніх координат: 

.01445116 10612

312

143

251




D  



Визначник відмінний від нуля, вектори лінійно незалежні та 
утворюють базис простору. Розклад вектора х  за векторами ба-
зису шукаємо за методом Жордана—Гаусса. Координати векто-
рів запишемо в стовпці. Матрицю координат векторів 321  
зведемо до одиничної, одночасно знайдемо розклад вектора x. 
Щоб контролювати обчислення, таблицю доповнимо стовпцем, в 
якому знайдено суми елементів у рядках. 

ааа ,,

a1 a2 a3 x K 

1 3 2 11 17 

5 4 1 17 27 

– 2 1 3 6 8 

1 3 2 11 17 

0 – 11 – 9 – 38 – 58 

0 7 7 28 42 

1 0 – 1 – 1 – 1 

0 0 2 6 8 

0 1 1 4 6 

1 0 0 2 3 

0 0 1 3 4 

0 1 0 1 2 

Маємо розклад: 
. 321 32 аааx   

Отже, вектор x у базисі, утвореному векторами , має 
координати: 

321 ,, aaa

 .;; 312  х 

Власні числа і власні вектори матриці 

Маємо квадратну матрицю А. Якщо існує ненульовий вектор Х, 
такий що АХ = λХ, то  — власне число, а  — власний вектор 
матриці . Якщо рівняння переписати у вигляді   ,0 XEA  
то воно зведеться до системи  п  лінійних  однорідних  рівнянь  
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з п невідомими. Така система має ненульовий розв’язок,  якщо 
визначник матриці  дорівнює нулю. Таким чином, щоб 
знайти власні числа матриці, потрібно розв’язати рівняння сте-
пеня п відносно , яке дістанемо розкриттям визначника 

 EA 

.0 EA  Власні вектори можна знайти, підставивши відпо-
відні значення  у рівняння   .0 XEA  

 

Задача 1.6. Знайти власні числа і власні вектори матриці 

.
311
151
113














A  

 Розв’яжемо рівняння  :0 EA

.  0

311

151

113







.033 

  .0935 



.0935 32 

.0363611 2 

.6;3;2 321 

21 

    51153 2   

69
2



   

630945 2   

3  

Корені цього рівняння — власні числа матриці: 

  

Знайдемо власні вектори, які відповідають знайденим власним 
числам. 

 1.    Маємо систему рівнянь   .01 XEA  
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Шукаємо розв’язок за методом Жордана—Гаусса в табличній 
формі: 

х1 х2 х3 

1 1 1 
1 3 1 
1 1 1 

1 1 1 
0 2 0 
0 0 0 

1 0 1 
0 1 0 
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3 x ,1 .
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Якщо  то  тобто  ,1 1 x

 2.   Дістанемо рівняння: 
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Шукаємо розв’язок рівняння в табличній формі: 

х1 х2 х3 

0 1 1 
1 2 1 
1 1 0 

0 1 1 
1 0 – 1 
1 0 – 1 

0 1 1 
1 0 – 1 
0 0 0 

 .3132 , xxxx   
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Візьмемо  тоді  ,13 x ,11 x

 3.    Маємо рівняння: 
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Знову шукаємо розв’язок системи в табличній формі: 

х1 х2 х3 

– 3 1 1 

1 – 1 1 

1 1 – 3 

– 3 1 1 

– 2 0 2 

4 0 – 4 

0 1 – 2 

1 0 – 1 

0 0 0 

 .,2 3132 xxxx 

x 2,1 2Якщо  то ,1 13  x .
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Ранг матриці 

Розглянемо матрицю порядку  . Виберемо в ній довіль-
ним чином  рядків та  стовпців. На їх перетині дістанемо 
визначник k-го порядку, який називається мінором k-го порядку 
даної матриці. 

k k
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1

Рангом матриці називається найвищий порядок її мінора, 
відмінного від нуля. 

Існує два методи обчислення рангу матриці. 
1. Метод обвідних мінорів. 
Якщо знайдений мінор k-го порядку матриці відмінний від 

нуля, а всі її мінори k
k

-го порядку, які містять даний мінор k-го 
порядку, дорівнюють нулю, то ранг матриці дорівнює . 

2. Метод елементарних перетворень. Такими називають 
перетворення матриці: 

1) переставлення рядків або стовпців матриці; 
2) множення всіх елементів рядка або стовпця на відмінне 

від нуля число; 
3) додавання до елементів деякого рядка або стовпця відпо-

відних елементів іншого рядка або стовпця, помножених на 
відмінне від нуля число. 

Елементарні перетворення не змінюють рангу матриці. За їх 
допомогою матрицю зводять до вигляду, коли в кожному ряд-
ку та кожному стовпці залишається не більш як одне відмінне 
від нуля число. Тоді ранг матриці дорівнює кількості відмінних 
від нуля елементів. 

 

Задача 1.6. 1. Знайти ранг матриці 
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 Обчислимо мінор другого порядку: .9062613
6

6

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Обчислимо його обвідні мінори третього порядку: 
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Таким чином, знайдено мінор другого порядку, відмінний від 
нуля, а всі його обвідні мінори третього порядку дорівнюють ну-
лю. Тому ранг матриці дорівнює двом. 

2. Знайти ранг матриці . 

 Поміняємо місцями перший і четвертий рядки та перший і 
третій стовпці. Дістанемо еквівалентну матрицю 

. 

Помножимо елементи першого рядка на   та додамо до від-
повідних елементів другого рядка. Помножимо елементи першо-
го рядка на 3 та додамо до відповідних елементів третього рядка. 
Помножимо елементи першого рядка на –3 та додамо до відповід-
них елементів четвертого рядка. 
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Дістанемо . 

Помножимо елементи першого стовпця на 2 та додамо до від-
повідних елементів другого стовпця. Помножимо елементи пер-
шого стовпця на – 2 та додамо до відповідних елементів третього 
стовпця. Помножимо елементи першого стовпця на – 7 та додамо 
до відповідних елементів четвертого стовпця. 

Дістанемо еквівалентну матрицю 

. 

Помножимо елементи другого рядка на 2 та додамо до відпові-
дних елементів третього рядка. Помножимо елементи другого ря-
дка на –2 та додамо до відповідних елементів четвертого рядка. 

Дістанемо еквівалентну матрицю . 

Поділимо елементи другого стовпця на 2. Утворений стовпець 
додамо до третього стовпця, потім помножимо його на 9 і додамо 
до четвертого стовпця. 

Дістанемо еквівалентну матрицю . 

Ранг цієї матриці дорівнює 2. 



Зведення квадратичної форми до канонічного вигляду 
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Квадратичною формою від п змінних називається вираз 

, в якому i
j

ij
11

 . З коефіцієнтів квадратичної фор-

ми можна скласти симетричну матрицю  ijaA  , яка назива-
ється матрицею квадратичної форми. 

Кожну квадратичну форму в результаті певного перетворення 
координат можна звести до канонічного вигляду  

, при цьому n

 2
22

2
11 yy

 2
nn y  ,,,

0a x

2x

21  називаються канонічними 
коефіцієнтами квадратичної форми. 

До канонічного вигляду квадратичну форму можна звести 
такими способами: 

1. Метод Лагранжа. 
Якщо 11 , групуємо доданки, що містять 1 , та виділяє-

мо повний квадрат. Потім групуємо доданки, що містять , та 
виділяємо повний квадрат і т. д. 

2. Метод Якобі. 
Головними мінорами матриці квадратичної форми назива-

ються мінори різних порядків, розташовані в її лівому верх-
ньому куті: 
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Якщо всі головні мінори матриці квадратичної форми від-
мінні від нуля, то канонічні коефіцієнти квадратичної форми 
знаходять за формулами: 

11  ; 
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
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i ),,3,2 ni  (  . 

3. Канонічні коефіцієнти квадратичної форми дорівнюють 
власним числам матриці квадратичної форми. 

Задача 1.7. Звести квадратичну форму  
+

 2
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1 44 xxxx  до канонічного вигляду. 322 
 1. За методом Лагранжа: 
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2. За методом Якобі: 

Запишемо матрицю квадратичної форми . 

Її головні мінори ;31   ;8
42
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Канонічні коефіцієнти 
2

7
;

3

8
;3 321  . Тому квадратична 

форма зводиться до канонічного вигляду таким чином: 
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3. Обчислимо власні числа матриці квадратичної форми 

. Для цього складемо характеристичне рівняння 

0

52

24

02







3912 2  ;4;1 
0
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3 
. Розкриваючи визначник, дістанемо кубі-

чне рівняння , корені якого 21028 3   
. Таким чином, квадратичну форму можна звести до такого 

канонічного вигляду: . 

73 
2
37y2

2
2
1 4yy 

 183



Розділ 2. ВЕКТОРНА АЛГЕБРА. АНАЛІТИЧНА ГЕОМЕ-
ТРІЯ 

Задача 2.1. Дано координати чотирьох вершин А1 (0, 0, 1), А2 
(1, 0, – 1), А3 (1, 2, 0), А4 (2, 0, 1) піраміди А1А2А3А4. За допомогою 
методів векторної алгебри знайти: 
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;321 AAA
а) довжину ребра А1А2; 
б) площу грані  

в) кут між векторами  і ; 21AA 41AA

4321 AAAAг) об’єм піраміди ; 

д) напрямні косинуси вектора . 41AAа 

 а) Розглянемо вектор 2,0,121 AA . Довжину вектора 

 zyxa ,,   знаходимо за формулою   .2
3

2
2

2
1 xxxa 

 Звідси .51 AA 201 222
2   

31212

1
AAAAS б) Площа грані  дорівнює 321 AAA , де 

3121  — векторний добуток векторів  і AAAA  21AA 31AA , який зна-
ходимо за формулою 

222

11131

zyx

zyx

kji

AA 21 AA  . 

У нашому випадку        22231 ,,,2 zyxAA
 1,2,1 

 11121 ,0,1,, zyxAA  
 

Маємо .24
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

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13121

i

AAAA   

Звідси .
2
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214

2

1 222 
321
AAAS   

в) Кут між векторами  і  знаходимо за формулою 21AA 41AA
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У нашому випадку    .0,0,2,2 41  AA,0,121 AA  

 
5

5

5

1

25

200



12

cos


 . Маємо: 

.
5

5
arccos  Отже, 

г) Об’єм піраміди знаходимо за формулою 

333
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111

6

1

zyx

zyx

zyx

V , 

де      33341 ,,,,,,,, zyxAAzyxAAzyxAA  2223111121 . Використовую-
чи попередні обчислення, дістаємо 
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 .
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


V . 

д) Застосовуючи формулу напрямних косинусів 

,cos,
a

z

a

y
cos,cos
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x
  

знаходимо .0
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0
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2
cos  

Задача 2.1-1. Дано довжину ОА = 1, ОВ = 2, ОС = 3 ребер ОА, 
ОВ, ОС прямокутного паралелепіпеда. 

Е Т

Знайти: 
а) площу трикутника ОЕD; 
б) проекцію вектора ВСАВ на ; 

С

D
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O
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b

a A

n

m



BCBA

BCBA
ABC




cosв) кут АВС; ; 

г) довжину діагоналі паралелепіпеда; 
д) об’єм піраміди ОАВС. 

 а) Діагоналі ОD і ОЕ розглянемо як вектори nm i . У коор-

динатній формі вони запишуться як    3,2,0,0,2,1 nm . 

.
2

1
nmSOED Площу трикутника ОЕD знаходимо за формулою  
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Обчислимо векторний добуток .236

32

02 kji

kj


0

1

i

nm   

 Звідси 
2

7
236

2

1 222 OEDS  (кв. од.). 

.
ВС

ВСАВ
АВ

ВС


прб)   У  нашому    випадку      bаАВ

 ,0,2,1   3,2,0  cbBC . 

Маємо: 
   

 
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
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32201
22 


АВ

ВС
пр  

  в) Оскільки 3,2,0,0, BC2,1 BA , дістанемо:  

  
.

65
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
135

2201
cos


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.
65

654
arccosABCОтже,   

г) Розглянемо вектор 3,2,1OT .  Довжиною діагоналі пара-

лелепіпеда є довжина вектора .14321 222 OT  

Звідси  .14ОТ
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д) Об’єм піраміди знаходимо за формулою   ,
6

1
OCOBOAV  

де  OCOBOA  — мішаний добуток векторів  ,0,0,1OA  
 ,0,2,0OB  .3,0,0OC  

Маємо: 1
6

321

300

020

001





6

1
V  (куб. од.). 

Задача 2.1-2 Дано три послідовні вершини паралелограма  
А (1, 0, 0), В (4, 3, 2), С (2, –1, 0). Застосовуючи методи векторної 
алгебри, знайти: 

а) координати четвертої вершини D (x, y, z); 
б) площу трикутника АВС; 
в) довжину діагоналі АС; 
г) кут АВС; 
д) об’єм піраміди ОАВС. 

 а) Cторони паралелограма розглядаємо як вектори. Маємо: 
DCAB  ,    ,2,3,302,0  3,14 AB  zyx  ,1,2
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DC . 
Вектори рівні, якщо рівні їхні координати. Звідси дістаємо: 


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
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Отже, D (– 1, – 4, – 2). 
б) Площа  АВС є половина площі паралелограма, побудова-

ного на векторах BCBA i ; площа його дорівнює модулю вектор-

ного добутку векторів  .BCBA i

  Маємо: .2,4,2, BC2,3,3 BA  

Векторний добуток  знаходимо за формулою: BCBA

.622

24

23 kji

k





2

3

ji

BCBA


  
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Звідси 113644
2

1


2

1
 BCBAS ABC  кв. од. 

 (кв. од.) Отже, 11ABCS

в) Розглядаючи АС як вектор , маємо: AC

     0,1,12,4,2 2,3,3  ВСABAC . 

 Звідси 2011 222 AC . 

, знайдені в п. б: г) Використаємо формулу і вектори BCBA i

          

.
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33

164999

4323
cos













BCBA

BCBA
ABC

2422

22

4

22




 

.
12

33
arccosABCЗвідси  

д) Об’єм піраміди обчислюється за формулою   ,
6

1
cba V  де 

   — мішаний добуток векторів .  cba  ,, cba

3

1
2

6

1

012

234

001




Маємо: 
6

1
V  (куб. од.). 

Задача 2.1-3. На векторах kjpkin 42, jim ,32   по-

будовано паралелепіпед, де kji ,,  — орти відповідної системи 
координат. Знайти за методами векторної алгебри: 

а) об’єм паралелепіпеда; 
б) площу грані, побудованої на векторах ;nim  
в) довжину діагоналі паралелограма, побудованого на векто-

рах  ;pm i

г) кут між стороною m  і діагоналлю грані, утвореної векто-
рами .pm i  



 а) Об’єм обчислюємо за формулою 

3

222

111

yyx

zyx

zyx

V 

   3,2,1,, izyx
33

, де 

iii  — відповідні координати векторів .,, pnm  У 
нашому випадку  
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8412

42

10

03


0

1

2

V  (куб. од.). 

Отже, об’єм паралелепіпеда дорівнює 8 куб. од. 
б) Грань, побудована на векторах nm i , є паралелограмом. 

Площа паралелограма чисельно дорівнює модулю векторного 
добутку векторів nim : 

. nmS 

Векторний добуток обчислюється так:  

kji

kj

323

10

03 
i

nm

1

2 . 

Звідси     2232 22 32  nmS  (кв. од.). 

в) Діагональ паралелограма  .pmd 
У нашому випадку .45242 kjikj 32 jid   

Звідси   .53454 2 52 22 d  

г) Використовуючи дані, обчислені в п. в, зводимо задачу до 
знаходження кута між векторами  :dm i

   
.

195

6519

5133

19





5332

405322
cos

22 







dm

dm
 

.
195

6519
arccosОтже,   



Задача 2.1-4. Паралелограм побудовано на векторах qpa 23   і 

qpb 42  ,  
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,1p  .
3

,,1


q qp  Методами векторної алгебри 

знайти: 
а) довжини діагоналей; 
б) кут між діагоналями. 

 а) Відомо, що  

qpqpq 6422 pbad 31  . 

.2542 qpqpq 232 pbad   

Тобто   довжина   діагоналі   22
1 )6( qpd1d  

236qqp 2 12p  . Оскільки  ;11110cos2  ppp

,
2

1
60cos o  qp;10cos2  qpqqq  то 

,3136
2

1
1112 11 d   

  .194
2

1
1120 254202525 222

2  qqppqpd  

 Маємо: .19,31 21  dd

б) Кут між діагоналями розглядаємо як кут між двома векто-
рами  :21 did

     

.
589

589

3119

12325
22






 qqpp

3119

1

3119

112
2

1
3215

3119

256
cos

21
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














qpqp

dd

dd

 

.
589

589
arccosОтже,   



Задача 2.1-5. Вектори ji 23 AB  і   iBC j32  — це 
сторони трикутника. Обчислити кути трикутника, довжину меді-
ани АD, якщо ji,  — взаємно перпендикулярні одиничні вектори. 

A

B

D

C

 

 1) Знаходимо 

  .3224 jiBC ABAC   

Кути трикутника такі: 

 
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 
.

13

328

32

3

32242

31443
222









813

28

328213

3416

3
cos

2

















ACAB

ACAB
BAC

 

.
13

343

1313

322 


13
cos







BCBA

BCBA
ABC  

   
 

 
.

13

328

328213

3282

322413

3223241
cos

22

















CACB

CACB
BCA

328213

12344







 

13

328
arccos


A ; 

13

343
arccos


 ; 

13

328
arccos


C . B



2) Медіану AD розглядаємо як вектор, тому  

 
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ji
BC

31
2

7

2
ABBDABAD  . 

Визначаємо довжину медіани: 

  .
4

3865
332


1

4

49
31

2

7 2
2







AD  

.
2

3865
AD  Довжина медіани 

Задача 2.1-6. Знайти проекцію вектора  за напрямом  nma 56 

вектора ,34 nmb   де   120,,1  nmnm . Застосовуємо 
формулу: 

 
.

cos

b

ba

b

ba 



cosпр aa

b
  

 У нашому випадку 

   
  22

22

92416

153824

nnmm

nnmm




234

3456

nm

nmnm
a

b





пр , 

але 11110cos mm
2
m , 11110cos

2
 nnn , 

 
2

1

2

1
11120 






cos nmnm . 

Тому 
13

1320

13

20

9

15
2

1






1216

3824




a

b
пр . 

.
13

1320
a

b
пр  Звідси 

Задача 2.1-7. Перевірити на компланарність вектори: 

kjirk  46,jiqkjip  22,32 . 



 Якщо вектори компланарні, то визначник, складений із ко-
ординат цих векторів, дорівнює нулю (мішаний добуток векторів 
тотожний нулю). 

Маємо   08612818 4

146

122

132







 rqp . 

Отже, вектори компланарні (лежать в одній площині, лінійно 
залежні ). qр 2 r

Задача 2.1-8. Для вектора 
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kj 23 ip 4 , де kji ,,  — орти 
відповідної системи координат, знайти: 

а) довжину вектора ; p

б) напрямні косинуси вектора ; p

в) проекцію вектора p  на вектор  .632 kjiq 

 а) Згідно з формулою 222 zyxp  , де x, y, z — коор-

динати вектора p , маємо   .29234 222 p  

б) Відомо, що 
p

z

p

y
 cos,

p

x
 cos,cos . 

 і відомі координати вектора, маємо Оскільки 29p

.
29

2
cos,

29

3
cos,

29

4
cos   

в) Проекція вектора  на вектор  становить: p q

p


q  

   
.

7

11

49

11

6

623
22






32

324
coscos

2 




q

qp

q

qp
pp

q
пр  

.
7

11
пр;

29

2
 p

q
cos;

29

3
cos;

29

4
cos;29 p  



 2,6,3 Задача 2.1-9. Дано: вектор a . 
Знайти: 
а) довжину вектора ; а
б) одиничний вектор, паралельний вектору ; а
в) одиничний вектор, одночасно перпендикулярний до вектора 

 і осі ОХ; а

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г) проекцію вектора а  на вектор 6,3,2 р . 

 а) Згідно з формулою .743692 z22  yxa  







 

7

2
,

7

6
,

7

3

а

а
б) 0a . 

в) Припустимо, що вектор m , який потрібно знайти, має ко-
ординати  .,, zyxm   Цей вектор перпендикулярний до векторів 

 2,6,3 a  і (1, 0, 0). 

Звідси .
0

3026











x

yzzy

0

3

01

0
















x

x

x

ma
 

Отже,  .3,,0 yyт    

Оскільки т  одиничний, то , 110 22  yy 19 2  y
10

12 y , 

10

1
1 y , .  

10

1
2 y

.
10

3
,

10

1
,0 








,

10

3
,

10

1
,0 21 








 mm  

   23
г) 

7

36

3694

6236



  

a
b

пр , 

оскільки    
.

,
,cos,cos

p

pa
pa

p

pa
paaa

p











пр  



Метод координат і пряма лінія 

Задача 2.2. У трикутнику АВС відомі координати вершин А 
(9, 1), В (–3, –4), С (–7, –1). 

С (– 7, – 1) 0

H

х

y

А (9, 1)

В (–3, – 4)

D

 
Знайти: 
а) довжину сторони ВС; 
б) рівняння ВС; 
в) рівняння висоти АН, проведеної з точки А; 
г) довжину висоти, проведеної з точки А; 
д) рівняння бісектриси ВD внутрішнього кута В трикутника; 
е) площу трикутника; 
є) кут В у радіанах з точністю до двох знаків. 

 а) Використаємо формулу відстані між двома точками В і С: 

        591614 2 73 222  BCВС yyxxBC . 

Отже, ВС = 5. 
б) Скористаємось рівнянням прямої, яка проходить через дві 

точки:  
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12

1

12

1

yy

yy

xx

xx








 

Беручи  дістаємо: ,1,7,4 22  yx,3 11  yx

0254316 793
3

4

4

3

41

4

37

3
















yx
yxyx

yx

.02543  yx

. 

(ВС):  
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в) Висота АНВС, тому   .0BCAH  Позначимо точку Н (х, у), 

тоді  1,9  yx   AH ; 3,441,37 BC
03334  yx

.0

 і 
.     0139  y

3334  yx
4 x

(АН):  
г) Задача зводиться до знаходження відстані від точки А до 

прямої ВС, яка обчислюється за формулою 

,
22

00

BA

CByAx
d




AH  

де  — рівняння прямої ВС; х0, у0 — координати точ-
ки А. Маємо: 

0 CByAx

.2,11
5

56

4

2514

2






3

93

2


 dAH  

Довжина АН = 11,2. 
д) Бісектриса BD трикутника АВС — це геометричне місце то-

чок, рівновіддалених від прямих ВС і ВА. Рівняння ВС знайдено в 
п. б. Аналогічно знаходимо рівняння прямої ВА: 

;
BA

B

BA

B

yy

yy

xx

xx








 

  1235
41

4

39

3









yx
yx  0331254  yx ; 

.
125

3312525

22 




yx

43

43

22 

 yx
 

Для внутрішнього кута трикутника дістаємо: 

 

.02080

32552





1608641656025

39
13

33125

5

2543









yxyx

yxyx

yx

yx

.020  yx

 

Отже, 8  



е) Площу трикутника можна обчислити, використавши: 
1) векторний добуток; 

1

1

1

2

1

33

22

11

yx

yx

yx

S 2) формулу ; 
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3) .
1

haS 
2

Використаємо останню формулу:  

 

28
5

56
5

2

1
 AH

28S

2

1

2

1
 BChaS  кв. од. 

 (кв. од.). 
є) Шуканий кут можна обчислити як кут: 
1) між двома векторами  і ; BC BA
2) між прямими ВА і ВС через кутові коефіцієнти. 
Обчислимо кут способом 2: 

,
1 12

12

kk

kk
B




 tg

де k1 і k2 — кутові коефіцієнти прямих АВ і ВС. 

 
 

 
 ,

12

5

39

41
21 4

3

4

3

37

41






 














BC

BC

BA

BA

xx

yy
k

xx

yy
k . 

Звідси 
33

56

16

11
12

14

16

5
1

12

14










12

5

4

3
1

12

5

4

3






Btg ; 

10,204,114,3
33

56


7 023

 arctgB . 

Задача 2.2-1. У трикутнику АВС дано рівняння двох сторін: 
АВ —  і АС — 0105  yx   yx , а також точку перетину 
медіан М (1, 1). 



Знайти: 
а) рівняння третьої сторони ВС; 
б) відстань від точки В до прямої АС; 
в) кут В в радіанах з точністю до двох знаків; 
г) точку перетину висот трикутника. 

H

0 х

y
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k2

D (x, y)

k1

B

P

Е

M

O

С

А

 

 а) Побудуємо рисунок. На продовженні прямої АМ відкла-
демо відрізок МD = 2 АМ. Через точку D проведемо прямі DB i 
DC, паралельні АС і АВ. Фігура АВDС — паралелограм. Точка D 
діагоналі AD паралелограма АВDС поділяє зовнішньо відрізок 

АМ у відношенні .
2

3


DM

AD
 Щоб знайти  рівняння ВС,  необхідно  

знайти координати точок В і С, які можна знайти, знаючи рівнян-
ня прямих ВD і DC. Для відшукання рівняння прямої ВD потріб-
но знайти координати точки D і використати умову паралельнос-
ті прямих АС і ВD. Аналогічно знаходимо рівняння СD. 

1) Знаходимо координати точки D: 

.1

2

1
2

1

2

3
1

1
2

3
2

,3
1

2

3
1

1
2

3
0
















1

1











MA
D

MA
D

yy
y

xx
x

 

Маємо D (3, –1). 



2) ВD: .  Точка D лежить на прямій ВD, 
тому 

03  nyxAC

.8,0

BD

133
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 nn 083   yx  — рівняння ВD. 
3) Знаходимо координати точки В. Для цього можна 

розв’язати систему рівнянь методом Крамера: 

,30
18

510
1 


,22

13

57

083

01057












yx

yx
 

.863056
8

10



3

7
2   

Координати точки В: .
11

43
,

11

15

22

30
 BB yx  

4) Аналогічно попередньому визначаємо координати точки С: 

CD: .057  nyxABCD  

Точка D лежить на прямій СD, звідки випливає, що 
  01  n537  , 26n ; 02657   yx  — рівняння прямої СD. 

5) Знаходимо координати точки С. Для цього потрібно 
розв’язати систему 

22
23

2657





yx

yx





, 36
12

526
1 


 , 

647814 
23

267
2  .  

Координати точки С: 
11

18
Cx , 

11

32
Cy . 

6) Рівняння прямої ВС знаходимо як рівняння прямої, яка про-
ходить через дві точки: 

,
12

1

12

1

yy

yy

xx

xx








 

де ;
11

43
,

11

15
11  xx  BB yy  .  

11

32
,

11

18
22  CC yyxx



.038

15251125





y

x

.03825

2504181111254311

75

4311

3

1511

11

43

11

32
11

43

11

15

11

18
11

15



















xyxy

yxyx

 

Рівняння ВС:   yx  
б) Відстань від точки В до прямої АС знаходимо за формулою 

22

00

BA

CByAx
d




BH  , 

де Ах + Ву + С = 0 — рівняння прямої АС; х0, у0 — координати 
точки В. 

.
5

103

10

6
2

11

43




213

1
11

15
3

2 


 dBH  

5

103
Відстань від точки В до прямої АС дорівнює . 

в) Кут В знаходимо за формулою 
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,
1 21

21

kk

kk
B




 tg

де k1 — кутовий коефіцієнт прямої АВ, а k2 — кутовий коефіцієнт 

прямої ВС; .25,
5

7
21  kk  

.6711,07941,0

,7941,0
34

27

34
5

135








6711,0

25
5

7
1

5

7
25









arctg

tg

B

B
 

 рад. B 
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 BBHB xxkyy 

г) Знайдемо рівняння висоти ВН і висоти СЕ. 

ВН: , прямі АС і ВН — взаємно перпенди- 

кулярні, тому .
3

1

3

11





AC
BH k

1 ACBH kkk  

Звідси .151112933  xy

011433

11

15

3

1

11

43






  xy  

Рівняння ВН матиме такий вигляд: 11   yx .  
СЕ: шукаємо у вигляді  Cyy  ,ABCE CCE xxk  . Пряма   

тому .
7

5

5

7
1

k1  CEABCE kk  

.01347755  yx

.01347755

905522477
11

18

7

5

11

32







  xyxy  

Рівняння СЕ таке:   yx  
Знайдемо точку перетину висот Р. 

.4796

,13200
77134

33114





13455

11411

,2662
1347755

1143311

2

1















yx

yx

 

Звідси .80,1
2662

4796
;95 Py,4

2662

13200



Px  

Точка перетину висот Р (– 4,95; 1,80). 

Задача 2.2-2. Відомі координати двох вершин А (–1, 3), В (7, 1) 
і точка перетину висот М (6, 3). Знайти: 

а) рівняння його сторін; 
б) координати третьої вершини С; 
в) тангенс кута А; 
г) довжину висоти ВD; 
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д) площу трикутника ACBDS ABC  2

1
; 

е) точку перетину медіан. 

– 1

СD

T Q

B

M

1 7 х

y

А

 

 а) Спочатку зробимо рисунок. Знайдемо рівняння висот.  
ВС: АМ  ВС. Розглядаючи їх як вектори, маємо   0 BCAM , 

або, у координатній формі: 

    
   

  .7,010

,107

,0,733,1






xy

yx

 77

6






x

BC

AM

 

АС: АС  ВМ, розглядаючи ці відрізки як вектори, маємо 
  , або, у координатній формі:  0 ACBM

   
 

.0621

,3,1

,2,11







yx

y

.072  yx

    03211

3,76







yx

xAC

BM

 

Звідси  
АВ: рівняння сторони АВ знаходимо як рівняння прямої, що 

проходить через дві точки  

12

1

12

1

yy

yy

xx

xx








. 

У нашому випадку 

1,7,3, 221  yxy11 x . 



Маємо  

.011412 41
2

3

8

1

31

3

17

1
















yx
yxyx

yx

2 y 7

 

АС: ; ВС: 07 x x ; АВ: 0114  yx












.7

7

7

0142

x

yy

. 

б) Через вершину С проходять дві прямі АС і ВС. Щоб знайти 
координати цієї вершини, потрібно розв’язати систему 













7

072

xx

yx
 

Координати вершини С (7, 7). 
в) Скористаємось формулою  
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ABAC

ABAC

kk

kk

kk

kk


A








11 21

12tg . 

У нашому випадку 
2

1
ACk , 

4

1
ABk .

7

6

8

7
4

3

4

1

2

1
1

4

1

2

1











A, tg  

7

6
tg A . 

г) Довжина висоти ВD дорівнює відстані від точки В до прямої 
АС і обчислюється за формулою: 

.  
5

512

5

12

5

727

41

72 00 








yx
dBD

д) ВD обчислено в п. г. Знайдемо АС. 

        
.5480

17 222



 ACAC yyxxAC 166437 2 
 

2454
5

512

2

1
S  (кв. од.). Звідси 



е) Знайдемо координати точки Q — середини відрізка ВС: 
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2

7
.4

2

71
7

7



Qx


Qy  

Точка Т перетину медіан поділяє медіану AQ у відношенні 

.2
TQ

AT
 Звідси 

3

13

1 21

721









 A
T

x
x Qx

; 





1
QA

T

yy
y  

3

11

21

243





 . 

Точка перетину медіан 







3

11
,

3

13
T . 

Задача 2.2-3. Рівняння однієї зі сторін квадрата 2х + 3у – 4 = 0. 
Точка перетину діагоналей М (2, 2). 

Знайти: 
а) довжину сторони АD квадрата; 
б) рівняння сторін квадрата. 

х

y

0 2х + 3y – 4 = 0

D

C

N

E

B

R

Р

A

M

1

 

 а) A MED 2 — відстань від точки М до прямої АВ. 

13

136

13

6

3

423

2






2

22

2


ME . 

.
13

1312
AD  Звідси 



б) Достатньо знайти координати вершин В і D. Складаємо рів-
няння сторони ВD, знаходимо координати точки В (точка пере-
тину прямих АВ і ВD) і, знаючи точки В і М, визначаємо точку D. 
Рівняння прямої ВD шукаємо у вигляді  MBDM xxkyy  . 

Коефіцієнт kBD обчислюємо з рівняння: 

.
5

1
,

3

1

,

3

2
1

3

2

45





















BDBD

BD

BD

k

k

k
tg

3

5
,

3

2

3

2
1

1









BDBD

BABD

BABD

kkk

kk

kk
DBAtg

 

Рівняння прямої ВD записуємо як   .085,2  yxx
5

1
2 y  

Знаходимо координати точки В: 
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,42420
5

3


8

4
,13310

51

32

85

432
1 












yx

yx
 

,20416 
81

42
2 


  маємо 

13

20
,

13

4
 yx . 

Звідси .
13

20
;

13

4






B  

ВС: рівняння прямої ВС шукаємо у вигляді прямої, яка прохо-
дить через дану точку в даному напрямі:  BBCB xxkyy 

BC

. Кое-

фіцієнт k  задовольняє умову , 1BABCkk .
2

3

3

2
11





BAkBCk   

Маємо .12394026, 



x

0423

13

4

2

3

13

20


  xy  

Отже, рівняння прямої ВС:   yx . 
D: знаходимо координати точки D, яка поділяє зовнішньо від-

різок ВМ у відношенні .2
DM

BD
  



Маємо: 

.
13

32

21

22

,
13

56

1
13

56

21

22
13

4
















13

20

1

1















MB
D

MB
D

yy
y

xx
x

 

СD: пряма ABCD  проходить саме через точку D. Шукаємо 
рівняння СD у вигляді  DABD xxkyy  , 

02083926  yx

01632 

112269639
13

56

3

2

13

32







  xyxy , 

.  yx 
АD: Пряма BCAD  і проходить через точку D. Тому її рівняння 

шукаємо у вигляді  DAD xxk 

 206

Dyy  . Оскільки ,
2

3
 BCAD kk  то 

.0823

168396426
13

56

2

3

13

32





yx

xyxy 01042639  yx

,01632,0 

 

Рівняння сторін квадрата: 423   yx
0823 

yx  
 yx . 

Зауваження 
Рівняння сторін квадрата можна знайти простіше, скористав-

шись формулою для відстані від точки М (точка перетину діаго-
налей) до сторін АВ і СD, АD i BC. 

;610

;
94

3








C
C

Cyx MM

.16,610

,4,6

2

1



13

32

13

136

2
:






yx

MEMRCD

MM

 

10




CC

CC

0432:,

 


Рівняння СD: 01632  yx  yxAB . 
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023 
AD i BC: рівняння прямих AD i BC запишемо у вигляді 

 Cyx . Відстані MN i MP від точки М до прямих AD i BC 
дорівнюють МЕ. 

,62
13

6

,
3

2
2








C

ME
CyM

.
8

4

66

62

2

1







C
C

C

C

0432 

13

2223

2

3
2





C

xM

 





 

Рівняння сторін AD i BC мають такий вигляд:  yx
.0832 

 і 
 yx

0242

 

Задача 2.2-4. Відоме рівняння двох сторін паралелограма 
ABCD. AD:  yx 0323; AB:   yx

.0,1
32

24





yx
y

y

. Діагоналі паралелог-
рама перетинаються в точці М (3, 1). 

Зобразимо на площині прямі АD і АВ, точку М (3, 1), а також 
паралелограм. 

y

– 1 А

T

Знайдемо координати вершини А:  
3

2








x

x

Знайти: 
а) рівняння діагоналей; 
б) довжини висот AT i AR паралелограма, що дорівнюють від-

стані від точки А до прямих BC i DC; 
в) кут BAD; 
г) площу паралелограма; 
д) рівняння висоти AF, опущеної з точки А на діагональ BD. 

х

С (5, 2)

R

D

M

B (3, 3)



 а) 1) Рівняння діагоналі АС можна знайти як рівняння пря-
мої, що проходить через дві точки А і М: 

0.12 



y

1,3,0 22 yx



















x,21
01

0

13

1

,1, 11
12

1

12

1

yx
yx

yx
yy

yy

xx

xx
де

 

2) Для відшукання рівняння діагоналі BD потрібно знайти рів-
няння сторони ВС, координати точки В як точки перетину двох 
прямих АВ і ВС і координати точки С. 

Точка С поділяє відрізок АМ зовнішньо у відношенні 
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.2
CM

AC
 Координати точки С: 

,2
21

120

,5
21

321

1

















C

MA
C

yy
y

xx
x

 2,5C

04

. 

1



MA

Рівняння прямої ВС шукаємо у вигляді 2  nyx  ,ADBC  
напрямні вектори рівні між собою, координати точки С задоволь-
няють рівняння прямої 1802452  nn

.0
. Рівняння прямої ВС 

має вигляд  92  yx
Знайдемо тепер координати точки В. Точка належить прямим 

ВС і АВ, тому вона задовольняє рівняння кожної з них. 

 3,3,3,3 Byx 
0323

092

yx

yx









. 

Рівняння  діагоналі ВD  шукаємо  у вигляді ,
12

1

12

1

yy

yy

xx

xx








 де  

.3,3 2  BB yyx,1,3 211  MM xyyxx   

Маємо 
33

3

2

1

0

3

13

1  






yxy

.3


x

. 

Рівняння діагоналі xBD  

б) .
5

58

5

919

2







21

2

2 


 AA yx

AR  
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.023 
Знайдемо рівняння прямої DC. Шукаємо DC у вигляді 

 eyx
,022  e .11e .01123 
 Точка С лежить на прямій DC, тому 

 Рівняння DC має вигляд 53   yx  
Відстань точки А (висота АТ) до прямої DC: 

.
13

134

13

47


A

13

23 
 A yx

AT  

.
13

134
,

5

58
 ATAR  

в) Кут BAD шукаємо за формулою 
21

12

1 kk

kk




tg , де k2 i k1 — 

кутові коефіцієнти прямих АD і АВ: .
2

3
,

2

1
2  ABkk1  ADkk  

.8

4

1
2

4

3
1

2

1

2

3





BAD

.44644,18  arctg

BCARSABCD 

tg  

BAD  
г) 1-й спосіб. . 

   

    .514

22



 BCB yyx

2353

,
5

58

22 

 CxBCAR
 

85
5

58
ABCDS

8ABCDS

(кв. од.). 

 кв. од. 

2-й спосіб. 

   0,2,4,0,3 AC,2,
2

1
2  ABACABACABS ABCD ; 

 8,0,0

02

03  k

kj

4

2
i

ACAB ; 

кв. од. 8800 2 ABCDS
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.00
д) Рівняння BD х = 3: Вектор нормалі прямої (1, 0), рівняння 

висоти шукаємо у вигляді 10     CyCy
.000

x  Точка А (1, 0) 
належить висоті, тому маємо 1 0     yC

0
C  

Рівняння висоти AF: y

0552

. 

Задача 2.2.5. Рівняння прямої l:   yx . Точка М (2, 3). 

0

Знайти: 
а) рівняння прямої, яка проходить через точку М перпендику-

лярно до даної прямої; 
б) координати точки М1, симетричної точці М відносно пря-

мої l; 
в) рівняння прямої, яка проходить через точку М під кутом 45 

до даної прямої l; 
г) площу квадрата, сторона якого лежить на прямій l і одна 

із вершин якого точка М. 

 а) Вектор нормалі прямої  5,2055  Ny є2 x . Позна-
чимо координати проекції точки М на пряму l через М2 (х, у). Век-
тори 2MM  і N  — паралельні, тому їх координати пропорційні: 

 3,22  yxMM ; 

52


32  yx
.04256210, або 5  yxyx

.042

 

Отже, рівняння перпендикуляра ММ2: 5  yx  

N

х

M (2, 3)

y

45°
M2

M1

l



б) Знайдемо точку М2 перетину прямих ММ2 і l: 
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.
29

17
,

29

30

,29
52

25

22 






yx17
52

45
,30

55

24

552

425

0552

0425

21 




















yx

yx

yx

yx

 

Точки М і М1 симетричні відносно точки М2. Маємо: 

.
29

70
,

29

2
11  yx

29

17
3

29

60
2

29

17

2

3
29

30

2

2

2

2

1

1

1

1

2
1

2
1




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
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
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

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


























y

x

y

x

y
yy

x
xx

 

Звідси координати точки 





 

29

70
,

29

2
1M . 

в) Позначимо через k кутовий коефіцієнт шуканої прямої. Ви-
значатимемо рівняння у вигляді 

 MM xxkyy  . 

Обчислимо k. Дістаємо: .
1

45
21

12

kk

kk




otg  У нашому випадку k2 = k, 

.
5

2
1 k  Маємо .

5

3
,

5

3

5

7
,

5

2
 kk

5

2
1

5

2
1

5

2

1 



 kk

k

k
 Рівняння 

шуканої прямої:   63155,2  xyx

0953
5

3
3 y . 

Рівняння шуканої прямої   yx . 
г) Знайдемо довжину сторони квадрата, яка дорівнює відстані 

від точки М до прямої l. 

 ;
29

196

;
29

14

52

5352

2
2

22

oд.кв.






MM

2
2

квадрата 



S

MM

 

од.)(кв.
29

196
S . 



Задача 2.2-6. Пряма l проходить через точку А (– 3, – 1) і від-
тинає трикутник площею S = 2 кв. од. (див. рисунок). 
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,SS OBB 

22BOC ,
43

SS OBB 

Знайти: 
а) рівняння прямих l1 і l2 , які задовольняють умову задачі; 
б) відстань від початку координат до кожної з цих прямих; 
в) відстань між точками перетину прямих l1 і l2 з осями ко-

ординат; 
г) рівняння прямої, яка проходить через початок координат 

перпендикулярно до кожної з цих прямих. 

 а) Проаналізуємо числові дані. Якщо 
43

 то задача 

має два розв’язки: трикутники  і . Якщо  то 
задача має три розв’язки. 

11OCB

У нашому випадку задача має два розв’язки: прямі l1 i l2. Рів-
няння прямої шукатимемо у  вигляді  рівняння прямої у відріз- 

ках .1
b

y

a

x
 

Шукана   пряма   проходить   через  точку   А (–3, –1),   тому  

1
13


ba
. Водночас площа трикутника, який відтинається в на-

шому випадку, дорівнює чисельно 2
1

ab
2

(а і b — відрізки, які 

відтинає пряма на осях координат протилежного знака). 

О
хB2

А (–3, –1)

y
l

l2

C2

C1В4

В1

В3
l3

1

2

2

ba



Маємо систему: 

.2,2
3

2
,6

4

412

4

1
4

3

4

1
13

22

11

2








































ba

ba

a
b

aa

a
b

a

a

ab
ba 4

01242













a
b

aa

 

Звідси .1
26

,1
22





yxy

02 


x

 

l1:  yx , l2: 69 yx . 

2
2

200
1 




yx
d ; б) 

82

6

82

69 00 



yx

2d . 
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Відповідь: 2 ; 
82

6
. 

в) 2222
11  baBC ; 

9

4
36

9

4
622 b2

22  aBC . 

9

4
36

0

; Відповідь: . 22

г) Для прямої l1:  kxy
  011  k 1

. Якщо прямі взаємно перпендику-
лярні, то 1 ,  k

0

. 

Маємо: у + х = 0, у = –х. 

2) Для прямої l2:  kx 019y . 1   k , k = –9. Маємо: у+ 9х = 
0, у = –9х. 

у = –х, у = –9х. 



Задача 2.2-7 
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Дві точки А (2, 3), В (5, 1) лежать на прямій. 
Знайти: 
а) точку перетину прямої з віссю Ох; 
б) точку С на осі Ох, таку щоб площа трикутника АВС дорі-

внювала S = 5 кв. од.; 
в) відстань від точки С до прямої АВ; 
г) рівняння висоти СD трикутника АВС; 
д) кут АСВ.  

 а) Знайдемо рівняння прямої АВ як рівняння, що проходить 
через дві точки: 

1

1

2

yy

x

xx 
Ax 3A 52  Bxx

12  Byy
21

1

yyx 



,   де      ,      ,       ,  2 1  yy1 x

. Маємо: 

01332: 9342
2

3

2

2

31

2

25

2

















yx
yxxx

yxAB . 

Знайдемо точку перетину прямої АВ з віссю Ох. Для цього ві-
зьмемо в рівнянні прямої 2х + 3у – 13 = 0 значення у = 0, звідки 

2х – 13 = 0, 
2

13
x . 

Отже, точка перетину прямої АВ з віссю Ох 







0;
2

13
M . 

б) Позначимо координати точки С (х, 0). Тоді площу трикут-
ника обчислимо так: 

   132
2

1
153  xx2

2

1

1

1

1

0

1

3

5

2

2

1

1

1

1

2

1

3

2

1

3

2

1


xy

y

y

x

x

x

S . 

0 С1

А 

y

D

х

1

M

(2, 3)

В (5, 1)

С2

D2



З умови задачі S = 5. Маємо: 












.5,1

5,11

1013

1013

2

1

x

x









2

2
101325132

2

1

x

x
xx  

   0;5,11,0;5,1 21 CC . Існують дві точки 

в) Відстань від точки С до прямої АВ знаходимо за формулою 

22

00

BA

CByAx
d






cc yyxx  00 ,,013

. 

У нашому випадку АВ: , yx  32

,
13

1310

13

1013




32

035,12

22
11




DC  

.
13

1310

3

1303

22






2

2,112
22


DC  

.
13

1310
Відстань від точок С1 і С2 до прямої АВ дорівнює  

г) У нашому випадку є дві точки С1 і С2, тому має бути два пер-
пендикуляри. 

 215

Рівняння перпендикуляра шукаємо у вигляді .00

n

yy

m

xx 



 

Вектор  3,2N
01332  yx

, складений з коефіцієнтів при змінних х і у рів-
няння , перпендикулярний до даної прямої, тому 

;
3

n
 00 , yx

2

m
  — координати точки С1 або С2. 

Звідси рівняння прямої С1D1: 

09462  yxy
2

9
3

3

0

2
2

3







x
yx

. 

Аналогічно — рівняння С2D2: 

.069462  yxy69123
3

0

2
2

23







x
yx

 



Рівняння висоти  

C1D1: 0946  yx  і C2D2: 06946   yx . 

д) Кут АСВ визначатимемо як кут між двома векторами CA і : CB

,
11

21
1

ВCAC

BCAC
BAC




cos  
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де     





 1,

2

7
01;5,15






 ,3,

2

1
03;5,12 11 BCAC , 

7238,0
1353

19

4

53





7614,01  BAC

4

13
4

19

1
4

49
9

4

1

13
2

7

2

1

cos 1








 BAC , 

 рад. 

BCAC

BCAC
BAC

22

22
2


cos ,  Аналогічно: 

де        1;5,601;5,11 5,3;5,903;5,112 22  BCAC ; 

 

рад.1532,0

25,4325,99

75,64

2 




9883,0
51,65

75,64

5625,4292

75,64

15,635,9

135,65,9
cos

222
2







 BAC

BAC

1532,02  BAC

 

Відповідь.  рад,  рад. 7614,01  BAC

Задача 2.2-8. Відомі точки Р (4, 2), Q (2, 7), R (–2, 3) — сере-
дини сторін трикутника. 

Знайти: 
а) координати вершин трикутника; 
б) точку перетину медіан трикутника — точку О; 
в) площу трикутника АВС; 



г) відстань PD (від точки Р до середньої лінії QR); 
д) точку перетину висот Q. 

D

M

Q (2, 7)

А1 (х, у)
0 х

y
A

R (– 2, 3)

B

C (0, – 2)

P (4, 2)

B1 (х, у)
E

O

S

N

 

 а) Зробимо рисунок. Через точку Р проведемо пряму, пара-
лельну середній лінії RQ трикутника. Аналогічно через точку Q 
проведемо лінію, паралельну прямій RP, і через точку R прове-
демо пряму, паралельну прямій QP. Точки перетину цих прямих 
будуть вершинами трикутника АВС. Вершини трикутника можна 
знайти за допомогою класичного методу як точки перетину сто-
рін трикутника. Тут пропонується інший спосіб. Сполучимо точ-
ки R і В. Пряма RB перетинає відрізок QP у точці М. Точка М по-
діляє відрізок QP навпіл, тому координати точки М такі: 
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









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;3
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xx
x PQ

M
PQ

M 








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9
;3;

2

9

2

27
M . 

Відрізок RM поділяється точкою В зовнішньо у відношенні 

.2
BM

RB
 Звідси  

 .6,86
21

2

9
2

,8
21

322

B








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1
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B
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













 



Аналогічно знаходимо координати точок С і А: 

.2,
2

5
,1,

2

5

,1
2

42

2
:

















CS

QC
C

y
xx

xC PR
S 2
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2








yy PS
S

 

 .2,02
2

2

5
2





C

1

7

1
,0

21

122

1
















yy

y
xx

x SQ
C

SQ
C  

 

 .8,4,8

,2,5,0





A

AN

PA
N

1

522
,4

21

024

1

,5
2

73
,0

2

22

2
:



























y
xx

x

y
xx

xA

A
NP

A

N
QR

N

 

Координати вершин трикутника: А (– 4, 8); В (8, 6); С (0, –2). 

б) Точка перетину медіан трикутника буде спільною як для 
трикутника RQP, так і для трикутника АВС. Розглянемо RQP і 
медіану RM. Точка О поділяє відрізок RM у відношенні 
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.2
OM

RO
 

Звідси 4
3

2

9
23

1






 MR yy

;
3

4

21

322

1 00 








 MR y
xx

x . 

Координати точки перетину медіан: 







4,
3

4
O . 

в) Площу трикутника АВС знаходимо за формулою 

    .56112
2

1
8

120

168

184

2

1









641624
2

1

1

1

1

2

1

23

22

11




yx

yx

yx

S ABC

 

Площа трикутника АВС дорівнює 56 кв. од. 



г) Знайдемо рівняння QR як рівняння прямої, що проходить 
через дві точки: 

.05,7

,, 2





yxy

yyx RR

2
4

7

4

2

73

7

22

2

,,, 211
12

1

12

1

























x
yxyx

xyyxx
yy

yy

xx

xx
QQ

 

Звідси .
2

27

2

7

2

52


4

11

5

22





 PP yx

PD  

.
2

27
PD  

д) Точку перетину висот знайдемо як точку перетину прямих 
АА1 і ВВ1. 

1) Рівняння прямої АА1: 

      8,826,0 8,8,4, 11  BCyxAABCAA , 

      .08 04  yx84801  yxBCAA  

2) Рівняння прямої ВВ1: 
      10,482,4 0,6,8, 11  ACyxBBACBB , 

     
.014520

06108




yx

y

305162

401



yx

xACBB
 

Щоб знайти точку перетину висот, потрібно розв’язати систему 
рівнянь: 
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,6
14

514
1 


,7

11

52

4

1452












yx

yx
 

22
41

142
2 


 , .

7

22
,

7

61 



  yx

Координати точки перетину висот трикутника АВС: 







7

22
,

7

6
E

.0323 

. 

Задача 2.2-9. Дано дві вершини А (2, –3), В (5, 1) трикутника АВС,  
рівняння сторони ВС: 2х + 3у – 13 = 0 і медіани АМ:  yx  



Знайти: 
а) точку перетину медіан; 
б) тангенс кута СВА; 
в) рівняння сторони АС; 
г) рівняння висоти СD, опущеної з вершини С на сторону АВ; 
д) довжину висоти СD; 
е) площу трикутника АВС. 
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0
х

D

M

Q
B (5, 1)

А (2, – 3)

y
С

2x + 3y – 13 = 0
 

 а) Знайдемо спочатку точку М перетину медіани АВ і сто-
рони ВС: 

.33396
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Координати точки 







7

33
,

7

4
M . Точка Q перетину медіан по-

діляє відрізок АМ у відношенні 2
QM

AQ
. Тому 

.
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Координати точки перетину медіани 







7

15
,

7

2
Q . 

б) 
21

12

1 kk

kk
CBA




tg , де k1 — кутовий коефіцієнт ВС, 
3

2
1 k ; 

k2 — кутовий коефіцієнт сторони АВ 
 


B

B
AB x

y
k

3

4

25

31






 A

A
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y
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

Звідси 18

9
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4
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








18CBAtg

23 

CBAtg . 

. 

в) Координати точки А відомі. Щоб знайти координати точки С, 
розглянемо відрізок ВС, точка М — поділяє цей відрізок навпіл, то-

чка С — відрізок ВМ зовнішньо у відношенні 2
CM

BC
 . Тому  

.
7

59

1
7
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2
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Координати точки 







7

59
,

7

43
C . Рівняння сторони АС шукає-

мо у вигляді рівняння прямої, яка проходить через дві точки: 

12

1

12

1

yy

yy

xx

xx








, де .
7

59
,

7

43
,3,2 2211  yxyx  

1715716080 

7
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3

7
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3
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2
7

43
2

















 yxyx
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01157

. 

Рівняння сторони АС: 80   yx . 
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г) Позначимо точку D (x, y).   0 ABCDABCD ; 

 4,3,
7

59
, 


 ABy

7

43


  xCD . 

Маємо: 

.01072821

210
7

59

7

43
3









 






 
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xyx ,023628129  y

01072821

 

Рівняння висоти СD: .  yx  

д) Скористаємось формулою 

,
22

100

BA

CByAx
CD






CBA ,,

d   

де  — коефіцієнти прямої АВ; х0 у0 — координати точки С. 
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Довжина висоти СD дорівнює 
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. 

е)
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Задача 2.2-10. Дано координати вершин А(–3; 3) та В(–1; 9) 
трикутника АВС, рівняння двох його висот х – у + 6 = 0 та 9х –– у 
+ 18 = 0 і координати точки Р(7; –4). 

В (– 1; 9)

С

NМ

DL2

45

О
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Р (7; – 4)

L1

0

45А (– 3; 3)

х
у

 – 
 +

 6 
= 

х

у

 

 Відкладаємо дані точки А(–3; 3); В(–1; 9) та Р(7; –4) (див. ри-
сунок). Будуємо прямі х – у + 6 = 0 та 9х – у + 18 = 0. На цих пря-
мих лежать висоти трикутника, які перетинаються в точці М. Через 
точки А та В проводимо прямі, перпендикулярні до висот. У точці 
їх перетину міститься третя вершина С. Через вершину С прово-
димо пряму CD, на якій лежить медіана CD. Позначаємо на ній то-
чку перетину медіан N. Через вершину В під кутом 45 до медіани 
CD проводимо дві прямі BL1 та BL2. Креслимо трикутник МРС. 

1) Рівняння прямої, що проходить через дві задані точки, має 
вигляд 

22

1

12

1

xx

x

yy

yy






 x

. Підставивши в це рівняння координати 

точок А та В, складемо рівняння сторони АВ: 
31

3

39

3







y

012 y

x , або 

. 3 x
Кутовий коефіцієнт висоти, що проходить через вершину В, k 

= 9. З умови перпендикулярності висоти та сторони АC знаходи-
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мо кутовий коефіцієнт 
9

1
ACk

)( xxkyy 

. Рівняння прямої, що проходить 

через задану точку, має вигляд 11 . Підставляючи в 
це рівняння координати точки А та kAC, складаємо рівняння сто-

рони АВ: )3(
9

1
3 y x , або 0249  yx

08

. Аналогічно знахо-

димо рівняння сторони BC:   yx







.08

0249

yx

yx

. 
2) Координати точки C знайдемо, розв’язавши систему рів-

нянь  Звідси C(6;2).  

За формулами координат середини відрізка 
2

21x x
x


 , 

2
21 yy

y


  обчислюємо координати середини сторони АВ — точки 

D(–2; 6). Тепер складаємо рівняння медіани CD: 
62

6

26

2






 xy

0102  yx

, 

або . 
Медіани трикутника в точці перетину поділяються у відно-

шенні 2:1. Звідси випливає, що точка N поділяє відрізок CD у 

відношенні 2
ND

CN
. За формулами поділу відрізка в даному 

відношенні 



1
21 xx

x  
 



1

21 yy
y  обчислюємо координати точ-

ки перетину медіан 







3

14
;

3

2
N . 

3) З формули кута між прямими 
21

12

1 kk

k k
tg


 знайдемо кутові 

коефіцієнти прямих BL1 та BL2. Для кута між прямими BL1 та CD 
пряма BL1 перша, її кутовий коефіцієнт k1 невідомий. Пряма 

CD — друга, її кутовий коефіцієнт 
2

1
k . Таким чином, 

12
1 k

1

1
2

1

45tg
k

 3

)( 11 xxkyy 
06

. Звідси . Підставляючи в рівняння 

 знайдене значення k1 та координати точки В, зна-
ходимо рівняння прямої BL1: 3

1k

  yx . 



Для кута між прямими BL2 та CD пряма CD перша, її кутовий 

коефіцієнт 
2

1
1 k  Пряма BL2 — друга, її кутовий коефіцієнт k2 

невідомий. Таким чином 
2

2

2

1
2

1

k

k 
tg

1
45


 . Звідси 

3

1
2 k  і рівняння 

прямої BL2 має вигляд: )1
1

0283(
3

9  xy  або   yx

121 kk




9

x

. 

Зауваження. Прямі BL1 та BL2 взаємно перпендикулярні, тому 
кутовий коефіцієнт прямої BL2 швидше можна було знайти з 
умови перпендикулярності прямих . 

4) Координати точки М перетину висот трикутника знайдемо, 

розв’язавши систему рівнянь . Звідси 



018

06

yx

y








2
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Складемо рівняння сторони MС: 
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9
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






 xy
, або 0123  yx . 

Довжину сторони МС знайдемо за формулою відстані між точка-

ми 
2

105

2

9
2)

22
2

1 





 






  yMC

2

3
6()( 2

2
12  yxx  . До-

вжину висоти h трикутника МРС знайдемо як відстань від точки 

Р до  прямої  МС  за  формулою  
22

00

BA

CByAx
h




 .  Підставля-

ючи  
сюди коефіцієнти рівняння прямої МС та координати точки Р (7; 

– 4), дістаємо: 

 225

10

17

31

124371

22




   
h . Тепер обчислюємо пло-

щу трикутника МРС: 
4

85

10

17

2
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2

1

2

1
 hMCS . 



Зауваження. Площу трикутника МРС можна було знайти за 

формулою 
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1313

Задача 2.3. Криву другого порядку задано рівнянням  

1212

2

1
yyxx

yyxx






02424 2  yxy

S  . 

43 2  xyx . 

Визначити тип цієї кривої, записати її канонічне рівняння та 
побудувати в старій системі координат. 

у'у''

1

0

х''

х'

х1

у

 

 Для розв’язання задачі знайдемо визначник: 

08412
4

2



2

3

2322

1312




aa

aa
. 

Згідно з класифікацією кривих другого порядку маємо еліпс. 
Координати центра нової системи координат знайдемо за форму-
лами: 

1
8

21
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

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
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a
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0 


a

a

x ; 1
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1113

0 
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
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Знайдемо 8
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123


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
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333231

232221

131211


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. 
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
Кут α, на який потрібно повернути осі системи координат від-

носно точки O , знайдемо зі співвідношення: 

2

12
arctg

2

1

2211

12 4arctg
2

1

43

4
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




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a
. 
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*
11a *

22Значення коефіцієнтів у  і a  знайдемо за формулами: 

 177
2

1
sin2

22 asincos2cos 12
2

11
*
11  aaa , 

 177
2

1
cos2

22 

 

sincos2sin 12
2

11
*
22  aaaa . 

Таким чином, рівняння еліпса в канонічній формі набирає ви-

гляду:   02*
22

2 


*
11


 yaxa , або 1

177

16

177

16 22







 yx
. 

Задача 2.4.  Знайти  проекцію  точки  А (2, – 1, 3)  на  площину 
х – 2у + 3z + 15 = 0. 

 Запишемо рівняння перпендикуляра до площини, що про-
ходить через точку А. За напрямний вектор цієї прямої можна 
взяти нормальний вектор площини. Дістанемо 

3

3

2

1

1

2 






zyx

. 

Знайдемо тепер точку перетину цього перпендикуляра і пло-
щини. Для цього запишемо параметричне рівняння прямої:  

х = t + 2; y = – 2t – 1; z = 3t + 3. 
Підставивши значення х, у, z у рівняння площини, дістанемо 

    0153331  t222  tt , звідки t = – 2.  
Координати проекції точки А на площину: х = 0, y = 3, z = – 3. 

Задача 2.4-1. Записати рівняння площини, яка проходить че-

рез точку А(2; – 1; 3) та через пряму 
1
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1

1

2








zyx

 1;1;2 S

. 


 і  Точка М0(0; 1; –3) лежить на прямій. Вектори 

 6;2;2 AM  колінеарні шуканій площині, тому вектор 

 буде перпендикулярним до шуканої площини. AMSN 

kji

kji

N


 


2104

622

112 


 . 

Отже, рівняння шуканої площини:       032110  zy
2104 

24 x
04 

, 
або  zyx . 
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Задача 2.4-2. Знайти проекцію прямої 
4

6
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 zyx

532

 на 

площину 0 zyx

16  tx

5  ty

. 

 Знайдемо точку перетину прямої і площини. Для цього пе-
рейдемо до канонічного рівняння прямої у просторі , 

. Далі 64,3  tz 1
6

1

1210

5186



 

t

;7( A

. Точка перетину 

 .)2;2 
Як і в задачі 2.4, знайдемо проекцію точки  6;3;1 

05
, що лежить 

на прямій, на площину 32  tyx . 0;1;3 B . Рівняння про-
екції запишемо як рівняння прямої, що проходить через точки А і В: 
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, або 
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Задача 2.4-3. Через пряму 
1

1
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2


 


zyx

0118

 провести площину 

паралельно площині   z

0

yx . 

 Для того щоб задача мала розв’язок, пряма і площина ма-
ють бути паралельними, тобто   CpBnAm

13 
. Перевіримо цю 

умову: . Тоді нормальний вектор шуканої площи-
ни 

01815 
 8;1;1N , а точка, через яку вона проходить, 1;0;2 A . 

Тому її рівняння можна записати як   018  zy
68  zy

2x , або 
. 0x

Задача 2.4-4. Знайти відстань точки  4;1;2 A  до прямої 
 3

x
 

4

1

0

2 





zy
. 

 Шукану відстань можна знайти як довжину висоти парале-
лограма, побудованого на векторах AM 0  і S . Ураховуючи, що 
площа паралелограма дорівнює модулю векторного добутку цих 
векторів, знайдемо висоту з формули: 

kji

kji

SAM 91712

403

3320 



S

SAM
d




0

; ; 
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5140  SAM 81289144  ; . 5169 S

5

514
dЗвідси . 

Задача 2.4-5. На прямій 
1

3

2

7

1 
 


zyx

 
 знайти точку, най-

ближчу до точки . 6;2;3A

 Множина всіх перпендикулярів до прямої лежатиме в пло-
щині, яка перпендикулярна до прямої і проходить через точку А. 
Запишемо рівняння цієї площини: 

    062  zy23 012x  або    zyx

  ;013722  tt

. 

Знайдемо точку перетину площини і прямої x = t, y = 2t – 7, 
;  t = 3. 3 tz t

 0;1;3 B . Найближча точка має координати 

Задача 2.4-6. Знайти точку, симетричну точці 10;3;4A  відно-

сно прямої 
54

2

2

1 3





 zyx
. 

 Так само, як у задачі 2.4.-5, знайдемо координати найближ-
чої точки до А на прямій  8;6;3B . Координати симетричної то-
чки визначимо за формулою поділу відрізка навпіл. 

 6;9;2C . Дістанемо точку 

Задача 2.4-7. Знайти відстань між двома паралельними пря-

мими 
24

1

3

2 zyx






 і 

2

3

4

1

3

7  


zyx

  23 x
  02243;0214  zyxzy

1;3;4 B

. 

 Запишемо рівняння площини, яка проходить через точку на 
одній із прямих перпендикулярно до цієї прямої:  

. 
Знайдемо точку перетину цієї площини з іншою прямою 

. Знайдемо відстань точки    0;1;2 A , що лежить на 
першій прямій і в перпендикулярній площині, до точки В: 

. 3144 d

3dОтже, . 



Задача 2.4-8. Знайти найкоротшу відстань між двома прями-
ми, що не перетинаються: 

21

2

3

5 zyx






 і 
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5

1

4

1

3

3  


zyx

0

. 

 Відстань між такими прямими можна знайти як відстань 
між площиною, що проходить через одну пряму паралельно ін-
шій прямій, і точкою на цій другій прямій. 

Припустимо,    DCzByAx  — рівняння шуканої площини. 

Умови того, що пряма 
21

2

3

5 zyx


 
  лежить у площині і ця 

площина паралельна іншій прямій, запишуться у вигляді системи: 





















.1

3

3

1

05

02

0

D

C

B

A

CB

C

DB

0133 













43

3

25

A

BA

A

 

Отже, рівняння шуканої площини має вигляд:    zyx
 ;1;3 A

. 
Відстань від точки  до площини знайдемо за формулою 1

19

8

991

1333







)5;4;1(

222

000






CBA

DCzByAx
d . 

Задача 2.4-9. Дано координати точок M , , 
 і  — вершин піраміди SMNPQ, в основі якої 

лежить паралелограм MNPQ. 

)6;6;1( N
)1;4;6( P )6;8;5(S

Знайти: 
1) Площу грані МSN. 
2) Об’єм та висоту піраміди. 
3) Рівняння площини грані МSN. 
4) Проекцію точки Q на площину грані МSN. 
5) Проекцію точки М на бічне ребро SP. 
6) Рівняння площини, яка проходить через ребро PQ перпен-

дикулярно до площини грані МSN. 
7) Рівняння площини, яка проходить через точку Q перпенди-

кулярно до площин граней МSN та NSP. 



 Знайдемо координати вершини Q. Вектори  та MN QP
6(

 рів-
ні, тому )z1;y4;x)1;2;0( 

 231

 6 . Звідси x 2,  y 2, z . 
Отже, . )2;2;6( Q

 та : 1) Знайдемо координати векторів MN MS

)1;2 ;0( MN , . )11;12;4(MS

Обчислимо векторний добуток цих векторів: 

kji
k

8410
11

1 
ji

MSMN
124

20  . 

Тепер знаходимо площу грані MSN: 

538)4()10 222 (
2

1
MSNS . 

M1

Q1

Q  

2) Знайдемо координати вектора )7;2;7(MQ . Тепер обчис-
лимо об’єм піраміди: 

3

118

727
11124

120






3

1

6

1
2  MQMSMNV . 

Площа основи  

38914712  kji
727
120 



kji

MQMNSMNPQ . 



Знаючи об’єм піраміди та площу її основи, знайдемо висоту 
піраміди 
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98,5
389

1183


S

V
H

;1(

. 

3) Складемо рівняння площини, що проходить через точки 
)5;4  NM ,  та : )6;6;1(  )6;8;5(S

0

11124

120

541


 zyx

. 

Звідси дістанемо рівняння площини грані MSN: 
 yx 25 0174  z . 

4) Складемо рівняння площини грані NSP:  

0

727

12144

661


 zy

0555356



x

, 

або 37   zyx . Щоб знайти проекцію точки Q на цю 
площину, запишемо рівняння прямої, яка проходить через точку 
Q перпендикулярно до площини, і знайдемо точку перетину пря-
мої та площини. Напрямний вектор прямої QQ1 дорівнює 

)53;56;37( s . Її рівняння 
226

535637








zyx

.  

Координати точки Q1 знайдемо із системи рівнянь  





37

x 










.
53

2

56

2

37

6
,0555356

zy
zyx







.253

,256

,637

,0555356

t

t

t

zyx

 

Перейдемо від канонічних рівнянь прямої до параметричних:  









37

z

y

x
 

Звідси 008,0
7314

59


)43,2;45,2;70,5(1 Q

t ; х = –5,70; у = –2,45; z = 2,43. Таким чином,  

. 



5) Напрямний вектор прямої SP дорівнює )5;12;11( SPs . Її рі-

вняння 
5

6

1211
. Складемо рівняння площини, що про-

ходить через точку М перпендикулярно до прямої SP. Її вектор 
нормалі 

85 





 zyx

)5;12;11(n , тому рівняння площини має вигляд: 
(11 x )1 12 0)5(5)4(  zy 06251211 , або    zyx . Точку 

перетину цієї площини та прямої SP знайдемо із системи  





11

x 








.
5

6

12

8

11

5
,062512

zy
zyx

 

 233

Звідси 838,0
290

243
t ; 22,4x 06,2;  y 81,1; z

2;22,4( M

);;( zyxK

. Таким 

чином, . )81,1;06,1

6) Нехай точка  — довільна точка шуканої площини 

QFGP. Тоді вектори )1; z4;6(  yxPK , )1;2;0(PQ  та вектор 

нормалі площини MSN )53;56;37(1 n  — компланарні. Тому їхній 
мішаний добуток дорівнює нулю: 

0
5

120
146


 zyx
0622

42 
, або    zyx

);;( zyxL

. 

7) 1-й спосіб. Нехай точка  — довільна точка шуканої 
площини. Тоді вектор )2;2;6(  zyxQL , вектор нормалі 
площини MSN )4;2;5( n  та вектор нормалі площини NSP 

)53;56;37(1 n  — компланарні. Тому їхній мішаний добуток дорі-
внює нулю:  

0
5

120
146


 zyx
0622

42 
, або    zyx . 

 2-й спосіб. Якщо площина QTRW перпендикулярна до пло-
щин MSN та NSP, то вона перпендикулярна до лінії їх перетину NS. 
Тому вектором нормалі площини QTRW є вектор )12;14;4(NS

(

. 
Таким чином, рівняння площини QTRW має вигляд 

 )64(4 x 14 0)2(12)2 y 0146 z , або 72   zyx . 



Розділ 3. ВСТУП ДО МАТЕМАТИЧНОГО АНАЛІЗУ 

Задача 3.1. 

Знайти границю .  lim
22

2
2

3
2

4
2

11
2

1
3

1
4

1

0 FxDxCxBxA

FxDxCxBxA
xx 




Правило: 























.,

,,0

,,
0

0

mn

mn

mn
b

a

якщо

якщо

якщо








 ...

...
lim

1
10

1
10

bxbxb

axaxa

m
mm

n
nn

x
 

Приклад 1. 
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Знайти границю .
3107

1221
lim 23

234




 xxx

xxx
x

 

 У результаті безпосереднього підставлення НВВ у чисель-
ник і знаменник даного дробу прямують до нескінченності. Маємо  

невизначеність типу 








. Для відшукання границі необхідно чи-

сельник і знаменник поділити на старший степінь х (у даному ви-

падку — на х4) і врахувати, що якщо x , то 0
nx

c
, де с — 

стала величина. 
Остаточно маємо: 











0

21
310

11

43

42

xx

xx











 71

2
21

lim
3107

1221
lim

2

23

234

xx

x
xxx

xxx
xx

. 

Відповідь. . 



Приклад 2. 

Знайти границю .
37

15
lim

24

2


 

 xx

xx
x
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 Безпосереднє підставлення дає невизначеність типу 







. 

Розкриємо невизначеність (див. приклад 1). Маємо: 

.0
1

0
37

15

42

432











xx

xx

1

1

lim
37

15
lim

24

2















x
xx

xx
xx

 

Відповідь. 0. 

Приклад 3. 

Знайти границю .
201036

375
34

24


lim

  
 xxx

xxx
x

 

 Безпосереднє підставлення дає невизначеність типу 







. 

Розкриємо невизначеність (див. приклад 2). Маємо: 

.
6

1
20103

6

375
1

43

432






xxx

xxx
201036

375
lim 34

24













 xxx

xxx
x

 

Відповідь. 
6

1
. 

Приклад 4. 

Знайти границю .
171521

51025
23

234




xxx

xxx
lim

1x
 

 Безпосереднє підставлення замість х значення, до якого пря-
мує ця змінна (у даному випадку х = – 1), дає: 

.
2

3

14

21

171521

511025

)1(21

)1(25

171521

51025
lim

3

4

23

234

1














 xxx

xxx
x 1)1(7)1(15

5)1()1(10
2

23





 

Відповідь. .
2

3
  



Приклад 5. 
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Знайти границю .
918112

36
23

234

3 


xxx

xxxx
lim

x
 

 Безпосереднє підставлення дає невизначеність типу 




0

0
. У 

цьому випадку необхідно многочлен чисельника і многочлен 
знаменника поділити на двочлен х – х0 (для даного прикладу на х 
+ 3): 

х4 + х3 – 6х2 + х + 3  х + 3
х4 + 3х3

     –2х3 – 6х2

     –2х3 – 6х2

                       х + 3
                       х + 3
                          0

х3 – 2х2 + 1
–

–

–

2х3 + 11x2 + 
2х3 + 6х2

          5х2 + 
          5х2 + 
                  
                    
                  

18х + 9  х + 3

18х
15х

  3х + 9
3х + 9

        0

2х2 + 5х + 3

–

–

–

 

Маємо: 

.
3

22

6

44

315

118

)35

)12
2

23









xx

x

18

27

3)3(5)3(2

1)3(2)3(

352

12
lim

2)(3(

)(3(
lim

0

0

918112

36
lim

2

23

2

23

3

323

234

3






























xx

xx

x

xx

xxx

xxxx

x

xx

 

Відповідь. .
3

22
  

Задача 3.1.-1. 

Знайти границю .
)(

)(
lim

xg

xf
x 

 

Особливі границі. 

1
sin

lim 


x
0 xx

Границі — наслідки першої особливої границі: 

 — перша особлива границя. 

1. 1
sin

lim
0 x

x
x

. 2. 1lim . 3. 
0


 x

x
x

tg
1

sin
lim

0


 x

x
x tg

. 4. .
sin

0 






lim
 x

x
x tg

 



Зауваження. За допомогою першої особливої границі та її 

наслідків можна досліджувати невизначеності типу 





0

0
 для 

виразів, що містять тригонометричні функції. 

e
x

x

x







 



1
1lim  — друга особлива границя. 

Границі — наслідки другої особливої границі: 

1.   eх
x

x




1

1lim
0

. 3. 
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.1
)1(ln

0



lim
 x

x
x

 

2. .abe1lim
bx

x x

a






 


 4. .  1

1
lim

0



 x

ex

x

Зауваження. За допомогою другої особливої границі та її нас-

лідків можна досліджувати невизначеності типу 





0

0
, ,  . 















 1

Означення. Дві нескінченно малі величини  x  x та  на-

зиваються еквівалентними, якщо при 
 
  1lim 




 x

x
a

ax

0x
)1(ln~1~  xex x

x . 

При дослідженні відношення нескінченно малих величин їх 
можна замінювати еквівалентними. 

Виходячи з наслідків першої та другої особливих границь, 
можна записати таку шкалу еквівалентності нескінченно малих 
величин при : 

~arcsin~~sin~ xxxx arctgtg . 

Приклад 6. 

Знайти границю .
15

3sin7
lim

0 x

xx
x

tg 
 

 Безпосереднє підставлення дає невизначеність типу 




0

0


. 

Спростимо вираз за допомогою тотожних перетворень і застосу-
ємо першу особливу границю. 



Дістаємо: 

.
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4
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3
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7

7
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lim
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1
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157cos

7sin
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7
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0
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3sin7
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





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
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x
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x

x

x

x
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3

3sin3
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3

0




 x
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x

x
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Відповідь. .
15

4
 

Приклад 7. 

.
416

24
lim

2

2

0 


 x

x
x

Знайти границю  

 Безпосереднє підставлення дає невизначеність типу .
0

0






 )() bab .22 ba 

 По-

множимо і поділимо знаменник і чисельник даного дробу на від-
повідні спряжені вирази. Скористаємось формулою: 

 (a
Маємо: 

 
 
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4

8
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x
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
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
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
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
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Відповідь. 2. 

Приклад 8. 

Знайти границю .
116

)41(arcsin
lim

2

4

1 


 x

x
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 Безпосереднє підставлення дає невизначеність типу 




0

0
. 

Введемо заміну .
4

sin1 y
x


  Якщо х прямує до 

4

1
, то y прямує до 

0: 0)
4

1
41(arcsin y . 

Маємо: 

  .
2

1

sin2

1
lim

1

)14)(14(
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lim

0

4

1
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


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

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
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Відповідь. .
2

1
  

Зауваження. Невизначеності типу 







 та 





0

0
 зручно роз-

кривати, користуючись правилом Лопіталя: 

.
)(

)(
lim

)(

)(
lim

xg

xf

xg

xf
xx 





 

Тобто необхідно знайти похідну від чисельника і похідну 
від знаменника дробу, а потім обчислити здобуту границю без-
посереднім підставленням. 

Приклад 9. 

.

4

cos22
lim

4 





 






 x

x

x  tg
 Знайти границю 
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 Безпосереднє підставлення дає невизначеність типу 




0

0
. 

Знайдемо границю за допомогою правила Лопіталя: 

 

.21
2

2
2

4
cossin2lim

4

cos22
lim

0

0

4

cos22
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2

4
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













 



















 



4
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1
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lim

2
4









 



















 













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x

x

x

x

x

xx

tgtg




x

x
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Відповідь. .2

)(lim )(x

x
x 




 

Задача 3.1-2. 
Знайти границю .  

   Невизначеності типу     00,0,0,   шляхом тотожних 

перетворень зводять до невизначеностей  типу 







 або 




0

0
 та  

розкривають за допомогою методів, розглянутих у попередніх 
прикладах. 

Приклад 10. 

Знайти границю .
1

13
lim

3

2

2















x

x

xx
x



 

 Безпосереднє підставлення дає невизначеність типу .










 

Знайдемо границю основи (див. приклад 2). 

3
1

1

11
3

lim

2

2










x

xx
x

.3lim 3 

1

13
lim

2

2










 x

xx
x

, що не приводить до 

невизначеності: 


x



  
x

Відповідь. . 



Приклад 11. 
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Знайти границю .
13

72
lim

25 











 x

x x

x
 

 Безпосереднє підставлення дає невизначеність типу .










 

Знайдемо границю основи (див. приклад 2): 

3

2
1

3

7
2

lim 













x

x
x13
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lim 




 x

x
x

, що не приводить до невизна-

ченості: .0
3

2

3

2
lim
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













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Відповідь. 0. 

Приклад 12. 
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3
3

2

2











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

x

xx
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x



 Знайти границю 

 Безпосереднє підставлення дає невизначеність типу .










 

Знайдемо границю основи: 

.1
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2

13
2
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2

2

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



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
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132
lim 2

2










 xx

xx
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Маємо невизначеність типу 1 , котру розкриваємо за допомо-
гою другої особливої границі: 

.
1

1lim e
n

n

n







 


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Відповідь. .6

5

e  

Приклад 13. 

.5lim 2 




 


xxx

x



Знайти границю  

 Безпосереднє підставлення дає невизначеність типу  . 
Помножимо та поділимо вираз на спряжений: 

 

 
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1
5

1

5
lim

5

5

2

2














 





x

xx

xxxx

x5

5
lim

5

5
lim

5
lim5lim

22

22

2

2




















 






 





xxx

x

xxx

xxx

x

xx
xxx

xx

xx

 

Відповідь. .
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Приклад 14. 

Знайти границю  .21lim

2

1
xx

x




tg  
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 0 Безпосереднє підставлення дає невизначеність типу .  

   .
0

021
lim

2

1 









 x

x

x ctg
021lim

2

1



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x

tg  

Розкриємо невизначеність за допомогою правила Лопіталя: 
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Відповідь. .
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Приклад 15. 

Знайти границю . 

 Безпосереднє підставлення дає невизначеність типу 00

;xx tg ;lnlimln
0

x

x
xy tg




ln xxtg

 

. 
Припустимо  тоді   
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Застосуємо правило Лопіталя: 
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  yy 

Відповідь. 1. 
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)(xfyОзначення. Функція   називається неперервною в 
точці х0, якщо: 

а) вона існує в цій точці; 
б) існують лівостороння та правостороння границі, що рівні 

між собою і дорівнюють значенню функції в цій точці: 
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xfxf
xx




,1C ,)(lim 2
00

Cxf
x




).()(lim 0
00

xfxf
xx




(lim
00

xf
xx 

 

Якщо хоча б одна з умов не виконується, то функція назива-
ється розривною в точці х , а сама точка — точкою розриву. 0 

Розрізняють такі типи розривів: 

1. Розрив першого роду. Якщо існують скінченні односто-
ронні границі, але вони не рівні між собою: 

)(lim
0

xf
xx


 0

 
x

 С1  С2,  С1 – С2 називається 

стрибком функції. 

2.Усувний розрив першого роду. Якщо існують скінченні та 
рівні між собою односторонні границі, але вони не дорівнюють 
значенню функції в цій точці: 

)(lim
00

xf
xx 

 

Для усунення розриву можна функцію довизначити в точці х0. 
3.Розрив другого роду. Якщо одна або обидві односторонні 

границі не існують (зокрема, дорівнюють нескінченності), то 
розрив у цій точці називають розривом другого роду. 

Задача 3.2. Дослідити функцію y = f(x) на неперервність. 
Знайти точки розриву, якщо вони існують. Дослідити їхній хара-
ктер, побудувати схематично графік функції. 

Приклад 1. 
Дослідити на неперервність та знайти точки розриву функції: 










х

x

y






.2якщо,1

;2якщо,3

;2якщо,3

2 х

х

x
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,5 .5)1(lim 2 x

 Функція визначена на множині дійсних чисел. Дослідимо 
поводження функції в точці х = –2 та знайдемо односторонні гра-
ниці: 

x
 

02x
 Односторонні грани-

ці рівні між собою, але не дорівнюють значенню функції в цій 
точці: f (–2) = 3. 

32)3(lim
02




x


Маємо усувний розрив першого роду. Якщо до визначити f 
(–2) = 5, то функція стане неперервною. Графік функції зображе-
но на рисунку. 

1 2–2

2

4

y

x–1

1

3

0

5

6

3–3

 

Приклад 2. 
Дослідити на неперервність та знайти точки розриву функції 

2

42





x

x
y . 

 Функція визначена на множині дійсних чисел, окрім точки 
х = 2. Якщо х < 2, то  22  xx , якщо х > 2, то 22  xx , 
тому  

   
   

  
 

















2

2

2

2

x

xx

x

xx

y







.2,2
2

;2,2
2

xx

xx
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2xОбчислимо односторонні границі функції при : 

  2lim
02




x   .42lim
02




x
x

 ;4
x

 

Односторонні границі існують, але не рівні між собою. У цій 
точці маємо неусувний розрив першого роду. 

Графік функції зображено на рисунку. 

y

1 2– 2

2

4

– 2

– 4

x

 

Приклад 3. 
Дослідити на неперервність та знайти точки розриву функції 

.2 2

1

 xy  

 Функція не визначена в точці х = – 2. З’ясуємо тип розриву. 
Для цього знайдемо лівосторонню та правосторонню границі функ-
ції в цій точці: 

,02lim 2

1

02



x

x
 оскільки при х < –2 значення виразу x + 2 — не-

скінченно мала від’ємна величина. Тоді 
2

1

x
 — нескінченно ве-

лика від’ємна величина. Аналогічно при х > –2 значення виразу x 

+ 2 — нескінченно мала додатна величина, а 
2

1

x
 — нескінчен-

но велика додатна величина, тому .2lim 2

1

02



x

x
 Отже, одна з 

границь не існує (зокрема, дорівнює нескінченності), тобто в то-
чці х = –2 маємо розрив другого роду. 
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
Для побудови графіка функції знайдемо границю, якщо 

x . 

,12lim 2

1

x

x
 отже, y = 1 — горизонтальна асимптота. Графік 

функції схематично зображено на рисунку. 

– 2

y

2

x

1

О

 



Розділ 4. ДИФЕРЕНЦІАЛЬНЕ ЧИСЛЕННЯ 

Диференціювання явно заданих функцій 

Нехай х1 та х2 — два значення аргументу, а у1 = f (х1) та у2 = f 
(х2) — відповідні значення функції у = f (х). 

Тоді різниця х = х2 – х1 називається приростом аргументу, 
а різниця у = у2 – у1 = f (х2) – f (х1) — приростом функції на се-
гменті [х1, х2]. 

Похідною функції у = f (х) за аргументом х називається границя 
відношення приросту функції до приросту аргументу, коли 
останній прямує до нуля: 

   
x

xfxxf
x 


 0

lim
x

y
y

x






 0

lim . 

Геометрично похідна являє собою кутовий коефіцієнт дотич-
ної до графіка функції у = f (х) в точці х: 
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ky  . tg  

Знаходження похідної називається диференціюванням функції. 

Формули диференціювання основних функцій 

1.    mm mxx 1 . 

2.   aa xx ln


a . 

3.   xx ee 


. 

4.  
ax ln

1xalog 


. 

5.  
x

x
1

ln 

x cossin 

xcos 

. 

6.   . x

7.    xsin

8.    
x

x
2cos

1
tg . 

9.    
x

x
2sin

1
ctg . 

10.  
21

1
arcsin

x
x


 . 

11.  
21

1
arccos

x
x


 . 

12.  
21

1
x arctg

x
. 

13.  
21

1
x arcctg

x
. 



Основні правила диференціювання 

Нехай constc ; )(xuu  , )(xvv  — диференційовні функції, 
тоді: 

1) ; 2) 0c 1x ; 3)   vuvu  ; 4)   uccu  ; 5) 

; 6)  uv vuv u
2v

vuv u

v

u 








 ; 7) якщо у = f (u), u = u (х) 

   xuf y  , де для функцій  uf  та  xu  існують похідні, тоді 

xuxy uy   (правило диференціювання складеної функції). 
Функція у = f (u), де u = u (х), називається складеною функ-

цією, або суперпозицією функцій f (u) та u (х). 

    Задача 4.1. Знайти похідну xy  функції ufbaxfy 

 
, якщо 

 ,sin 3xxx  ,xf     53ln  xx ,  
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xx  2u , a 1b, . 

 Запишемо функціональну залежність у = у (х) в явному вигляді: 

   .53ln12 3  xxsinxy  
Звідси: 

        
 

 

   
  .
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
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хx x

x )()( xfxf 

1x )()( 12 xfxf 
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1
53ln312sin
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1
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




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хx
x

x
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x
x

x

хxxy x

 

Дослідження функцій і побудова їхніх графіків 

Функція y = f (x) називається зростаючою на проміжку, якщо 
більшому значенню аргументу відповідає більше значення функ-
ції (якщо 12 , то 12 ); функція називається спадною 
на проміжку, якщо більшому значенню аргументу відповідає ме-
нше значення функції (якщо , то ). 

x 

2x 



Ознаки зростання та спадання функції 

Теорема 1 (необхідна умова зростання (спадання) функції): 
1. Якщо диференційовна функція зростає на деякому проміж-

ку, то похідна цієї функції невід’ємна на цьому проміжку. 
2. Якщо диференційовна функція спадає на деякому промі-

жку, то похідна цієї функції недодатна на цьому проміжку. 

Теорема 2 (достатня умова зростання (спадання) функції): 
1. Якщо похідна диференційовної функції додатна всередині 

деякого проміжку, то функція зростає на цьому проміжку. 
2. Якщо похідна диференційовної функції від’ємна всередині 

проміжку, то функція спадає на цьому проміжку. 

Екстремуми функцій 

При значенні х1 аргументу х функція f (х) має максимум f 
(х1), якщо в деякому околі точки х1 виконується нерівність 

11 . Аналогічно: при значенні х2 аргументу х 
функція f (х) має мінімум f (х2), якщо в деякому околі точки х2 
виконується нерівність 

     xxxfxf 

     22 xxxfxf  . 

y

0 x x

y = f(x)

х1 х2

f(x)

f(x2)

f(x1)

 

Максимум або мінімум функції називається екстремумом 
функції, а ті значення аргументу, при яких досягаються екстре-
муми функції, називаються точками екстремуму функції (відпо-
відно точками максимуму або мінімуму функції). 

Екстремум функції у загальному випадку має локальний харак-
тер — це найбільше або найменше значення функції порівняно з 
близькими її значеннями. 
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Необхідна умова екстремуму функції 
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 xfy 
Теорема: У точці екстремуму диференційовної функції 

 похідна її дорівнює нулю: 

  02 xf . 
Геометрично умова означає, що в точці екстремуму диферен-

ційовної функції  xfy 

 xf 

 дотична до її графіка паралельна осі Ох. 
Значення аргументу х, які для заданої функції перетворюють 

її похідну  на нуль або для яких похідна  xf   не існує (на-
приклад, перетворюється на нескінченність), називаються кри-
тичними значеннями аргументу (критичними точками). 

Достатні умови екстремуму функції 

 Теорема 1 (перше правило). Нехай функція xf  неперервна 
на деякому інтервалі, в якому міститься критична точка х0,  
і диференційовна в усіх точках цього інтервалу (крім, можливо,  
самої точки х0). Якщо при переході зліва направо через цю точку 
похідна: 

1) змінює знак з «+» на «–», то при х = х0 функція має максимум; 
2) змінює знак з «–» на «+», то функція має у цій точці мінімум; 
3) не змінює свого знака, то функція в точці х = х0 екстре-

муму не має. 

Зауваження. На основі цієї теореми можна сформулювати та-
ке правило дослідження неперервної функції  xfy   на макси-
мум і мінімум. 

 xf1. Знаходимо першу похідну функції, тобто  . 
2. Обчислюємо критичні значення аргументу х (критичні точки), 

для цього: 
а) прирівнюємо першу похідну до нуля і відшукуємо дійсні корені 

знайденого рівняння   0 xf ; 

б) знаходимо значення х, для яких похідна  xf   має розрив. 
3.Досліджуємо знак похідної ліворуч і праворуч від критичної то-

чки. Оскільки знак похідної залишається сталим в інтервалі між дво-
ма  критичними точками, для дослідження  знака похідної ліворуч  

 



і праворуч, наприклад від критичної точки х2, достатньо визначити 
знак похідної в точках   і  321 xxx     , де х1 і х3 — най-
ближчі критичні точки). 

y

0 x

y = f(x)



 252

 х3х2х1  

4. Обчислюємо значення функції  xf  у кожній критичній точці. 
Таким чином, маємо таке схематичне зображення можливих ви-

падків. 

х (досліджуваний інтервал змінної) (х1, х2) х2 (х2, х3) 

+ – 

– +  xf   (знак похідної в дослі-
джуваному інтервалі 

+ (–) 

f (x2) = 0 
або не існує 

+ (–) 

 
Функція 
зростає 

Точка мак-
симуму 

 
Функція  
спадає 

Функція 
спадає 

Точка мі-
німуму 

Функція 
зростає  xf  (характер поводження 

функції) Функція зро-
стає (спадає) 
                 

 

Немає    ні 
максимуму, 
ні мінімуму 

Функція зро-
стає (спадає) 
                      
 

 

Теорема 2 (друге правило). Якщо для диференційовної функ-
ції  в деякій точці х0 її перша похідна  xf  xf   дорівнює нулю,  
а друга похідна  існує й відмінна від нуля, тобто ,   xf    00  xf

  00  xf , то: 
1) якщо друга похідна  0 0 x  xf

  00  xf

f , то в точці х0 функція  
має мінімум; 

2) якщо  — максимум; 
 



 3) якщо 0 xf 0 — питання залишається відкритим, і для 
його розв’язання потрібно застосувати перше правило. 

Зауваження. Для критичних точок, в яких похідна функції 
не існує або дорівнює нескінченності, друге правило не засто-
совується. 

Найбільше і найменше значення функції на відрізку 

Якщо функція f x  неперервна на проміжку [a; b], то вона 
набуває на цьому проміжку свого найбільшого і найменшого 
значення. 

Найбільше значення функції на проміжку [a; b] називається 
абсолютним максимумом, а найменше — абсолютним міні-
мумом. 

Правило: 
Щоб знайти найбільше значення неперервної функції на про-

міжку [a, b], необхідно: 
1) знайти всі максимуми функції на проміжку; 
2) визначити значення функції на кінцях проміжку, тобто 

обчислити f (a) і f (b); 
3) з усіх знайдених значень функції вибрати найбільше: во-

но й буде найбільшим значенням функції на проміжку. 
Аналогічно потрібно діяти і при визначенні найменшого зна-

чення функції на проміжку. 

Опуклість і вгнутість кривої. Точка перегину 

Крива на проміжку називається опуклою (угнутою), якщо всі 
точки кривої лежать нижче (вище) від будь-якої її дотичної на 
цьому проміжку. 

Наведемо дві теореми. 

Теорема 1. А. Якщо в усіх точках проміжку (с, b) для функції 
 друга її похідна  xf   0
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y  xf , то графік функції вгнутий. 
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  0 xf
Б. Якщо в усіх точках проміжку (а, с) друга похідна функції 

f(х) від’ємна , то графік функції опуклий. 

y

0 x

y=f(x)

a

•

b

•
•

•

M

c
•

 

Теорема 2. Якщо для функції  xfy   друга похідна її 
 у деякій точці х0 перетворюється на нуль або не існує і 

при переході через цю точку змінює свій знак на протилежний, 
то точка M  є точкою перегину графіка функції. 

 xf 

0 ,x   0xf

Зауваження. Якщо в точці х0 друга похідна  xf   дорівнює 
нулю або не існує, але при переході через цю точку  не 
змінює свого знака, то точка 

 xf 
  00 , xfxM  не є точкою переги-

ну графіка функції. 

Асимптоти 

Змінна точка М рухається по кривій у нескінченність, коли 
відстань від цієї точки до початку координат необмежено зростає. 

y

0 x

d
M (x, y)

•

у = f(x)
l

 

Пряма називається асимптотою кривої, якщо відстань d  
від змінної точки М кривої до цієї прямої при віддаленні точки М  

 



у нескінченність прямує до нуля. Асимптоти бувають верти-
кальні й похилі. 

Вертикальні асимптоти. Якщо  


xf
ax 0

lim    


xf
ax 0

lim

  


xf
ax

або , 

або lim , то пряма х = а є вертикальною асимптотою для 

графіка функції 



 xfy  . 

Похилі асимптоти. Нехай крива  xfy   має похилу асимп-

тоту  0x , тоді bkxy   у правій півплощині 

    kxxfb
x

x
x




lim,
f

k
x




lim  

Якщо хоча б одна з границь не існує, то крива похилих асимп-
тот у відповідній півплощині не має. 

Зауваження. Ці формули записано за припущення, що х  + . 
Аналогічні формули існують при х  –  (лівої півплощини). 

План дослідження функцій і побудови їхніх графіків 

При дослідженні функцій виконати такі дії: 
1. Знайти область визначення функції. 
2. Установити парність (непарність) і періодичність функції. 
3. Знайти точки розриву функції та встановити характер розриву. 
4. Визначити точки перетину графіка функції з осями коор-

динат. 
5. Знайти точки екстремуму й обчислити значення функції в 

цих точках. 
6. Визначити інтервали зростання і спадання функції. 
7. Знайти точки перегину, інтервали опуклості та вгнутості. 
8. Знайти асимптоти. 
9. Знайти граничні значення функції, коли х прямує до гра-

ничних точок області визначення. 
Графік функції будують за характерними точками й лініями, 

знайденими в результаті дослідження. Якщо їх недостатньо, 
знаходять допоміжні точки для деяких конкретних значень  
аргументу. 
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Задача 4.2. 
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Дослідити функцію 
d

baxx
y





2

cx
 та побудувати її графік, 

якщо а = 2, b = 17, с = 1, d = 1. 

 У нашому випадку функція має вигляд 
1

1722





x

xx
y

 

. 

1. Знаходимо область визначення функції. Функція існує при 
всіх значеннях х, за винятком значення х = –1. Звідси її область 
визначення:       ,11,x . 

2. Точка х = –1 є точкою розриву функції.  
Дослідимо характер розриву: 







1lim

16

01
x

x




 1

172
limlim

2

0101 x

xx
y

xx
. 

Точка х = –1 — точка розриву другого роду. 
3. Вертикальні асимптоти. Пряма х = –1 є вертикальною асимп-

тотою графіка функції. 
4. Знаходимо точки перетину графіка функції з осями коор-

динат: 
а) з віссю Ох крива не перетинається, оскільки рівняння 

1

1722




x

xx
 не має дійсних коренів; 

б) з віссю Оу: х = 0, у = 17; шукана точка (0; 17). 
5. Знаходимо точки екстремуму та інтервали зростання і 

спадання функції; результати заносимо в таблицю (наведено 
далі): 

     
 

   
 

;
1

1521
2

2








x

xx

3,50

1

1721172
2

22









x

xxxxxx
y  

21  xx 1y  — критичні точки. При  x y  — не 
існує, але ця точка не входить в область визначення функції.  

Критичними точками х1 = –5, х2 = 3 розіб’ємо область визна-
чення на чотири інтервали: (–, –5), (–5, –1), (–1, 3), (3, +). Ви-



значимо знак першої похідної на кожному зі знайдених інтерва-
лів: 
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,6  5x  ; 0
25

9
6 y

 1,54

; 

x  ; 0
9

7
4 y

 3,10 x

; 

  0150;   y

 

; 

 ,34x  ; 0
25

9
4 y

5

. 

Проходячи через критичну точку 1  x
51

 зліва направо, похід-
на змінює знак з «+» на «–». Завдяки цьому в точці  x  функція 
має максимум: 

     
8

15

17525 2

5max  


 


y . 

Проходячи критичну точку х2 = 3 зліва направо, похідна змінює 
знак з «–» на «+». Завдяки цьому в точці х2 = 3 функція має мінімум: 

8
13

17323
3

2





miny . 

Інтервали зростання функції: (–, –5), (3, +). 
Інтервали спадання функції: (–5, –1), (–1, 3). 

х (–, –5) –5 (–5, –1) (–1, 3) 3 (3, +) 

y  + 0 – – 0 + 

у  max –8   min 8  

6. Інтервали опуклості й угнутості функції знаходимо за до-
помогою другої похідної: 

        
   

;
1

321
3

2






1

1521152
4

222





x

x





x

xxxxx
y  



   
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0y  на всій області визначення функції   ,11,

y 


 

; 

 не існує в точці х = –1, яка не належить області визначення 
функції; 

   032
12

32
3






 
 

2,1,2  yx , а отже, графік функ- 

ції опуклий на інтервалі (–, –1); 

  032
10

32
0

3



,,10  yx , а отже, графік  функції  

вгнутий на інтервалі (–1, + ); 

Результати дослідження заносимо в таблицю: 

х (–, –1) (–1, +) 

y   – + 

у     

7. Рівняння похилої асимптоти відшукуємо у вигляді y = kx + b, 

де 
 

  1
1

172
lim

2





 xx

xxxf
x

lim 
 x

k
x

; 

   .1
1

17
lim 








 x

x
x

x1

172
limlim

2











 x

xx
kxxfb

xx
 

Таким чином, як у правій (x > 0), так і в лівій (x < 0) півпло-
щині крива має одну й ту саму похилу асимптоту у = х + 1. 

8. Знайдемо граничні значення функції при x : 





 1

22
lim

x
x








Лопіталя

правилом

За

1

172
limlim

2

x

xx
y

xx
. 



9. За результатами дослідження будуємо графік функції (див. 
рисунок). 

–5
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–1 1

3

8

17

у

8

0 х

у
х

 =  + 1 – 8

 

Застосування похідної до розв’язування задач геометрії 

  Якщо криву задано рівнянням y = f (x), то   tg0xf , де  
α — кут, утворений з додатним напрямом осі Ох дотичною до 
кривої в точці з абсцисою х0. 

Рівняння дотичної до кривої y = f (x) в точці  000 yхM ,  має 
вигляд:

      000 xxxfxfy  .  



Нормаллю до кривої в точці М0 називається перпендикуляр, 
проведений до дотичної в цій точці. 

Рівняння нормалі має вигляд: 

 
     1

0
0

0 xx
xf

xfy 


 .  
 

Кутом між двома кривими y = f1(x) та y = f2(x) в точці їх пе-
ретину  називається кут між дотичними до цих кри-
вих у точці М0. Цей кут обчислюється за формулою: 

 000 , yxM

 

    
   

 260

0201

0102

1 xfxf

xfxf



 
tg .  

 

Задача 4.3 Знайти гострий кут між дотичними до кривої 
, що проходять через точку cbxaxy  2 000 , yxM

 22 112  xxx

, якщо а = 1, 
b = 2, c = 1, x0 = 2, y0 = –1. 

 У нашому випадку рівняння параболи має вигляд 

. Знайдемо похідну y    12   xxfy

1M

. 

Нехай точка  — точка дотику дотичної до заданої 
параболи. Рівняння цієї дотичної має вигляд: 

 11, yx

   111 12 xxxyy   . 

Точки 0  та 1,2 M  , yxM 111  належать відповідно дотичній 
та параболі. Записуємо систему двох рівнянь з двома невідоми-
ми: 

   
 



.1

,212
2

1

111

x

xxy





 1

1y
 

Розв’язуючи цю систему рівнянь, дістаємо дві точки дотику на 
параболі: 



  




 

2

11M   




 

2

12 103;102M103;102  і  (див. рисунок): 

у

М

х

–1

М12

11

2

М0(2, –1)



 

Позначимо кутові коефіцієнти дотичних М0М11 та М0М12 від-
повідно так: 


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  103211  xf

 
1k ; 

 103212  xf2k . 

Гострий кут між дотичними М0М11 та М0М12 обчислюється за 
формулою: 

   
   .

3

104

10310

1032






341

1032

1 12

12










kk

kk
tg  

3

104
arctgЗвідси маємо: . 

Знаходження похідної неявно заданих функцій 

Нехай рівняння F(х, у) = 0 визначає у як неявну функцію від х. 
Продиференціюємо за х обидві частини цього рівняння, дістане-
мо рівняння першого степеня відносно у, з цього рівняння легко 
знайти у, тобто похідну неявно заданої функції. 



 

()) ub
Задача 4.4. Знайти похідну у функції у, заданої рівнянням 

)()))( xy((( xuaf  ,5)(,)(, 3 xxxx 
,3  ba

.)1072(tg 33 xyx 


,2)(  xxu

. Тут  
 

3)( xxf 
.1

 Функція у визначається рівнянням 

 

Продиференціювавши за х обидві частини цього рівняння, 
дістанемо 

.3
)1072(

10216 2
32

2

x
yx

yx





cos
 

Звідси 

.)216)1072 23 xyx (cos3(
10

1 22xy   
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Розділ 5. ФУНКЦІЇ БАГАТЬОХ ЗМІННИХ 
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 yxfz ,

,dyzdxzdz yx

Повний диференціал функції двох змінних  
обчислюється за формулою 

 

yx zz

 (1) 

де  yxfz , .  ,  — частинні похідні функції 

Задача 5.1. Знайти повний диференціал функції двох змінних 
х і у: 

             ,
)(

)(
2

uquh
uq

uh
xg uhxgyfz    

якщо 
      ,,, uuhxyux  tg

  .arcsin

cos,,1,1,1,1 2

uuq

xgyyf




 

 1. Спочатку утворимо функцію z, підставивши замість 
параметрів , , ,  задані значення, а замість f, g, h і q — задані 
функції. Дістанемо функцію двох змінних: 

            .1
)

arcsin
2

xyxy
y

tg
(arcsin

1cos11;
2

cos2 x

x

xy
xyxyyxz

tg
tg   (2) 

2.Знайдемо частинні похідні функції z (x, y) за х і у, 
скориставшись тим, що похідна суми дорівнює сумі похідних: 

           ;
)

arcsin '
'

x

x

xyxytg



(arcsin

)
cos

22
cos2 ''

xx
x

x yx

xy
xyxyz

(tg
tg 




  (3) 

            '
'

y

y

xyxy arcsintg


'
yy

x
y

yx

xy
xyxyz

22
cos2

)(arcsin
cos

tg
tg 







 . (4) 



Обчислює частинні похідні в сумах (3) і (4), вважаючи 
відповідно змінну у і змінну х константами та використовуючи 
необхідні правила диференціювання і таблицю похідних функції 
однієї змінної: 

 

 

 cos2lncos2 x xyy '
x

;lnsin2

.ln

.

cos2

cos2

x

uu

x

yyx

uaaa

х

y

y








'
x

:формулумоЗастосовує

змінноїоднієї

функцієюоюпоказников

єфункціязаданатому

сталою,вважаємо

 

 

 

;1cos2 1cos2  xyx

.

.

1

cos2






aa

x

uauu

у

x

y

формулумоЗастосовує

змінноїоднієї

функцієюcтепеневою є

функціятому

сталою,вважаємо

'
y  

  

 

           ;
cos

1
cos

.

2
y

xy
x



sincoscos

.

cos

xyxxyxxyx

vuvuvu

х

y

xyx







tgtgtg

правиломоЗастосовує

змінної відзалежать які

функцій,двохдобутком

єфункціязаданатому

сталою,вважаємо

tg

''

'

xx

x
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  

 

     ;
cos

1
coscos

cos

2
x

xy
xxyx

uu

x

xyx







'

'

y

y

tg

constconst

моЗастосовує

 якафункції, 

cталої добуткомє

сталоювважаємо

tg

.

.у 



формулу

змінноївід залежить

тавеличини

функціятому,

 

 
 

    
 

     
 

     
 

  ;

2
1

arcsin

2

222

22

22

xy
yx

yx

yx

формулу

залежать якіфункцій,

 єфункціятому,







'
x

1
arcsin

cos

1

arcsinarcsin

arcsin

.

.

arcsin

22

22
2

2222

22

2

22

yx

xyyxy
xy

xy

yx

yxxy

v

vuvu

v

u

х

y

yx

xy

2arcsin

tg

tgtg

моЗастосовує
змінноївід 

двох  часткою

сталоювважаємо

tg



























'

'

x

x

 

 
 

     
 

  ;

2

.

2

2
yx

yзмінноївід

часткоюєфункція



1

1
arcsin

cos

1

.

arcsin

22

22

22
2

2

22

yx

yx
xyyxx

xy

v

vuvu

v

u

x

yx

xy

2arcsin

tg

формулумоЗастосовує

залежать якіфункцій,двох 

томусталою,вважаємо

tg
























 '

y
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     
 

 

        
 

    ;
cos

1
arcsin

2 










y
xy

xy

 єфункція

 

1
ln

.ln

ln

формулумоЗастосовує

.ї

в

2

1arcsin

1

1

arcsin
























xy

y
xyxyxy

uvvuuu

uvuvuuu

х

y

xy

xy

xx
v

x
v

x
vv

xy

tgtgtg

змінновідфункцією

оюпоказников-cтепенево

тому сталою,важаємо

tg

'

'

x

x

 

     

 

        
 

   











xy

x
xy

y

y

2cos
arcsin

.

.

ою

 єфункціятому



















xy

x
xyxyxy

uvvuuuu

x

xy

xy

y
vv

xy

2

1arcsin

1

arcsin

1
ln

ln

tgtgtg

формулумоЗастосовує

змінноївід функцією

показников-cтепенево

сталою,вважаємо

tg

'

'

y

y

 

3.Підставивши знайдені вирази спочатку в суми (3) і (4), а 
потім у формулу (1), дістанемо з урахуванням перетворень і 
спрощень повний диференціал функції (2): 

 

     

   
 

 
 

        
 

 
   .

22

xdyydx

xdyydx
yx





















cos

arcsin

1

ln

arcsin1

2

cos

1

arcsin

1

cos

cos

cos

cos
sin

cos2lnsin2

22

1arcsin

244222

22

1cos2

xy

xy

xy

xyxy
xy

yx

xyxy

xyyx

dy
xy

xx
dx

xy

xy
xyx

хdyydxyxydz

xy

x

























 

















tgtg
tg

tg

tg
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Похідна за напрямом  cos;cos;cosl


 функції трьох 
змінних u = u (x, y, z) у точці M (x0; y0; z0) обчислюється за 
формулою: 

.coscos 




MM

z

u
cos












MM y

u

x

u

е

u
  (5) 

 

Градієнт функції трьох змінних zyxuu ;;
 000 ;; zyxM

 у точці 
 обчислюється за формулою  







 





MMM

M z

u

y

u

x
u ;;grad 

 u
.  (6) 

Задача 5.2. Знайти похідну за напрямом   60cos;60cos;45cos
  zayaxa 221211

l  
і градієнт функції  у точці M (x0; y0; z0), 
якщо 

 zyxu
,1    

 
,1,9,7,5 0  xaa ,10 y,3,2  a

.10 z
221211

 1.Спочатку утворимо функцію u = u(x, y, z), підставивши 
замість параметрів , , , коефіцієнтів а11, а12, а22 і координат x0; 
y0; z0  відповідні значення. Дістанемо функцію   zyxu ,,

3232 975 zyxzxy 

.,, zyx uuu

= 
 і точку М (–1; –1; 1). 

2.Знайдемо і обчислимо в точці М частинні похідні функції u: 
  
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.532  zyфункцією

сталими;

.

,


х

u

zy

ux

змінноїоднієї

будефункція

вважаємо

 

.4511

1

1

1








z

y

x

u
Mx  
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.142 3 yxyz 
;

.

,

y

u

zx

u y 

змінноїоднієї

функцієюбудефункція

сталимивважаємо

 

  1112

1

1

1
3






z

y

x

u
My .16142114   

.273 222 zzxy 
;

.

,

z

u

yx

uz 

змінноїоднієї

функцієюбудефункція

сталимивважаємо

 

   271113

1

1

1
22 







z

y

x

u
Mz .3027312   

3.Підставимо знайдені значення 
MzMyMx uuu  ,,  у формули (5) 

і (6): 

.722

30cos3060cos1645cos4





 

Ms

u

2

1
30

2

1
16

2

2
4 

 

.30164 kjiu
M



,







.

,

y

x

grad  

Алгоритм відшукання екстремумів функції двох змінних 

1. Знаходимо стаціонарні точки, тобто точки, в яких 0xu  

.0yu  Для цього обчислюємо частинні похідні першого 

порядку yx uu  ,  функції и і розв’язуємо систему рівнянь 



0

0

u

u
 

2. Знаходимо частинні похідні другого порядку yyxyxx uuu  ,, . 
 



3. Обчислюємо значення а11, а12, а22 — відповідні значення 
частинних похідних yyxyxx uuu  ,,  у стаціонарних точках. 

4. Знаходимо 
2212a

a





1211

a

a
 для кожної точки. 

5. Остаточного висновку доходимо, розглядаючи такі випадки: 
1) 0,0 11 a  — матимемо точку мінімуму; 
2) 0,0 a  — матимемо точку максимуму; 11

3)  < 0 — немає екстремуму; 
4)  = 0 — сумнівний випадок. 

Задача 5.3.1. Знайти екстремум функції двох змінних  

z = a11 x
2 + 2a12 xy + a22 y

2
 + a1x + a2y + a3, 

якщо  
.6,5,4 32  aa

321221211 ,,,,, aaaaaa

.6544 2  yxyxy

:, yx zz 

,4,1,2 1221211  aaaa  

 1.Спочатку утворимо функцію двох змінних, підставивши 
замість коефіцієнтів  задані значення: 

 22 2  xz

2.Згідно з алгоритмом знайдемо частинні похідні   

.582

,424




yxz

yxz

y

x
 

Розв’яжемо систему рівнянь: 




































.1

;
2

3

;64

;1

;010164

;0424

;0582

;0424

y

x
x

y

yx

yx

yx

yx










;1414

;0424

y

yx
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Дістанемо стаціонарну точку .1;
2

3






  



3.Знайдемо частинні похідні другого порядку: 
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.8,2,4     yyxyxx uuu

.8,2,4 221211  aaa
Тоді 

 

4.Обчислимо визначник: 

.28232
8

2 2 

.04,028 11  a

2

4
  

5.Висновок:  

Тому 





 1;

2

3
 — точка мінімуму. 

6.Обчислимо значення функції z у точці :1;
2

3






  

.
2

23

2

329
16

65
2

3
414 2














 yxfz ;
  ,0;  yx

2

9
65643

4

9
2

1
2

3
2

2

3
2

2

min
















z

 

Задача 5.3.2. Знайти екстремуми функції двох змінних  
за умови  якщо: 

    .
16

1
;;

11
;

22


yx
yx

yx
yxf

11
 

 Потрібно знайти точки екстремуму функції 
yx

z
11

  за 

умови .0
16

111
22


yx

 

1.Згідно з алгоритмом спочатку утворимо функцію Лагранжа: 

      .
16

1111
22 










yxy

1
;;;; 

x
yxyxfyxL  

Точка (0; 0) не входить в область визначення функції f (x; y). 
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yx LL  ,2.Знайдемо : 

 

 

.
16

11

;2
1

2

;2
1

2

2

3
3

3
3











y
y

y

x
x

x

1

1

1

2

2

2







ух
L

y
L

x
L

y

y

x

 

3.Розв’яжемо систему рівнянь: 

 

 





























































.2482

;2482

;8

16

1

4

1

4

1

;2

;2

;0
16

111

;02
1

;02
1

22
22

3

3

y

x

y

x

yx

y
y

x
x























;
16

1

2

1

;2

;2

; 2

y

x

 

Дістанемо дві точки, «підозрілі» на умовний екстремум: 
 22;24;24 A ,    .22;24;24 B

 :;;
4.Знайдемо частинні похідні другого порядку функції 

yxL  

; ;062 43   xxLxx  xyL  ;
3

;62 43   yyLyy

;

2

x
Lx    

0yxL  ;
2

3y
Ly  ;0 L

д

 

5.Обчислимо значення похідних ругого порядку в точках 
     .22;24;24;22;24;24  BA

     ;
256

2

256

23

128

2

4256

212

2128

2
24226242 43




 

AxxL

 ;0
AxyL



;
264

1

2264

2





 

)24(

22
3

24
3





х

Ax
x

L  

;
256

2
6 43  

А
y2 Ayy yL  

 ;0
AyxL

;
264

12
3


А

A
y

yL  

 ;0 A
L

;
264

1
2 3  

 BВ
xxL  

;
264

1
2 3  

BВ
yyL  

;
256

2
,

256

2


ByyB
LxxL  

.0,0,0   BByx LL
BxyL  

6.Знайдемо:  :,
BA



;












LLL

LLL

LLL

yx

yyyyx

xxyxx

  

;0
64256

2

256

2
2





264

1
2

0
264

1

264

1
264

1

256

2
0

264

1
0

256

2

2 









A
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.0
64256

2

0

2

1
2

1

2





264

1

264

1
64256

2
0

64
0

256

2


B

 

,
4

2
max zОтже, у точці А — максимум; у точці В — мінімум;  

.
4

2
min z

 yxfz ,

 

Область визначення функції двох змінних відшукуємо за 
наведеним далі алгоритмом. 

1.Записуємо область визначення функцій , 

враховуючи, що область визначення функції :xy 

;0x

:xy alog
;0,1,0 

 

  

функції  

 aax  

функції 
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,
x

y
1

  

    ;00;, x

:xy

xy

arccos

arcsin



 0x ; 

функцій
 ,

.11

 

  x  
2.Зображуємо межі на рисунку. 
3.Вибираємо контрольні точки і заштриховуємо відповідні 

області. 

Задача 5.4. Знайти і зобразити графічно область визначення 
функції двох змінних: 

     ;lg
;

;   ,arcsin 


 yxh
yxg

yxfz yx  



якщо 
    ;;; xyyxg 

  .6;

;;5;2;1 22

yxyxh

yxyxf




 

 1.Спочатку утворимо функцію yxz ; , підставивши задані 
значення в загальний вираз: 

 6lg5
5

2
52 22 


 yx

xy
yxz  .32arcsin  yx  

2.З урахуванням області визначення функцій  ;lg; xyxy 
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xy
x

y arcsin;
1

  дістанемо систему нерівностей: 

 

 






























.2
2

1

;4
2

1

;6

;5

;1
255

;1

;

22

xy

xy

xy

xy

yx

















321

;06

;05

052 22

yx

yx

xy

yx

 

3.Побудуємо лінії ;
2

2;;1
255

22 х
yx

yx
 6;5 yxy   .  

2

1
1 xy 

y x/

y x= –6

5

2

y x = 5/

= 5

x
y

2

1

2

5


x
y

2

1


А

В5

xy
2

1
2 

y = –6 x

у

xy
2

1
2 

А

х0 В
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  2;1:2;1  yxA

4.Візьмемо контрольні точки А (1; 2), В (3; –1) і підставимо їх 
координати в систему нерівностей. 

Точка : 




























.
2

1
2

;3
2

1
/2

;62

;52

;1/
25

4

5

1

 

 

Точка 21,3:1;3  yxB : 

 

 

 




























.32
2

1

2

1

;34
2

1

2

1

;36
2

1

;5213

;1
5

21

5

9

nxxx ,...,, 21

nyyy ,...,, 2

 

Точка А належить незаштрихованій області, точка В — 
заштрихованій. 

Емпіричні формули методу найменших квадратів 

Припустимо, що  — послідовність значень 
незалежної змінної, а 1  — послідовність відповідних 
значень залежної змінної. 
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baxy1.Необхідно підібрати пряму  , яка є найточнішим 
наближенням залежності між х та у. Невідомі параметри а і b 
обчислюються із системи рівнянь: 

















.

;

1

2

11

11
n

i
i

n

i
i

n

i
ii

n

i
і

n

i
i

xbxayx

xbnay

2xaxaay 

210 ,, aaa











 





 

.

;

;

1

2

1

4
2

1

3

11

2
2

1 11

3
2

1

2

n

i
i

n

i
ii

n

i
i

n

i
i

n

i
ii

n

i
ii

yxxax

yxa

yxxax

i

 

2.Необхідно підібрати параболу 210 , яка є 
найточнішим наближенням залежності між х та у. Невідомі 

 обчислюються із системи рівнянь: 




















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
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1
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2
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1
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n

i
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i
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n

i
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i
i

axa

xana
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3.Необхідно знайти гіперболу 
x

, яка є найточнішим 

наближенням залежності між х та у. Невідомі параметри а і b 
визначаємо із системи: 

b
ay 














n

i
a

na


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i
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i
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i i

y
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b
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y
x

b

xaby 








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

.lglg
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i
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i
ii

n

i
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4.Необхідно знайти показникову криву , яка є 
найточнішим наближенням залежності між х та у. Невідомі 
параметри а і b обчислюємо із системи: 


















lg

lg

1

1

n

i
i

n

i
i

yx

y
 



Задача 5.5. Знайти показникову криву, яка відповідає даним 
наведеної таблиці: 
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2
ixxi yi lg yi xi lg yi  

0 45,5 1,658 0,000 0 
1 98,5 1,6857 1,6857 1 
2 55,8 1,7466 3,4932 4 
3 65,7 1,8176 5,4528 9 
4 86 1,9345 7,7380 16 
5 86,3 1,9836 9,8180 25 
6 105,0 2,0212 12,1272 36 

  21ix   8472,12lg iy 4149,40 91
1

2 


n

i
ix  lg ii yx  

 
 … 

Дістанемо систему рівнянь: 





lg21

lg7




.4149,40lg91

;8472,12lg21

ba

ba

.0669,0lg

;6346,1lg



 

Розв’язавши систему рівнянь, дістанемо: 


b

a

.167,1

;1,43



 

Звідси  

b

a 
 

Показникову криву, яка найточніше відбиває динаміку 
функції у, наведено на рисунку. 
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Розділ 6. ІНТЕГРАЛЬНЕ ЧИСЛЕННЯ 

Невизначений інтеграл 

Якщо на деякому інтервалі  ba;x  xf задано функцію  і ві-
домо, що вона є похідною деякої функції      xfxFxF : , то 
функція  називається первісною функції  xF  xf

 xf
, а процедура 

знаходження первісної є операцією інтегрування функції . 

Теорема про множину первісних 
Припустимо, відома деяка первісна  xF  функції  xf , тоді фун-

кція  x  є первісною тоді і тільки тоді, коли     CxFx 

  xxdx 22

, де 
С — довільна стала. 

Математичний запис операції інтегрування, а також її ре-
зультат, що визначається з точністю до сталої С, можна назвати 
невизначеним інтегралом. 

Приклад. , тобто для функції C   xxf 2

 xF

 первіс-

ною є . Перевірка: Cx  2     .022 


 xCx

    dxxfdxxfd 
     CxFxdF

 xF  

Властивості операції інтегрування 

1. . 

2. . 

Ці дві властивості вказують на зв’язок операцій інтегру-
вання та диференціювання як обернених операцій. Можна 
вважати, що знаки диференціала та інтеграла взаємно знищу-
ються. 

3. Лінійність операції інтегрування: 

          dxxgbdxxfa  dxxbgxaf . 

Таблиця первісних 

1.  dxx 




C
n

xn
n

1

1

1, при  n . 

2.   Cx
x

dx
ln . 
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3.   C
a

a
dxa

x
x

ln
. 

 

3а. .   Cedxe xx

 Cxxdx cossin

  Cxxdx sincos

4.  . 

5. . 

6.  .  Cx
x

dx
tg2cos

7.  .  Cx
x

dx
ctg2sin

8.   Cxxdx coslntg . 

9.   Cxxdx sinlnctg . 

10.  


CxCx
x

dx
arcctgarctg21

. 

11.  


C
a

x

axa

dx
arctg

1
22

. 

12.  
 x

dx
arcsin

1 2
 CxCx arccos . 

13.  


C
a

x

xa

dx
arcsin

22
. 

14. 
x

dx
2





 C
ax

ax

aa
ln

2

1
2

. 

15. 
 ax

dx
2

 Caxx 2ln . 

16. Cax
a




2ln
2

1

x

xdx
 2

. 

Інтегрування розкладом 

Це найпростіший метод інтегрування, що спирається на лі-
нійну властивість невизначеного інтеграла. Інтеграл від суми 



розкладається на суму простіших інтегралів. Поширеним є 
випадок, коли у вигляді суми розкладаємо дріб за доданками в 
чисельнику. 

 

Приклад. 

     

.ln63
3

2

3
1

33

331

2

1

2

3

2

1

2

1

233

Cxxxx

dxxdx
x

xx

x

xxx
dx

x

x




















 

 


3

1

2

1

x

dx
dxxdx

dx






 


 

Інтегрування методом підставлення і безпосередньо 

Якщо за допомогою підставлення xt   підінтегральний 
вираз можна звести до вигляду   dttf , де tf  — функція з 
відомою первісною  tF , то виконуємо інтегрування підстав-
лення за схемою: 

      
     




 dttf
dxxdt

xt
dxxxf       .CxFCtF  

Приклад. 

 




cos

sin
cossin 33 dtt

xdxdt

xt
xdxx  .

4

sin

4

44

C
x

C
t

 

Зауваження. Підставлення  xt 
  tf

 приводить до інтеграла 
виду  тільки тоді, коли в заданому інтегралі можна ви-
ділити вираз виду 

dt

 dxxdt  . 
Інтегрування безпосередньо збігається за змістом з інтег-

руванням підставлення, але нова змінна не вводиться, запис 
скорочується до прямого застосування формули: 

                 xfdxxxf .CxFxd  

Приклад. 
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  
cos

1
2

2 dx
x

xtg  .
3

3
2 C

x
xxd

tg
tgtg  

 
 

Задача 6.1. Зінтегрувати такий вираз: 

    
  ,dx
kxch

nxbgmxfa



 

якщо 

      Варіант a b c uf  ug  u  uh  m n k 

0 3 4 5 cosec u 5  sin u sec u 2 2 2 

   
 

  .
5ln

5

5

2
2sin

2sin

2cos54

2sin
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 
cosec

 

 
   



Задача 6.2. Зінтегрувати вираз 


dx

xmx

nxmxf
aa 1222/22 1m1

, якщо 

Варіант f (u) т п а 

0 arctg u 7 5 0 
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
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

22 491

7
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x
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x
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2
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x
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
 
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7
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C
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;491ln
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5

98
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5
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2

22

Cx

xdxdt

xt
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x

x
I








  ln
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5
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t
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

 

Cx  2491ln
98

5

  VdUUVUdV

  VUVUUV 

xI  2
0 7

14

1
arctg . 
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Інтегрування частинами — це потужний метод інтегруван-
ня, що дає змогу змінити вираз підінтегральної функції. Фор-
мула інтегрування частинами: 

. 
Доведення цієї формули спирається на відому формулу по-

хідної від добутку: 
 . 

  ;UdVVdUUVd   

Далі маємо:       ;VdUUVd UdV  
    ;VdUUVdUdV

  .VdUUVUdV

U

  

 
Основна особливість методу полягає в тому, що він дає 

змогу перейти від функції до її диференціала, тому за  і ви-
бирають функцію, яка при диференціюванні спрощується. 

Приклад. 

.lnln

,

1
,ln

ln












Cxxxdxxx

xVdxdV

dx
x

dUxU
xdx

1
ln   dx

x
xxx

U dV

dV
 dV

 

Зауваження. Вибір функції  повністю визначає  — це 
те, що залишається в підінтегральному виразі після вилучення U. 
Обчислення V  за відомим диференціалом  полягає в операції 
інтегрування V  (але довільна константа С не пишеться). 

 

 



Правило вибору функції U 

Як функцію U при інтегруванні частинами найчастіше виби-
рають логарифмічну функцію, обернені тригонометричні функ-
ції або степеневі вирази в інтегралах виду   ,dxex x

Pn    ,dxaxP x

 xmxdx
n

nn  де 
 

  cosxP , P ,sin mxdx  xPn  — позначення деякого 
многочлена степеня  відносно змінної n .x  Якщо порядок мно-
гочлена вищий за перший, то метод інтегрування частинами за-
стосовується кілька разів. 

Приклад. 


 

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






















3ln

2

3ln

3
1

3ln

2
3

3ln

3
3ln

2

3ln

32
13

3ln

3

ln

3
232

3ln
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







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

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
 







 



































 

   dxbaxfxm , якщо Задача 6.3. Зінтегрувати вираз 

Варіант f (u) т а b 

0 cos u 2 3 – 4 

        43
 






sin
3

1
;43cos

2;
43cos

2

2

xVdxxdV

xdxdUxU
dxxx
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   

 
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   

     

     

    .43sin
27

2
43cos

9

2
3

43cos
9

2
43cos

9

2

43cos
3

1
43cos

33

2

3cos
3

1
;43sin

;

43sin
3

2
43sin

3

2

2

Cxx
x

x
dxxx

x

dxxx
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xVdxxdV

dxdUxU

dxxxx
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





 














43sin

43sin
3

43sin
34

2

2

x

x
x

x
x










 

  , dxmxf  якщо Задача 6.4. Зінтегрувати вираз 

Варіант uf m
 

 

0 arctg u 5 

 225  
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



xVdxdV
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5
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5
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arctg

 
.251ln
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1
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1

2

2

Cx
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






5
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5
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5
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2
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x
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xxdx
x

x
xx
















arctgarctg

arctgarctg

 

Інтегрування раціональних виразів 

 
 Раціональним називається вираз виду 
xQ

xPn  xPn

 xQ
m

m

, де  та 

m  — многочлени відповідно n-го та m-го степеня. Дріб нази-
вається правильним, якщо n  , і неправильним при n . m

Теорема. Кожний неправильний дріб можна подати у ви-



гляді суми деякого многочлена та правильного раціонального 
дробу. 

Існують чотири типи виразів, що називаються елементар-
ними (найпростішими) дробами. 

І. Дроби виду 
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ax

A


. 

ІІ. Сума дробів виду 
   n

n

ax

A

ax

A





...

2
2

ax

A



1 . 

ІІІ. Дроби виду 



xx

NMx
2

. 

IV. Сума дробів виду  
 

 xx

NxM

xx

NxM

 k
kk

xx

NxM












2

2
2

11 
22

2 ...

 ax 
 nax 

. 

Теорема. Кожний правильний дріб можна подати у вигляді 
суми елементарних дробів. Тип і кількість доданків визнача-
ють за розкладом знаменника на множники. Кожному множ-
нику виду  відповідає дріб типу І, множнику виду 

 — дріб типу ІІ, множнику виду   xx2  — дріб ти-

пу ІІІ, множнику виду  kxx 2  — дріб типу IV. 
Метод невизначених коефіцієнтів. Невідомі коефіцієнти 

розкладу правильного дробу позначають великими латинсь-
кими літерами і визначають за умови тотожної рівності лівої 
та правої частин. 

Задача 6.5. Зінтегрувати такий вираз: dx
qpxnmx

edxcxbx



)()

23

x

ax


( 2

4

, 

якщо: 

Варіант a b c d e m n p q 

0 8 30 58 20 –55 3 5 4 –3 
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  В інтегралі dx
xx

xxx




34)53

552058 23

x

x
I  




(

308
2

4

 під знаком інтег- 

рала міститься неправильний дріб. Виділимо цілу частину шляхом 
ділення многочленів: 

32

151194 23





x

xxx

 

 

10179

45332712
55503612

3022188

552058308

2
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








xx

xxx
xxx

xxxx

xxxx

Таким чином, інтеграл зводиться до вигляду: 

dx
xx

xx








34)53

10179 2

x
xI  






(
32

2
. 

Третій доданок підінтегрального виразу — це правильний 
дріб. Розкладаємо його на суму елементарних дробів за методом 
невизначених коефіцієнтів: 

 

 
 

   

   
  .

34)
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5334 2


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




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
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
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A
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2


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






xx

AxBA

xx

BxxxA

xxx

xx

 

Тепер коефіцієнти А, В та С знаходимо за умови тотожної рів-
ності многочленів: 

    .3543 CAxCB 3410179 22 AxBAxx   

Зрівнюючи коефіцієнти при однакових степенях невідомих, 
дістанемо систему рівнянь: 



 287


















.5

;2

;1

;10

;174

;9

C

B

A

C












35

33

4
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BA
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Остаточно заданий інтеграл набирає вигляду: 

dx
xx

x

x








 53

52

3

1
2

xI  

 

4
32 . 

Окремо зінтегруємо останній доданок. Застосуємо при цьому 
загальну схему інтегрування виразів, що містять квадратний три-
член. Послідовність дій: 1) виділяємо повний квадрат у знамен-
нику; 2) вводимо як нову змінну вираз, що підноситься до квад-
рата; 3) розкладаємо дріб на суму за доданками в чисельнику; 4) 
інтегруємо кожний доданок окремо; 5) повертаємось до початко-
вої змінної: 
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



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





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








arctgarctg

 

Визначений інтеграл 

Якщо відрізок  розбити на n частин вигляду , 
де  і в кожній частині взяти довільну 

точку , то вираз 
1

є інтегра-

льною сумою функції 

],[ ba ],[ 1 kk xx 

bxxxxa nn  11 ...

   kk xx 1

0

k ],[ 1 kk xx  S  



n

k
kn f

 xf , що відповідає цьому розбиттю 



відрізка. 
Визначеним інтегралом функції  x ], ba

nS

f  на відрізку [  на-
зивається границя, до якої прямують значення інтегральних 
сум  за умови, що n , а , де 

: 

0max  k
k

x

 kk xx

   








n

k
kkk xxf

1
1

0

lim

a b

1kx

 





n
n

n

b

a
Sdxxf

0

lim . 

Числа  та  називаються нижньою та верхньою межами 
інтегрування. 

Для практичного знаходження визначених інтегралів за-
стосовують формулу Ньютона–Лейбніца. 
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 Теорема Ньютона–Лейбніца. Якщо функція xf
],[ ba

непере-
рвна на відрізку  і  xF

],[ ba
x

     

 — деяка довільна її первісна, то 
значення визначеного інтеграла на відрізку  від функції 

 обчислюється за формулою: f

 
b

a

dxxf 
b

a
aFbFxF . 

Для визначеного інтеграла іноді доцільно виконати підста-
влення. 

Теорема. Нехай функція  xf ], ba неперервна на відрізку [ , 
функції  та  x  x  визначені й неперервні на  і 

 при 
],[ 

,[a ],[ t ]b
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t . Тоді якщо     b,

       


 dtttfdxx

a , то  

b

a

f . 

Ця формула називається формулою заміни змінної у визна-
ченому інтегралі, або інтегрування підставленням. 

Необхідно пам’ятати, що при виконанні підставлення для 
визначеного інтеграла необхідно змінювати значення меж інтег-
рування. 

Інтегрування частинами для визначеного інтеграла 
Якщо функція  xU  і  xV
]

 неперервно диференційовні на 
, то  ,[ ba

 
b

a

b

a

b
a VdUUVUdV . 

Задача 6.6. Обчислити визначений інтеграл , 

якщо 

 dxqpxfx
b

a

m 

 Варіант а b uf  m p q 

0 1 2 log2u 1 2 3 



 Підставивши значення параметрів у загальну формулу, діста-
немо: 
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Невластиві інтеграли 

Невластивий інтеграл на необмеженому проміжку інтегру-
вання — це границя, до якої прямує значення визначеного інте-
грала при необмеженому збільшенні границі інтегрування: 

  lim xfdxxf
a a


 


   

Якщо остання границя не існує, то невластивий інтеграл 
називають розбіжним. 



Задача 6.7. Обчислити невластивий інтеграл або довести його 
розбіжність: 
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 

 

a
m dx

x

qpxf
, якщо 

 Варіант а uf  m p q 

0 1 log6 u 2 5 7 

 Підставляємо значення параметрів із таблиці в загальну фо-
рмулу, маємо: 

   
dx

x

x








1
2

6 75log
limdx

x

x
I 

 


1
2

6
0

75log
. 

Знайдемо спочатку первісну підінтегральної функції. 

 
   

 
 .756ln

575log

75log
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6

2

6

2
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





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
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x

x
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x

x

1

6ln75

5








x
V

x

dx
dU

 

Для визначення другого інтеграла необхідно розкласти раціо-
нальний вираз під знаком інтеграла на суму елементарних дробів: 

 
 
    .751; BxxA 
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75

7575

1

xx

BxxA

x

B

x

A

xx 








 

Підставляючи в останню тотожність значення 0x , знаходи-

мо 
7

1
A , потім знаходимо 

7

5
B . Таким чином, невизначений 

інтеграл дорівнює 

 
 
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Повернемося до невластивого інтеграла: 
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Подвійні інтеграли 

1.Якщо функція f(х, у) інтегровна на множині  

       ,, xyxb 

 
 

; xayxD   
то 

 
 

.;





x

x

b

a

dyyxfdx;
D

dxdyyxf  (1) 

2.Якщо функція f(х, у) інтегровна на множині  

       ,, dycyx 

 
 

; yyxD   

то 

  
 

.;





y

y

d

c

dxyxfdydxdy;
D

yxf  (2) 
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Задача 6.8. Знайти подвійний інтеграл  dxdyyxf ;

 
D

, якщо 

  21;  yxyxf ;2yx 
.6;2 

, D — трикутник, обмежений прямими  
 yxxy  

 Трикутник D зображено на рисунку. Відрізком АВ 
поділимо область D на дві області D1 i D2. Тоді: 

      .;
2


D

dxdyyxfdxdy;;
1

 
DD

yxfdxdyyxfI  

y

x

2

2

4
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4

y x = 6 – 

y x= (1/2)
B

D2

A

D1

y = 2 х

у

х

  у = х/2

 

За формулою (1) знаходимо 
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Отже, 
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2
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Криволінійний інтеграл першого роду 

Якщо гладку криву Г задано рівнянням   ,, tyytxx 
  ,,  ttzz

  

 

 а функція f (х, у, z) неперервна на кривій Г, то 

               .2 dttztztytxfdszyxf 





Г

 ,xfy 

   

,,,, 22 tytx    (1) 

Якщо Г — гладка плоска крива, задана рівнянням  

 то ,bxa   
Г

b

a
fdsyxf );(  dxxfxfx .1; 2

 ,yx 

   

  (2) 

Якщо Г — гладка плоска крива, задана рівнянням  

 то ,dyc   
Г

d

c
fdsyxf );(  dyyyy 1, 2 .   (3) 

Задача 6.9. Обчислити криволінійний інтеграл  ,  dsyx
Г

 де Г 

— межа трикутника з вершинами О (0; 0), А (1; 0), В (1; 1). 
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х1

А

0

О

1

у
В

 

 Нехай І1, І2, І3 — криволінійні інтеграли від функції х + y по 
відрізках відповідно АВ, ВО, ОА. 

Відрізок АВ задається рівнянням х = 1, 0  y  1, тому за 
формулою (1) маємо: 

  .
2

3
1

1

0
1   dyyІ  

Відрізки ВО і ОА задаються відповідно рівняннями y = x; 0  x  1; 
y = 0; 0  x  1. 



За формулою (2) знаходимо 
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;222
1

0
2   dxхІ  

.
2

11

0
3   xdxI  

Отже,  
.22321  III

F

I  

Криволінійний інтеграл другого роду 

Якщо гладку криву Г задано рівнянням x = x(t); y = y(t); z = 
z(t);   t  , а вектор-функція 


 (P; Q; R) неперервна на Г, 

то 

        

         .;;
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     
b

a

dxxfxPdxy ;;

      
b

a

dxxfxfxQ .;

 (1) 

Якщо Г — плоска гладка крива, задана рівнянням y = f (x) а 
 х  b, то 

Г

xP ;   (2) 

 
Г

dyyxQ ;   (3) 

Задача 6.10. Обчислити криволінійний інтеграл 
Г

 

за кривою Г з початком (0; 0) і кінцем А (1; 1), якщо Г — дуга 
параболи  

  xdyydxІ

.2xy 

х1

у = х2

0

1

у
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;  
1

0

2 .13 dxxІ

),(xfy

 Якщо Г — дуга параболи, застосовуємо формули (2) і (3). 
Маємо: 

 
1

0

2 ;dxxydx
Г

                 
1

0

22 dxxxdy
Г

Застосування інтегрального числення 

Довжина дуги кривої 

Якщо криву задано рівнянням   то довжина дуги від 
ax  bx 

  
 до  обчислюється за формулою: 

.1 2 dxxfI
b

a
    (1) 

Якщо криву задано рівнянням     ,,ш,  ttyt

     

x  то 
довжина дуги обчислюється за формулою: 

.22 dttt



I    (2) 

Задача 6.11. Обчислити довжину дуги кривої  від  xfy 
a ,bx  до  якщо x
    .3;0,6/   bae x3 6/ exf x  

 Застосовуємо формулу (1). 
Тоді  
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Площа фігури 
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  :
b

a
dxxf

1.Припустимо, у = f (х) — невід’ємна і неперервна на 
відрізку [a; b]. Тоді площа S під графіком кривої у = f (х) на [a; 

b] чисельно дорівнює визначеному інтегралу  

a b

y f x = ( )

S

х  

 
 

S  
b

a
dxxfS .  

 
 
 
(1) 

2.Нехай на відрізку [а; b] задано неперервні функції 
   xfy  1  і , такі що  xfy 2 xfxf 12  . Тоді площа S фігури, 

утвореної кривими  xfy  2  і  xfy 1  на відрізку [a; b], 
обчислюється за формулою:

a b

y f x = ( )2

x

y f x = ( )1

y

 

 
 

     
b

a

dxxfxfS 12  . 

 
 
 
(2) 

х

Обчислення об’ємів тіл обертання 

Нехай на відрізку [a; b] задано неперервну знакосталу 
функцію  Потрібно знайти об’єм Vx тіла, утвореного 
обертанням навколо осі абсцис криволінійної трапеції, 
обмеженої лініями 

 .xfy 

  .,,0, bxaxyx fy   

a

y

 xfy 

x
0 х

b

у

 

 

 
b

a
x dxxfV .2  (3) 

Аналогічно 

  
b

a
y dyyV .2  (4) 
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Задача 6.12. Обчислити площу фігури обмеженої лініями 
 xfy 1  і  xgy 1 , та знайти об’єм тіла обертання ф и, 

, 
ігур

обмеженої лініями      yhxxgyx  ;;  навколо осі , 
якщо 

fy  2 2  Ох

          .1,02  yhxg  ,,2, 12
2

1  xxgxexfxxf x

y

x
1

1

0

y

x

–1 10 х

х

 

 Зробимо рисунок фігури ж лініями 2xy   і , обме еної .xy   

Знайдемо еточки п ретину ліній 2xy   і :xy   ;01
2  xxx  

.12 x  

Отже, за формулою (2) маємо: 

  .

1
3











 

ртання фігури, обмеженої даними 

Застосовуємо формулу (3): 

3

1

3

1

3

2

33

321
2 





  

xx
dxxxS

2 0

0 


Виконаємо рисунок тіла обе
лініями, навколо осі Ох. 
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   
b

a

b

a

dxxfdxy 22 , 

або 

   
1

0

222
4 dxexdx xx  

V

 
1

0

2xeV







 







1

0

22
1

0

2
1

0

22

2

1
4

2

21

.2

dxxeеdxxeex

xdxdu

xxx
 
















22 2
4

;
2

1
edxe xx




2

2

;
;

ddxe
xu

x















 2
2

2

2

1
4

.

;
2

1
;

;

e

dxdu

e

ddxe
xu

x

x






 

1

0

2
1

0

2

2

1

2

1
dxexe xx  

4
4

1

2

1

2

1
4

1

0

222 









 eee x    .1

4

1 202  eee  



Формули наближеного обчислення визначеного інтеграла 
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 
b

a

dxxf  

1.Формули прямокутників: 

а)     ;... 1210  nyyy



b

a
y

n

ab
dxxf  (1) 

б)     ....21 nyyy
n

a


b

a

b
dxxf   (2) 

2.Формула трапецій: 

  .... 121 

 n

n yyy
2

0

 


b

a

yy

n

ab
dxxf  (3) 

3.Формула параболічних трапецій (Сімпсона): 

   ...4
3 123120  


 nn

b

a

yyyyy
n

ab
dxxf    ,...2 2242  nyyy

.2kn 

 

  (4) 

Задача 6.13. Обчислити наближено інтеграл  

користуючись формулами: 

  ,
b

a

dxxf

 

а) лівих прямокутників; 
б) правих прямокутників; 
в) трапецій; 
г) Сімпсона, 

  .10,13
2/15 


nx,17;7  xfba  якщо 

 Обчислимо значення  10...,,0, ixf i , і наведемо їх у 
таблиці: 

і хі yі 

0 7 0,0045 

1 8 0,003 



2 9 0,0024 

3 10 0,002 

4 11 0,0014 

5 12 0,0012 

6 13 0,001 

7 14 0,0008 

8 15 0,0006 

9 16 0,0005 

10 17 0,00048 

Підставивши знайдені значення y формули (1), (2), (3), (4), 
дістанемо: 

1.а) І  0,0174; 
б) І  0,0134. 

2.І  0,0154. 
3.І  0,01529. 
Задача 6.14. Нехай f(x) — навантаження на електростанцію (у 

кіловат-годинах); х — кількість годин, що відраховуються від 
початку доби. Обчислити витрати електроенергії за n діб, якщо 

   xf .5;42163 2  nxx

  .
b

a

dxxf

 Витрати електроенергії обчислюються за формулою: 

Витрати =  

У даному випадку а = 0, b = 5  24 = 120. 
Отже,  
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 

   
.2408481

421208

42
2

16

120

0

23







 x

x

)4296014400(120

120120428

3

3
42163 витрати

2120

0

23

120

0

2









 

xxx

x
dxхх

 

Задача 6.15. Витрати виробництва К(х) визначаються за 
формулою: 

  ,2  хххК

,5,1 

 

де х — кількість вироблених одиниць продукції. Обчислити 
середнє значення витрат виробництва, якщо обсяг його 
змінюється від а до b умовних одиниць. Знайти обсяг продукції, 
при якому витрати набувають середнього значення;   
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,6  ,1а .11b

    
b

a

abdxхК ,

  

 Середнє значення  функції К(х) можна знайти за 
теоремою про середнє: 

 

або 

 
 


















6
2

5

3

1

10

6
2

5

3

11

1

23

x
xx















6611
2

5

3

11

10

1

111

65

2
3

11

1

2 dxxx

 

.  33,80...3333,80
3

1330
360

10

1

2

600
60

3

1330

10

1







 






 



Знайдемо обсяг продукції, при якому витрати набувають 
середнього значення 80,33. Для цього розв’яжемо рівняння: 
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 

;
95

;95,1732,32233

;0

;33,

2



2

,175

,74425

33,745

8065

2,1

2

2










x

D

хх

хх

 

х1 < 0 — не задовольняє умову задачі. 
Тому х  6,476. 



Розділ 7. ДИФЕРЕНЦІАЛЬНІ РІВНЯННЯ 

Диференціальним рівнянням (ДР) першого порядку з відо-
кремленими змінними називаються рівняння виду:  

f(x) dx + g(y) dy = 0 ,  (1) 

де f(x), x  (a; b); g(y), y  (c; d) — неперервні функції. 
Загальним інтегралом рівняння (1) є 

      cdyygdxxf , 

де с — довільна стала. 
До рівняння (1) зводиться диференціальне рівняння з відо-

кремлюваними змінними: 

        01 1  ygxfyygxf ,  (2) 
або 

   ygxfy  .  (3) 

Якщо f1(x)  0, g(y)  0, то, поділивши обидві частини рів-
няння (2) на добуток f1(x)g(y) (а рівняння (3) на g(y)), дістане-
мо рівняння виду (1):  

0
)(

)(

)(

)(

1

1  dx
xf

xf
dy

yg

yg
, 

загальним інтегралом якого є   Cdx
xf

xf
dy

y

y

)(

)(

)(

)(

1


g

g1 . 

Задача 7.1. Знайти загальний розв’язок рівняння  

х + ху + + у (у + ху) = 0. 

 Запишемо це рівняння у вигляді x (1 + y) dx + y (1 + x) dy = 0. 
Вважаємо, що х  –1, у  –1. Поділимо обидві його частини на 

(1 + х)(1 + у) і виконаємо інтегрування: 
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C
y

ydy

x

xdx





 
11

. 



Обчислимо інтеграл  

   









dzdz
zz

dzz

z

zdz
)

1

1
1(

1

)11(

1
 


 zz
z

dz
1ln

1

)()( xvxuy

,  

дістанемо загальний розв’язок заданого рівняння x + ln x + y + ln 
y = C. 

Диференціальне рівняння називається лінійним, якщо воно 
лінійне відносно шуканої функції у (х) та всіх її похідних:  

p(x) y + g (x) y = f (x),  (4) 

де функції р(х), g (x), f (x) — неперервні на деякому інтервалі 
(a; b). 

Розв’язок рівняння (4) шукаємо у вигляді  . Одна 
з цих функцій вибирається довільно, при цьому інша функція 
має визначатися залежно від першої так, щоб їхній добуток  
задовольняв рівняння (4). Цей метод відшукання розв’язку рів-
няння (4) називається методом Бернуллі. Для розв’язання рів-
няння (4) ще застосовується метод варіації довільної сталої 
(метод Лагранжа). 

vu 

Задача 7.2. Знайти розв’язок рівняння y cos2x + y = tg x, який 
задовольняє умову у (0) = 0. 

 Нехай y = u(x) v(x), тоді y = uv + uv. Після підставлення в 
рівняння матимемо u v cos2x + u(v cos2x + v) = tg x. Виберемо 
функцію v(x) так, щоб вираз у дужках лівої частини рівняння до-
рівнював нулю, а саме: v cos2x + v = 0. Інтегруючи це рівняння, 

дістанемо: 
xv 2cos


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dxdv
 або ;

cos2 
x

dx

v

dv xev tg

;cos2 xx tg

 lnv = – tg x; .  

Для функції u(x) маємо рівняння:  eu xtg 

dx
x

xx

2

e
du

tgtg


cos

, або u(x) =   Cxedx
xe x  1

2
tg

tg tg

xcos
. Отже, усі 

розв’язки рівняння подаються у вигляді y (x) = tg x – 1 + Ce–tg x. 

xtg

Використовуючи умову у (0) = 0, знаходимо значення сталої 
С; 0 = –1 + С; С = 1 і відповідний частинний розв’язок рівняння: 
y(x) = tg x – 1 + e–tg x. 



Диференціальне рівняння P(x, y)dx + Q(x, y) dy = 0 назива-
ється однорідним, якщо P(x, y) та Q(x, y) є однорідними функ-
ціями одного й того самого виміру. Нагадаємо, що f (x, y) на-
зивають однорідною функцією виміру m, коли вона задовольняє 
тотожність f (tx, ty) = tm f (x, y) для всіх t > 0. 

Згідно з припущенням про однорідність функцій P (x, y) i 
Q (x, y) диференціальне рівняння можна записати у вигляді: 

dx







x

y
Pxm ,1 0,1 








dy
x

y
Qxm . 

Застосувавши заміну y = ux, дістанемо:  

P (1, u) dx + Q (1, u) (udx + xdu) = 0, 
звідки  

0
),1(),1(

),1(


 uuQuP

duuQ


x

dx
. 

Змінні відокремлені. Інтегрування дає: 

C
uQP

Qdu
x ln


 ln  або 










 
uQP

Qdu
Cx exp

);( yxfy

. 

Диференціальне рівняння   називається однорід-
ним, якщо f (x, y) — однорідна функція нульового виміру. 

Задача 7.3. Розв’язати рівняння: y2dx + (x2 – xy) dy = 0. 

 Візьмемо y = ux, dy = udx + xdu. Тоді x2u2dx + (x2 – x2u)  

(udx + xdu) = 0, або 
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.0
1




 du
u

u

x

dx
 Після інтегрування маємо:  

lnx+ lnu – u = ln C. Остаточно маємо: 







x

y
Cy exp . 

Рівняння виду y(n) + a y(n–1) + a y(n–2) + . . . . + a  y + a y = f (x), 1 2 n–1 n
де ai — сталі, називають лінійним рівнянням зі сталими кое-
фіцієнтами. Таке рівняння завжди можна зінтегрувати, тобто 
знайти його загальний розв’язок. 

Спинимося спочатку на відповідному йому однорідному 
рівнянні: 

y(n) + a1 y
(n–1) + a2 y

(n–2)+ . . . . + an–1 y + any = 0. 
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)3sin3cos( 21
2 xcxcx 

Шукатимемо частинний розв’язок такого рівняння, вико-
ристовуючи метод Ейлера, у вигляді у = е rx, де r — константа. 
Підставляючи в ліву частину, матимемо e rx( r n + a1 r n – 1 ++ a2 
r n – 2 + . . . .+ a n – 1 r + an) = 0. Останній вираз тотожно дорів-
нюватиме нулю, а отже, і е rx буде розв’язком, якщо r — ко-
рінь рівняння: 

rn + a1 r
n – 1 + a2 r n – 2 + . . . . + a n – 1 r + an = 0,  

яке називають характеристичним для відповідного диферен-
ціального рівняння. Розглянемо деякі випадки однорідних рі-
внянь другого порядку на прикладах. 

Приклад. 
Знайти загальний розв’язок рівняння y – 7y + 6y = 0. 

 Відповідне характеристичне рівняння r2 – 7r + 6 = 0 має 
два різних дійсних корені r1 = 6 i r2 = 1. Тоді е6х і ех — частин-
ні лінійно незалежні розв’язки рівняння, а загальний його 
розв’язок має вигляд: y = C1 e

6x + C2 e
x. 

Приклад. 
Знайти загальний розв’язок рівняння y – 2y + y = 0.  

 Характеристичне рівняння r2 – 2r + 1 = 0 має два кратні 
корені r1 = r2 = 1. Тому загальний розв’язок рівняння має ви-
гляд y = (C1 + C2x) ex . 

Приклад. 
Знайти загальний розв’язок рівняння y – 4y +13y = 0.  

 Характеристичне рівняння r2 – 4r + 13 = 0 має два різні 
уявні корені r1 = 2 + 3і, r2 = 2 – 3i. Корені характеристичного 
рівняння комплексні і спряжені, тому їм відповідають частин-
ні розв’язки y1 = e2x cos 3x i y2 = e2x sin 3x. Тоді 

 — загальний розв’язок заданого рів-
няння. 

ey 

Задача 7.4. Знайти розв’язок рівняння y – 2y – 3y = е4х (5), 
який задовольняє початкові умови   ;12ln y    12ln2 y

032  r

x CeCy  2
3

1

. 

 Характеристичне рівняння  має корені r1 = 3 i 
r2 = – 1. Загальний розв’язок відповідного однорідного рівняння: 

. Частинний розв’язок неоднорідного рівняння 

2r

xe
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x4 xAe44 xAey 416

x4 x xx eAe 445 

шукатимемо у вигляді  (6), , (7). Під-
ставивши (6), (7) у рівняння (5), дістанемо 

, або , звідки А = 

0,2. Загальний розв’язок рівняння (5): 

Ae y

xx eAe 443 

y 

xAe43 e4x AeAe4 816
xxx eeCeC 4

2
3

1

1
 y

5
. Для 

визначення С1 і С2 скористаємося початковими умовами: 









3 ln6
1

ln3
1

eC

eC





;1
5

4

;1

2ln8

2ln4

e

e









5

1

2ln2
2

2

2ln
2

2

eC

eC
 









192

8C





.1
5

1024

;1
5

16





4

1
2

1

21

21

CC

C
 

Розв’язуючи цю систему, знайдемо 
1960

2049
1 C , 

49

604
2 C . 

Отже, xxe 43

5

1

49

604
 x eey

1960

2049
 . 



Розділ 8. РЯДИ 

Числові ряди 
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





1
2

n
nn uuu 





,...

,

,

21

212

11

nn uuuS

uuS

uS





Числовим рядом називається вираз виду  

1u , 

а числа u1 u2, … — членами ряду; n-й член un має назву загаль-
ний член ряду. 

Частинні суми ряду утворюють таку числову послідовність: 



 

Числовий ряд називається збіжним, якщо існує границя 
послідовності його частинних сум 

n 
, при цьому число 

S — це сума ряду. Якщо ця границя не існує, то ряд назива-
ється розбіжним. 

SSn lim

Необхідна умова збіжності ряду. 
Якщо ряд збіжний, то границя його загального члена дорі-

внює нулю, тобто    0lim 
 n

n
n uSS

0lim 
 n

n
u

  nuuu 21

  nvvv 21

vu 

lim
n

 . 

Наслідок. Якщо , то ряд буде розбіжним. 

Достатні ознаки збіжності знакододатних рядів. 

Ознака порівняння. 
Якщо для рядів із додатними членами  

  (1) 
  (2) 

виконується нерівність , то nn

1) зі збіжності ряду (2) випливає збіжність ряду (1); 
2) із розбіжності ряду (1) випливає розбіжність ряду (2). 

 



Ознака порівняння в граничній формі
Якщо для рядів із додатними членами (1) і (2) існує границя 

 


CC
v

un 0lim






 
1

11

n

nn aqaq 

n

, то ці ряди або обидва збіжні, або обидва 

розбіжні. 
n

Для застосування ознаки порівняння крім досліджуваного 
ряду потрібно будувати ряд порівняння, збіжність якого відо-
ма або її можна легко встановити. 

Як ряд порівняння рекомендується брати такі ряди: 

1. Геометричний ряд , 

який є збіжним при 

 2aqаqа 

1q  та розбіжним при 1q . 
2. Ряд Діріхле (узагальнений гармонічний ряд) 







1
1

1

n
pn

 ...
1

...
3

1

2

1
ppp n

1

, 

який збіжний при p > 1 та розбіжний при р . 

Ознака Даламбера 

Якщо для знакододатного ряду існує границя l
u

u

n

n

n




1lim , то 

при l < 1 — ряд збіжний; 
при l > 1 — ряд розбіжний; 
при l = 1 — питання про збіжність ряду ознака не розв’язує. 

Ознака Коші (радикальна) 
Якщо для знакододатного ряду існує границя lun

n
n




lim

1  


1n
nf

 


1

dxxf

, то 

при l < 1 — ряд збіжний; 
при l > 1 — ряд розбіжний; 
при l = 1 — питання про збіжність ряду ознака не розв’язує. 

Ознака Коші (інтегральна) 
Якщо функція f (x) — неперервна, додатна і монотонно 

спадна при , то ряд  і невластивий інтеграл 

 або обидва збіжні, або обидва розбіжні. 

х

Ряд називається знакозмінним, якщо він містить нескін-
ченну кількість як додатних, так і від’ємних членів.
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Збіжність знакозмінних рядів може бути абсолютна чи 
умовна. 

Знакозмінний ряд називається абсолютно збіжним, якщо 
він збіжний, а також збіжним є ряд, складений з абсолютних 
величин його членів. 

Знакозмінний ряд називається умовно збіжним, якщо він 
збіжний, а ряд, складений з абсолютних величин його членів, 
розбіжний. 
Достатня умова збіжності знакозмінного ряду. 
Якщо збіжний ряд буде складено з абсолютних величин 

членів знакозмінного ряду, то збіжним виявиться і сам знако-
змінний ряд. 

Знакозмінний  ряд  виду   ...,1... 1
4  

n
n aа

 0na

  12 naa

n

321  ааа  
 називається знакопочерговим. 

Ознака Лейбніца 
Якщо для знакопочергового ряду виконуються такі умови: 

1. naa  1

2. 0lim 
 na , 

то знакопочерговий ряд буде збіжним. 

Задача 8.1. Дослідити збіжність ряду 
1n

 (для знакозмінного 

ряду встановити, абсолютною чи умовною є його збіжність). 

 


nf

1.   .113 22  nnnnf   

 На основі цих даних побудуємо такий ряд: 

     

.113

101951125

1

22

2










 



 

n
nnn

n 113 2 

 nn 

 

Загальний член цього ряду   0113 2  nn2 nnfun , а 
тому ряд є знакододатним. 
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Перевіримо для цього ряду необхідну умову збіжності: 

 









0
2

3

1
1

3

113

113

2

22

22

n

nnn

nnn



 

























 






13
1

lim
113

3
lim

lim
1

113
limlim

2

22

22

nn
nnn

n

nnn
u

nn

nn
n

n

 

 необхідна умова збіжності не виконується, а тому ряд є 
розбіжним. 
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2. 
2

2

1
1

sin
n

nnf  . 
 

 Ряд    
22 3

1
sin3

2

1








 1
2

1
sin21sin1

1
sin

nn n
nnf  


2

1
sinn   .0

1
sin

2
 nnf

n
 є знакододатним, бо un n

 Для 

дослідження збіжності цього ряду застосуємо ознаку порівняння: 











1
2

3
1

1

nn
nn

n

vv
n


22

111
sinn

nn
n

n
nu . 

Побудований  ряд  порівняння  є  збіжним   рядом   Діріхле  







  1

2

3
р , а тому і досліджуваний ряд є збіжним за ознакою порів- 

няння. 

3. 





 


n

n

n
nf

1
ln

1
)( .  

  Загальний член ряду 





 

 0
1

ln
1

n

n

n
 nfun  ряд 











 

1

1
ln

1

n n

n

n
 — знакододатний. 
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Виберемо ряд порівняння 









1
2

1

1

nn
n

n
v . Він збіжний як ряд Ді-

ріхле із р = 2 > 1. 

Розглянемо 





 





 n
n

n

1
1lnlim

1


 




n

n

n

n

v

u
n

n

n

n 1

ln
1

limlim

2

 

.1ln
1

1ln 





 


e

n

n

 

lim
n

 За ознакою порівняння (у граничній формі) 

досліджуваний ряд збіжний. 

4. 
!

2

n

n
nf  .  

 Загальний член ряду ;
!

2

n

n
un   

 
 

 
 !1

1 2

1 


 n

n
un ;   









 










 !1

!
1

lim
!1

!1
limlim

2

2

2
1

nn

n
n

n

nn

nn

u

u
nn

n

n
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10
1

1

lim

2










 


 n

n

n

n

 

. 

Отже, даний ряд за ознакою Даламбера збігається. 

5. 
2

13

n

n

n
nf 









 . 

 

2

13

n

n n

n
u 









 Загальний член ряду . 

Розглянемо  

.1
3

1

13
lim 








 n

n
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lim
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limlim
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









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
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
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
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n
 

Отже, даний ряд за ознакою Коші збіжний. 
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 
   6. 

1ln1

1
2 


nn

nf .  

 Загальний член ряду  

           1ln1

1
2 


xx

xf

 

1ln1

1
2




 nf
nn

un . 

 
 Невластивий інтеграл   



 


b

b x

xd

1
2 1ln

1ln
lim

1


xx

dx

1
2ln1

 

    2ln

1

1ln

1

2ln

1








b

 

lim
1ln

1
lim

1

















 x b

b

b
 буде збіжним. Отже,  

за інтегральною ознакою ряд збігається. 

7. 
n

n
nf

nn

2
1)(

2

2 

 . 
 

 Щоб виявити тип ряду, розгорнемо його: 

     


n

nn n

2
1 2

2

 








 n
n

nn n

2
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2

3

2

2

2

1

2
1

432
1

2

2

 

Неважко помітити, що ряд є знакозмінним. 
Утворимо ряд з абсолютних величин членів ряду: 









1
2

22
1

2

п
пn

nn пn



1n
. 

Дослідимо збіжність знакододатного ряда за допомогою озна-

ки Даламбера. Тут 
1

1
;

2
1

2 



nn

n
u

nn

n
u  та 


n

n

n u

u 1lim

 

 

.1
2

1

2

21
lim

1



  n

n
n

n

n
 

За ознакою Даламбера ряд, утворений із абсолютних величин 
членів ряду, збігається. Отже, збігається і початковий ряд, при-
чому абсолютно. 
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   
8. 

n
nf

n 11 
 .  

 Ряд з даним загальним членом знакопочерговий. Ряд скла-

дено з абсолютних величин членів ряду 
 

 













1 1

1 11

n n

n

nn
, що є 

розбіжним як ряд Дiріхле з 1
2

1
p . 

Початковий ряд знакочерговий, для дослідження його збіжно-
сті можна застосувати ознаку Лейбніца: 

1) 1
1

1



nn uu

n

1


n
; 

2) 0
1

limlim 
 n

u
n

n
n

 

. 

Умови теореми Лейбніца виконано, отже, ряд збіжний, але 
умовно. 

Функціональні ряди 

Ряд     ......2  xuxu n1 xu , (1) 

члени якого u1(x), u2(x), …, un(x), … — функції від аргументу 
х, називається функціональним рядом. 

При х = х0 ряд (1) перетворюється на числовий 

       ...... 002  xuxu n01 xu . (2) 

Якщо ряд (2) збігається (розбігається), то кажуть, що при х = х0 
збігається (розбігається) функціональний ряд (1). 

Усі значення аргументу х, при яких функціональний ряд 
збіжний, називаються областю збіжності функціонального 
ряду. 



В області збіжності існує границя частинних сум функціональ-
ного ряду  

   xSxSn
n




lim ;        xuxux n ...21

 xS
 

uxSn  , 

де функція  — сума ряду. 
Ряд     ... xuxu 21  nnn  називається залишком ряду. В об-

ласті збіжності функціонального ряду виконується рівність: 
xr

     xrxSxS nn  , 
де  0lim xrn

 


1
,

n
nxF

 

n

У загальному випадку при дослідженні на збіжність функціо-
нального ряду використовується та сама методика, що й для зна-
козмінного ряду. 

. 

Задача 8.2. Знайти область збіжності ряду , якщо 

 
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nx

n
nxF

2
,




 

. 

 Цей ряд є знакододатним. Отже, маємо право застосувати 
до нього ознаку Даламбера, при цьому х будемо вважати за де-
який параметр: 

nn
x

n
xu

2


 

; 

11
2

1







nn
x

n
xu ; 

 
  nxn

n 1
1

2
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





xxu

xu

n

n

2

11


 ; 

 
  2

11
1

2

1




 xnx
limlim 1 





 xu

xu
n

n

n

n
. 

За ознакою Даламбера ряд збігатиметься, якщо 
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і розбігатиметься, якщо 
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x

 

,12,1
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 x
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Залишається дослідити ряд на збіжність у точках х = 1 і х = 3. 

При х = 1 маємо ряд 





1
1

n

n n , а при х = 3 — ряд 
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


1n
n . Ці  ряди  

розбігаються, бо, очевидно, для них не виконується необхідна 
умова збіжності. Таким чином, область збіжності функціонально-

го ряду 


 1 2n
n

x

n







an

n
n

n
n xaxa ......

 буде х  (– ; 1)  (3; + ). У цій  області  ряд  

збігається абсолютно. 

Степеневі ряди 

Функціональний ряд  

 xaxaa 2
210  

називається степеневим рядом. Його загальний член   nxaxu  nn ;  
числа а0, а1, а2, …, аn, … називаються коефіцієнтами степенево-
го ряду. 

Розглядають і більш загальний вигляд степеневого ряду: 

      ......2  n
n cxa210  cxacxaa  

Теорема Абеля. 

Якщо степеневий ряд: 

1) збігається при х = х0, то він абсолютно збігається для 
будь-якого х, що задовольняє нерівність ;0xx   

2) розбігається при х = х1, то він розбігається при всіх х, що 
задовольняють нерівність | x | > | x1

 |. 



Інтервал і радіус збіжності степеневого ряду 

Інтервалом збіжності степеневого ряду називається такий 
інтервал (– R; R), у всіх внутрішніх точках якого ряд збігаєть-
ся абсолютно, а для всіх точок |x| > R ряд є розбіжним. При 
цьому число R > 0 називається радіусом збіжності степене-
вого ряду. 

Геометрична інтерпретація 

Збігається абсолютно

0– R RРозбігається Розбігається
 

Для узагальненого степеневого ряду інтервал збіжності (с – 
R; c + R) має центр симетрії в точці х = с. 

Зауваження. На кінцях інтервалу збіжності, тобто в точках 
x = – R, x = R, ряд може як збігатися, так і розбігатися. Це пи-
тання потребує спеціального дослідження в кожному конкрет-
ному випадку. 

Радіус збіжності визначається за формулою: 

.lim
1

1



n

n

n a

a

l
R  

Використовуючи радикальну ознаку Коші, можна дістати 
формулу для радіуса збіжності степеневого ряду в такому 
вигляді: 

n
n

n a
R

1
lim


 . 

Зауваження. Формулами можна користуватися лише в тих 
випадках, коли зазначені границі існують. У загальному випадку 
дослідження збіжності степеневого ряду виконується за такою 
самою методикою, як і для довільного функціонального ряду. 
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Приклад 1. Знайти область збіжності ряду: 
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


1 !n

n

n

x
. 

 
!

1

nn   a , 
!1

1
1 
 n

an ; 

    




1lim

!

!1
n

n n








limlim

1

n

a

a
R

n
n

n

n
. 

Звідси інтервал збіжності даного ряду , , тобто ряд збіж-
ний на всій числовій осі. 

Приклад 2. Дослідити збіжність ряду: 

      ...2
3

1
2 3

2

2  x
2

1
2

2
 xx . 

 Узявши х – 2 = у, дістанемо ряд 

...
1

...
3

1
2

3
2

 ny
n

y
2

1 2
2

 yy  

Знайдемо радіус збіжності цього ряду: 

2

1

n


 
an , 21

1

1


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n
na , 

 
1

1
1lim

1
2

2

2







 


 nn

limlim
1





 n

n

a

a
R

n
n

n

n
. 

Дослідимо поводження ряду на кінцях інтервалу (– 1, 1). Якщо 
у = 1, дістанемо ряд 







1
222

1
...

1
...

1

n nn

12 


2 32

1
1 , 

який є збіжним як ряд Діріхле з p . 



Якщо у = – 1, дістаємо ряд: 

 
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...
1

1...
3

1
22
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n
n

2

1
1 2

 . 

Цей ряд збігається, оскільки збігається ряд 


1
2

1

n n

 





1

221121
n

nnn x

0a

, складений з 

абсолютних величин його членів. 
Отже, область збіжності ряду: 

–1  у  1. 
Замінивши змінну у змінною х, дістанемо шукану область збі-

жності ряду: 

–1  х – 2  1, або 1  х  3. 

Приклад 3. Знайти область збіжності ряду 

. 

 У цьому прикладі слід застосувати безпосередньо ознаку 
Даламбера або радикальну ознаку Коші, оскільки формулою для 
радіуса збіжності скористатися не можна (даний ряд не містить 
усіх степенів х, тобто коефіцієнти  при n = 1, 2, 3, …). 12 n

Запишемо ряд, утворений з абсолютних величин членів ряду: 

22

1

1221 2 




  n

n

nnn xx

221 nx

1
2





n

. 

Застосуємо спочатку ознаку Даламбера: 

  2  n
n xu ,   nn

n xx 2
1 2u , 

 
  122lim 22

2


 xx
nn

n

12 2 x

2

2
limlim

21

2
1  



 x

x

xu

xu
n

n

n
n

n

n
, 

, 
2

1
x . 

Отже, даний ряд збігається на інтервалі 
2

1

2

1
 x . 



Дослідимо збіжність ряду на кінцях знайденого інтервалу. 
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Знайдений числовий ряд розбігається, бо його загальний член 
 не прямує до нуля при n  . 

б) 
2

1
x

 
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Ряд розбіжний. 
Областю збіжності ряду є 

2

1

2

1
 x . 

За радикальною ознакою Коші дістанемо: 
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Звідси 
2

1
x  або 

2

1

2

1
 x . 

Приклад 4. Визначити інтервал збіжності і знайти суму ряду 

...
432

432


xxx

x . 

 Розглянемо степеневий ряд 

  ...1 32  xxxxS . 



Останній ряд є геометричною прогресією зі знаменником q = x і 

першим членом а = 1. Застосувавши формулу 




 


q

a
S

1

 




, дістанемо: 
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x
xS




1

1
. 

Задана сума існує для всіх х, що задовольняють нерівність | x | < 1. 
Інтегруючи рівність 

 
x

xxx



1

1
...32

 

xS 1  

у межах від 0 до х, дістаємо: 

   
x x

xxdxxS
0 0

21  


x

dx
x

dxx
0

3

1

1
... . 

Тобто  x
x

 1ln...
4

43xx
x 

32

2

. 

Цей ряд також збігається в інтервалі | x | < 1. Точка х = – 1 нале-
жить області збіжності останнього ряду. 

Зображення функцій степеневими рядами. Ряди Тейлора і 
Маклорена 

Формули, що подають функцію f (x) у вигляді степеневих 
рядів, мають вигляд: 

          
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!

0
...2  n

n
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f
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0
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



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f
x

f
fxf  

              
  ...

!
...  n

n

cx
n

cf

!2!1
2 





 cx

cf
cx

cf
cfxf  . 

Кажуть, що ряд Маклорена дає розвинення функції в ряд 
поблизу точки х = 0, а  ряд  Тейлора — поблизу точки х = с.  

Теорема (достатня умова розвинення функції в ряд Мак-
лорена). 

Якщо на проміжку [– R; R] похідні будь-якого порядку для 
функції f (x) обмежені одним і тим самим числом | f (n)(x) | < M, 
то на інтервалі (– R; R) функцію f (x) можна розкласти в ряд 
Маклорена (інакше кажучи, ряд Маклорена для f (x) у кожній 
точці із (– R; R) збігається абсолютно). 



Приклад. Розвинути в ряд за степенями х функцію f(x) = 2x. 

 Знайдемо значення функції та її похідних при х = 0 : 
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Оскільки 0 < ln 2 <1, для будь-якого фіксованого х маємо 
xnxn xf 22ln2 

  xxf 2

, тобто достатня умова розвинення функції 

 в ряд Маклорена виконується і ряд Маклорена для неї 
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2ln
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
n

x nn

2ln12
2


x

xx  

  ;x . буде абсолютно збіжним для 

Зауваження. Залишок ряду Маклорена xrn  можна замі-
нити одним залишковим членом  xr n , який у формі Лагранжа 
має такий вигляд: 

   
    RRf n  ,

!
1

 

n

x
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n 
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. 

Тоді ряд Маклорена набирає вигляду формули Маклорена: 

   xrx
k

f
n

n

k

k
k

 
0 !

0
xf . 

Теорема. Для того щоб функцію  xf  можна було розви-
нути в ряд Маклорена на інтервалі  RRx ; , необхідно і до-
статньо, щоб на цьому інтервалі 

  0lim 


xr n
n

. 



 

Ряд Маклорена для деяких елементарних функцій 

   
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Область збіжності 
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Область збіжності 
 1;1x . 

Використовуючи ці формули, можна в деяких випадках 
записати розвинення функції в ряд Маклорена без обчислен-
ня коефіцієнтів цього ряду (тобто без обчислення похідних 
функцій). 

Приклад. Розкласти в степеневий ряд функцію  .
2xе

 У розкладі 
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замінюємо х на – х2; дістаємо: 
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Задача 8.3. Розкласти функцію  145 23  xxxxf
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;4103

45
2

23









x

x

xx

xxx

xxxx

IV

 в ряд за 
степенями (х – 2). 

 Маємо: 

 
 
 
 
  .02

;62

;222

;282

;212








IVf

f

f

f

f

 

;1

f

f

f

f

f

  

Похідні порядку, вищого за третій, дорівнюють нулю. Ряд 
Тейлора для даної функції має вигляд 

       32 2
!3

6
2

!2

22
 xx2

!1

28
21  xxf . 
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ДОДАТКИ 

Додаток 1 

ОСНОВНІ ВІДОМОСТІ З ВЕКТОРНОЇ АЛГЕБРИ ТА АНАЛІТИЧНОЇ 
ГЕОМЕТРІЇ 

1. Вектори і дії з ними 

1.1. Скаляри і вектори 

Скалярні величини характеризуються числом, наприклад об’єм тіла, 
маса, температура. Скаляром називається будь-яке дійсне число. Векто-
рні величини характеризуються числовою мірою і напрямом у просторі, 
наприклад швидкість, прискорення, сила. Вектором називається на-
прямлений відрізок. Зображається вектор стрілкою (рис. 1.1). Познача-

ється: AB  (А — початок, В — кінець вектора) або a . 
Часто замість стрілки в позначенні вектора записують горизонталь-

ну риску, як, наприклад, на рис. 1.2 і 1.3. 
Саме таке позначення використовується далі. 

А AB B

a
ba 

a
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В
a

a
aaa 

b  
Рис. 1.1    Рис. 1.2   Рис. 1.3 

Довжина вектора a AB або  називається його модулем і позначаєть-

ся .ABABa  ,a   

1.2. Рівність векторів 

 називаються рівними, якщо вони однаково напрямлені: ba   і  Вектори 
ba  ba , а їхні модулі рівні між собою. Записують:  (див. рис. 1.2), 

тобто в результаті паралельного перенесення вони суміщаються. 
За означенням рівності векторів за початок вектора береться будь-

яка точка простору. Такі вектори називаються вільними. Векторна алгеб-
ра вивчає дії з вільними векторами. 



Нульовий вектор — вектор, модуль якого дорівнює нулю, познача-
ється: 
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0a . Для кожного вектора a  маємо: .0 aa   Нульовим век-
тором є точка, напрям його невизначений.  

Орт вектора. Ортом вектора a  називається вектор a :  aa , 

 ааа1a  (рис. 1.3). Вираз вектора через його модуль і орт: . 

1.3. Додавання векторів 

Додавання векторів визначається за правилом паралелограма або 
многокутника (рис. 1.4). 

a
b

А

С

В

b

a

О

А С

В

ba 

ba 

3a

2a

na
na

1a
1a

3a
А1

O

А2

Аn-1

Аn
na ...aaOAn  21

2a

2

1

a
a  3a

2
1

a
a




1
2

...  na
1
 aa

 
Рис. 1.4 

Сума векторів замкненого многокутника: 0...21  naaa  (рис.1.5). 

а b

1nа

1а

2а

3а

nа

bа 

0...21  nааа

 

babа 

а b

babа 
 

 Рис. 1.5  Рис. 1.6. 

Модуль суми векторів baba   (рис. 1.6) пов’язаний з від-

ношеннями між сторонами трикутника.  



1.4. Закони додавання векторів 

Закони додавання векторів: 
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1) abba   — переставний; 
2)     cbacb a  — сполучний. 

Протилежні вектори. Два вектора ba  і  називаються взаємно про-

тилежними, якщо вони мають рівні модулі  ba   і напрямлені про-

тилежно  ba  . 
Вектор, протилежний вектору a  позначається a .  

Із BAaABa    . Сума протилежних векторів   0 aa .  

Віднімання векторів ba  і ba  (різниця векторів позначається: ) — 
обернена операція щодо додавання векторів:  bab a  (рис. 1.7). 

ba 

b

a

О

ba 
a

b

b

b

b

baba
 )(

 
Рис. 1.7. 

1.5. Множення вектора на скаляр 

Множення вектора на скаляр. Добуток вектора a  і скаляра λ (по-
значається λ a ) є вектор, який має такі властивості: 

1) аaа 



; 

2) якщо  то ,0 aa ,0; якщо   то aa   
 то 0a ; якщо 3) якщо ,0a ,0  то 0a0 . 

Закони множення вектора на скаляр: 
 — переставний; 1)  aa

   аa   — сполучний; 2) 

 
3) 

  





ааа

bаbа
 — розподільний. 



1.6. Лінійна комбінація векторів 

Лінійна комбінація векторів. Якщо з векторами n21  вико-
нуються операції додавання, віднімання і множення на скаляр, то век-
тор 

aaa ...,,,

nn2211  називається лінійною комбінацією заданих 
векторів. Операції додавання, віднімання і множення на скаляр назива-
ються лінійними операціями. 

aaa 

Лінійні залежності між векторами. Вектори n21  назива-
ються лінійно залежними (незалежними), якщо їхня лінійна комбінація є 
нуль-вектор 

aaa ...,,,

022  nnaaa11  і хоча б одне з чисел λ1, л2, ..., лn, 

не дорівнює нулю. 

1.7. Колінеарні вектори 

Колінеарні вектори. Вектори називаються колінеарними, якщо вони 
паралельні між собою, однаково або протилежно напрямлені. 

lcba  ||Колінеарні вектори , і тільки колінеарні, належать од-
ній прямій l зі спільним на ній початком O.  

 22211 ,0   aaНехай лінійна комбінація  0.  
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Звідси ,1
1

2 aa



 2a 1a тобто вектор    колінеарний вектору . 
2

Отже, два лінійно залежні вектори колінеарні. Якщо вектори 21   i aa  

лінійно незалежні, то лінійна комбінація 011 aa 0 i 0 21 22   при  . 

1.8. Компланарні вектори 

Компланарні вектори. Вектори, паралельні одній площини, назива-
ються компланарними. 

Компланарні вектори зі спільним початком належать одній і тій са-
мій площині (рис.1.8). 

с

d

b

а

e 0

а
b

с

e

Пedcba ,,,,

d
1AOa 

b

О

В

А1

С1

А

В

а

1BOb 

 
Рис. 1.8 Рис. 1.9 



,1 aOA Нехай три вектори  — компланарні (рис. 1.9). Тоді cba   ,,  

,b1OB   звідки  

0,0,       bac , 

тобто три компланарні вектори лінійно залежні, і навпаки: три вектори 
лінійно залежні тоді і тільки тоді, коли вони компланарні.  

Якщо некомпланарні орти ( 321 ,, eee ) взаємно ортогональні, то вони 

утворюють ортогональний базис ),,( kji      векторного простору: 

1 k ji , kji  , який визначає прямокутну систему коор-

динат Оxyz. Орти kji     ,,  відповідно визначають осі координат: Ох — 
вісь абсцис, Оу - вісь ординат, Оz — вісь аплікат (рис. 1.10). В базисі 
 kji     ,,  радіус-вектор  zyxr   ,,  точки М (х, у, z) записується у вигля-

ді: kzjyixr  . 

z


k



j
i

0

x

у

kzjyixr 

А (x,0,0)

С (0,0,z)

М

В (0,y,0)

 
Рис. 1.10 

На площині ортогональна система координат визначається базисом 
)j ,(i . У базисі ),, kji     OMr (  радіус-вектор  є діагоналлю прямокут-

ного паралелепіпеда. Тому модуль радіуса-вектора  zyxr   ,,  дорів-

нює .  На рис. 1.10 зображено модель прямокутної сис-
теми координат Охуz. 

222 zyxr 

Позначимо в прямокутних трикутниках (див. рис. 1.10) АОМ, ВОМ і  
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СОМ відповідно кути ,, ri    ,  ,  rkr,j .  Косинуси цих кутів 
(  cos , cos ,cos ) називаються напрямними косинусами вектора r  У цих .
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трикутниках  )
2

(


  MCOMBOMAO :  ;cos
r

x
   ;

r

y
cos  

r

z
cos . Звідси: 

.1
2

222

2

2





r

zyx

r

z

.1coscos 22 

coscoscos
2

2

2

2
222 

r

y

r

x
  (1) 

Отже,  cos2

1.9. Лінійні операції з векторами в координатній формі 

1. Алгебраїчне додавання (сума і різниця векторів). 
  Нехай 22211 ,,, zyxbzy   і  1,xa  . Тоді 

   
      ,212

2221

kzzjy

kzjyixkz





121

11

yixx

jyixba




 

 .,, 21212 zzyyx      1xba   

2. Множення вектора  zyx ,,  zyxa      ,, .a  на скаляр  :   
3. Визначення вектора a  за його початком і кінцем. 

а

2r1r

j
i

k

z

0

x

у

М1

М2

 
Рис. 1.11 

Нехай (рис. 1.11)    222211 ,,,,, zyxrzy   11 xr  . Тоді 

     121212   ,  , zzyyx 11122212 ,,,, xzyxzyxrra  . 



4. Модуль вектора a  з початком в точці )  і кінцем в точці 
 визначається як відстань між цими точками: 

,,( 111 zyx
), 22 zy,( 2x

     212
2

12 zzyy 2
12 xxa  , 

а його напрямні косинуси такі:  
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a

xx 12 cos  ,cos
a

zz

a

yy 1212 cos  ,








 . 

1.10. Поділ відрізка в заданому відношенні 

Знайти точку М(х, у), яка лежить між точками М1(х1, у1) і М2(х2, у2) 
або поза ними на прямій М1М2 і поділяє відрізок  у відношенні MM1

1

MM

MM
 (рис. 1.12). 

2

2r

r
1r

z

0

x
у

М1

М2

М

М

 
Рис. 12. 

Якщо 2MMM  01M , то   (точка М поділяє внутрішньо відрі-
зок М1М2). 

Якщо 2MMM 1M  то 0  (точка М поділяє зовнішньо відрізок 
М1М2). 

З рівностей  rrrr  21  і  21 rrrr   знаходимо 





1

21 rr
r , 

або в координатах: 

.1  ,
1

  , 21 
1

  ,
1

2121 








yy

y
xx

x
 zz

z  



Зокрема, якщо λ = 1, то точка М(х,у,z) — середина відрізка М1М2. 
Тоді  
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,
2

21 y
xx

x .
2

,
2

2121 zz
z

yy



   

 
  

);,0[

  (2) 

З відношення М1М : ММ2 = л випливає, що, коли довільна точка М 
переміщується від М1 до М2, то λ   якщо вона переміщується в 

напрямі  1,    )1M ( 122 MMM  поза точкою М2(М1), то 0,1  
(рис. 1.13). Отже,       ,0, . 0,11  

01  0

01 MM

1 MM

    ;11;  2MM

1     

1 MM

  
М ММ1 М2 М

 

Рис. 1.13. 

ЗАДАЧІ 

 9,12,8 a1. Знайти модуль вектора , його проекції на координат-
ні площини і напрямні косинуси. 

Розв’язання. Модуль вектора 1781128 22 a . Проекції векто-
ра a  на координатні площини:  

  15.912 22 yza      20,04,98   ,42,14128 2222  xzxy aa  

Напрямні косинуси: 

.
17

9
cos       ,

17

12


45,60,60 

cos     ,
17

8
cos   

2. Напрямні кути вектора такі: .             Напрям 
осі змінився так, що всі напрямні кути змінилися на однакову величину. 
Знайти цю величину. 



Розв’язання. Із формули 
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   .145cos2 



  60cos60cos

1coscoscos
22

222




 

180 . Очевидно, одним розв’язком є  
Виконаємо перетворення: 

    

   
 
    .1

,12sin13

12







3arctgsincos13

,2sin22sin13

2cos
2

1
2sin

2

1
230sin

90cos1
2

1
2120cos1









 

Розв’язок рівняння є  n7321 n,2 ;Zarctg ,   при  
відповідно дістаємо: 

1і0  nn

4569   і 45249   . 

2. СКАЛЯРНИЙ ДОБУТОК ДВОХ ВЕКТОРІВ 

2.1. Означення. Закони скалярного добутку 

ba   i  Кут   між двома векторами  і спільним початком О познача-
ється: 

  .0  ,0    ,  ba0      ,, ba  

Якщо ,   ,
2

   ,0 


 то bababa    ,  ,  ; якщо один із векторів 

a  або b  нульовий, то кут між ними невизначений. 

Означення. Скалярним добутком векторів a  і b  (позначається ba  ) 
називається число (скаляр), що дорівнює добуткові модулів цих векто-
рів на косинус кута між ними:  

.cos abba  
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Якщо 0,0  ba   , то при        
2

,
2

0
 

  скалярний добуток: 

0 


ba ; якщо 

2

, то ,0ba  якщо      ,
2

,0 , то відповідно 

.        ;    0  ;    baabbabababaabba 

Вираз скалярного добутку через добуток модуля одного вектора на 
проекцію другого вектора на цей вектор (див. рисунок):  

ba
abbaba  . 



О

bab
a


)(

a

О

 cosaa
b

b

 cosbba

b

),( ba

a



 

Закони скалярного добутку: 
abba   — переставний; 1) 

  cabacba   — розподільний; 2) 

3)   baba   — сполучний відносно скалярного множника. 
Скалярний квадрат вектора дорівнює квадрату модуля: 

2aa 
2

aa   Отже, 2aa . 

Кут між векторами ba   i   визначається з рівності  
ab

ba
ba


,cos

 

. 

Таблиця скалярного добутку ортів: 

100

010

001

k

j

i

kji



2.2. Вираз скалярного добутку через координати 

  
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Нехай 22211  , ,  i   , zyxbzy 1  ,xa   . Тоді  

   kzjyixkz 2221 jyixba 11  . 

За таблицею скалярного добутку ортів і сполучним законом віднос-
но скалярних множників маємо: 

.212121 zzyyxxb a  

Отже, скалярний добуток двох векторів дорівнює сумі добутків їх-
ніх однойменних координат. 

Проекція вектора  zyxa  на вісь   cos ,cos ,cose  ,, : 

.coscoscos  zy xea  

Формула косинуса кута  ba  між векторами  111  , , zyxa   

 : , , 22 zy   i 2xb   

.
2
2

2
2

2
2

2
1

2
1

212121

zyxzy

zzyyx


cos

2
1x

x




  

 :,, zyxНапрямні косинуси вектора a  

.cos
222 zyx

z




.1coscos 22 

     ,cos     ,cos
222222 zyx

y

zyx

x





  

Для напрямних косинусів: cos  2

Модуль вектора  zyxa ,,  дорівнює 222 zyxa  . 

Необхідна і достатня умова перпендикулярності векторів 
   : , ,   i    , 2221 zyxbz  , 11 yxa   

.0212121  zzyyxxba           



ЗАДАЧІ 

1. У ABC  вектори c., ba    CBCA  Знайти вектор  — бісектрису  
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кута    .,ba

Розв’язання. Бісектриса кута  ba  перетинає сторону AB  в точці D,  

яка поділяє відрізок АВ на відрізки AD i DB у відношенні λ: 

.
b

a

DB

AD
 

У векторному вигляді 

     
,

1 



BrAr

Dr  

або  

.
1 




ba
c  

У цю рівність підставляємо значення  :  

.
ba

baab
c




  

2. У правильному тетраедрі АВСD точки М і Е — середини ребер АС 
і АВ, N — точка перетину медіан грані ВСD. Знайти кут між векторами 

.DEMN   i   

Розв’язання. Позначимо y  acba , , , cDCbDBaDA   

правильного тетраедра всі ребра рівні. Тоді скалярні добутки 

2

1
60(cos  

2

2

 a
cb caba  — грані являють собою рівносто-

ронні трикутники).  

Далі маємо: 

       cbcb 
3

1

2

1

3

2
DNcaDMbaDE    ,

2

1
  ,

2

1
. 



Тому 

     
 

;
2

1
91014

6124923

3
6

1

3

1

2

1

22

2222

aMNabaa

abacbacba

acbcaDMDNMN







4

62
2

cbc

MNcb





 

  .3
2

1
222 abab 

2

1

2

1

2

1 2
ababaDE   

Знаходимо  

   

  .
24

5
2

2

2
2 a

cbbb

cb





323
12

1

3
6

1

2

1

2 acabaa

abaMNDE




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Позначимо кут   ., MNDE  Тоді 

,
36

5

2

1
3

2

1
24

5 2





aa

a
cos





MNDE

MNDE
 

звідки  

.
36

5
arccos  

3. Векторний добуток 

3.1. Означення 

Векторним добутком векторів ba   i   (позначається: ba ) назива-
ється вектор bac  , який визначається за таким правилом (рис. 3.1): 

1) модуль  baabc ,  ,sin  ; 

bcac    i  ; 2) вектор 



c cba     ,,3) напрям вектора  такий, що впорядкована трійка векторів  

права, однакової орієнтації з базисом  kji     ,,  (рис. 3.2). 

b
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

a

О  sin abS

c

 

3e

2e1e
х

у

z

А

В

С

О

Права в’язка ортів

1e

3e

z

2e

х

у
А

С

В О

Ліва в’язка ортів

Рис. 3.1

 

Рис. 3.2 

3.2 Геометричні властивості векторного добутку 

Sabc  sin1.  — площі паралелограма, побудованого на векто-

рах baabc ba   i   зі спільним початком; . 

2. Площа S трикутника, визначеного векторами ba   i   зі спільним 
початком, дорівнює: 

baS 
2

1 . 

3. ,1   , eecc  тобто eSc , де  sinabS . 

4. baba ||   0 (вектори a і b — колінеарні, ,sin 0 при  = 0 ; 180 ). 



3.3. Алгебраїчні властивості векторного добутку 

1. Відсутність переставного закону: 
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 abba  . 

abba     i   Вектори  — протилежні, які мають однакові модулі, 
колінеарні, перпендикулярні до площини  ba  , , трійки: baba   ,  ,  і 

ab  ,ba   ,  протилежної орієнтації.  

2. Сполучний закон відносно скалярного множника 

   
   . 

, 

baba

baba




 

3. Розподільний закон відносно додавання: 

 
  . 

,  

acabac

cabacb





b

a
 

3.4. Таблиця векторних добутків ортів: 

   j i k  

i    –  jk0

 –   j k i0  

 – k    j i 0

У таблиці для визначення знаків користуються такою схемою: 

«+»
.

«–»
i j k i j k

 



3.5. Вираз векторного добутку через координати векторів 

Нехай kzjyixb 222    i   kzjyixa 111  . Тоді 

   kzjyixkz 2221 jyixba 11  . 

Використовуючи таблицю векторного добутку ортів і сполучний за-
кон відносно скалярних множників, дістає вектор у вигляді формули 
визначника третього порядку 

      

      

        

222

111

zyx

zyx

kji

ba  , 

kji     ,,який обчислюємо, розкладаючи його за елементами  першого 
рядка. 

ЗАДАЧІ 

1. Обчислити синус кута між діагоналями паралелограма, побудова-
ного на векторах    1 3, 1,  .   i  1 1, 2,  ba

Розв’язання. Вектори діагоналей паралелограма 

   ,2 4, 1,    , 0 2,  ba 3, ba  . 21    ,13  baba

Векторний добуток і його модуль: 

     
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    .248 baba   14  6,  4,

2  4    1

0   2  3

       





kji

baba  

За означенням модуля векторного добутку  sin2113248 . 

9531,0
2113

248



Звідси sin . 

2. Знайти   площу     паралелограма,  побудованого    на   векторах  
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  .
6

,  ,3  ,5


 nmn  ,3  i  2  mnmbnma  

Розв’язання. Площа S паралелограма така: 

     nnmnn 62 mmmnmnmbaS 332  

  .5,37
6

sin535 


m


,sin55  nmnmn
 

 

3. Знайти вектор x , якщо 

      


 jx ,
2

    i   26 xbxax     ,3 1, 0,    ,3 2, 4, . 

Розв’язання. Оскільки  вектор  x j з ортом   утворює  тупий  кут,  то  

 — орієнтована з базисом  kji   ,  , . Тому  xba     ,,трійка 

 4  12,  3,

 3    1

3  2

   


kj

    0

  4

  


i

bax , 

звідки 139 x 1614  . За умовою 26x . Отже, 8  24,  ,6 x . 

4. Мішаний (векторно-скалярний) добуток трьох векторів 

4.1. Означення 

 Мішаний  добуток  трьох  векторів  cba  (позначається: cba ,, )  i  ,  
 — це число (скаляр) 

    . cbacba ,,
 



4.2. Геометричний зміст мішаного добутку 

cba   ,,Нехай  — не компланарні. Позначимо   , 1  ,  eeSba

 — площа паралелограма, побудованого на векторах Sba  ba   i   зі 

спільним початком. Тоді 

    )( HScSce e Scba  , 

Hce де  — висота похилого паралелепіпеда, побудованого на век-
торах  (див. рисунок). Отже,   
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cba     ,,  VHScba   — об’єм па-
ралелепіпеда (V > 0 для правої трійки і  – V > 0 для лівої трійки векто-
рів),  
або 

  . Vcba 

Об’єм V тетраедра, побудованого на векторах cba     ,, , дорівнює 

 cbaV  , ,
6

1
 . 

c

b
1 S

a

e

c

a

H

e b

baeS 
S  

 

 



4.3. Закони мішаного добутку 

1. Сполучений закон. Згідно з геометричним змістом мішаного добу-
тку об’єм паралелепіпеда, побудованого на векторах cba     ,, , не змі-

ниться, якщо визначити його  основу  або  векторами  ba   i  , або 
cb    i   , або  

ac   i  cb   ,,a , bacac      i     ,,,,. При  цьому  кожна  трійка b  — права. Тому 
знак векторного добутку  «×»  можна  поставити між  будь-якою  парою  

векторів мішаного  добутку  cba ,, , а переставлення векторів у цих па- 

рах змінює лише знак  мішаного  добутку, відповідні  трійки будуть ліви- 
ми, а отже, і об’єм (– V) > 0. 

Ця властивість  схематично  визначається  коловим  переставленням  

 cba   ,,векторів  мішаного  добутку  без знаків  векторного і скалярного  

множення. Таким чином, 

       
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   .,,,, abcbca ,,,,,,,, cabacbbaccba   

2. Розподільний закон 

     cbacbac  , , , , , 1baa  ,1 . 

3. Сполучний закон відносно скалярних множників: 

   . cbacba   ,  ,  ,  , 

Умова компланарності  трьох векторів. Вектори cba     ,,  — компла-

нарні, якщо   0  ,  , cba . 

4.3. Вираз мішаного добутку через координати векторів 

Нехай      33322     ,  , , zyxczy 2111   ,  , , xbzyxa 


. Тоді мішаний добу- 



 cba ,,ток  визначається у вигляді визначника 

 343

 
333

222

111

     

     

      

 , ,

zyx

zyx

zyx

cba  . 

ЗАДАЧІ 

1. Знайти об’єм паралелепіпеда, побудованого на векторах  ,cbam 
.  , cbapcba n  

Розв’язання. Об’єм V паралелепіпеда дорівнює модулю мішаного 
добутку трьох векторів 

        cbacba , .cbapnmV  ,  

Знайдемо 

   
 bcacccbcac

cabaaacbacba





2

cbbbab 
 

Тоді 

   
              .,,4,, abcabc ,,,,,,,,,,2

2

cacbbcbacabcaac

cbabcac




 

Тут мішані добутки з двома однаковими векторами дорівнюють нулю. 
Отже, 

    abcab  4,,cV  4 . 

2. Знайти скалярний добуток двох векторних добутків 

   dcba  . 



Розв’язання. Розглянемо як мішаний добуток трьох векторів:  

          
         
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  .
dbba

cbca
cb

bad








 ,02 332313  ayaxa

 3,2,1, jiaij

,,,,

bacadbbcbacad

cbadcdcbadcba





 

 

5. Криві другого порядку 

5.1. Основні поняття 

Рівняння другого степеня відносно змінних х, у: 

  22, 2
2212

2
11  yaxyaxayxF  

де  — параметри рівняння, на декартовій площині Оxy 
визначає лінію другого порядку. 

Нехай прямі а і b перетинаються в точці S. При обертанні прямої a 
навколо прямої b як осі дістанемо конічну поверхню обертання — дво-
порожнинний конус, де S — вершина, b — вісь, a — твірна конічної 
поверхні (рис. 5.1, а).  

S

a

Коло

b

a

Еліпс

Парабола

Гіпербола

б  



Рис. 5.1 
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bП

0 02211aa 02211

2211




aa

aa 02211  aa

У перерізі прямого конуса площиною П можливі такі криві: коло, як-
що площина  — осі конуса, еліпс, парабола, гіпербола, якщо пло-
щина П не проходить через вершину конуса S і відповідно перетинає всі 
твірні конуса, паралельна одній з його твірних і перетинає обидві порож-
нини конуса. Такі криві називаються конічними перерізами (рис. 5.1, б). 

Якщо параметр а12 = 0, рівняння конічних перерізів, осі симетрії 
яких збігаються з осями координат декартової площини Оху або пара-
лельні їм, зводяться відповідними перетвореннями до виду канонічних 
рівнянь залежно від його параметрів (див. таблицю): 

4

0

3311 



aa2
23

2
13

2211





aa

aa

02211

2211




aa

aa 2211


 aa

  
 

012 a  

Коло Еліпс Парабола Гіпербола Пряма 

Канонічні перерізи, крім параболи, називаються центральними кривими. 

5.2. Коло 

Рівняння кола з центром O1(х0, у0) і радіусом r (позначається: 
k ) має вигляд (рис. 5.2):  rO ,1

    22
0

2
 0 ryyxx  . 

r

y

xО

M1 M2

О1

M3

M

 

Рис. 5.2 

Рівняння кола  з центром у початку координат:  rOk ,



х2 + у2 = r2.  

Точка М (х1, у1) площини Оху лежить усередині кола, на колі або по-
за колом, якщо вираз: 

     .   або    22 rry  2
0

,2211 aa  ,012 a

.04 3311
2
23

2
13  aaaa

.0151062  yxy

yxx  1
2

01  

Рівняння називається загальним рівнянням кола, якщо  

 

ЗАДАЧІ 

1. Знайти канонічне рівняння кола, заданого загальним рівнянням: 

2 x  

Розв’язання. Утворимо повні квадрати відносно змінних х і у: 

   
   53

96
22

22





yx

yxx

 .49

259152510



y

carr 2221 

 

Отже, k(О1, r): О1(3,– 5), r = 7. 

5.3. Еліпс 

Означення. Еліпсом називається геометрія місце точок, сума відста-
ней яких до двох заданих точок (фокусів) стала й більша за відстань 
між фокусами. 

Параметри еліпса 

Нехай М(х, у) — точка еліпса (рис. 5.3). F1(– с, 0) і F2(с, 0) — фоку-
си, F1F2 = 2с — міжфокусна відстань; МF1 = r1, MF2 = r2 — фокальні 
радіуси: . 
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B2

DD A1
O

F1
A2F2

M

B1

y

x

 

Рис. 5.3 

       bBbB ,0,,0,0 21        

1B 2121 AAFF 

2121 BBAA 

aAaA ,,0, 21    

21AA B
 — вершини еліпса (a > b). 

 — велика і  — мала вісь еліпса, . Звідси а і b — 
відповідно велика і мала піввісь, точка О(0,0) =  — центр 

еліпса (центр симетрії). Число 

2

1e
a

c
 — ексцентриситет еліпса. 

Директриса 

Директрисою еліпса називається пряма, що має таку властивість: 
відношення відстаней будь-якої точки еліпса до неї і до відповідного їй 
фокуса стале.  
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Прямі
e

a
x 

exarexa  21 ,    

— директриси еліпса, відповідні суміжним фокусам 

F2 i F1. 

Формули фокальних радіусів: . r

Канонічне рівняння еліпса 

Канонічне рівняння еліпса з центром О(0, 0) або О1(х0, у0): 

   
1

2

2
0

2

2
0 





b

yy

a

x
   або    1

2

2

2

2


x

b

y

a

x
. 

Залежність між параметрами еліпса а, b, і c: с2 = а2 – b2. 



ЗАДАЧА 

1. Знайти рівняння хорди, що проходить через точку (2, 1) еліпса 9х2 +  

 + 25у2 = 225 і поділяється діаметром 2х + у = 0 пополам. 

Розв’язання. Шукана хорда спряжена з діаметром. Тому їхні кутові 

коефіцієнти 
2

2

1 a

b
kk  1 k, кутовий коефіцієнт діаметра 2 . Тоді ку-

товий коефіцієнт спряженої хорди 
50

9
k .  

Рівняння хорди має вигляд: 

 2
50

9
1  xy      .032509  yx      

 

5.4. Гіпербола 

Означення. Гіперболою називається геометричне місце точок, абсо-
лютна величина різниці відстаней яких від двох заданих точок (фоку-
сів) стала й менша за відстань між фокусами. 

Параметри гіперболи 

Нехай М(х,у) — точка гіперболи, F1 (– c, 0) і F2 (c,0) — фокуси, F1F2 
= 2c — міжфокусна відстань; МF1 = r1, МF2 = r2 — фокальні радіуси: 

ca 2 21 rr 
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rr 221  .2aабо    0,,0, 21 aAaA    

21AA

 — вершини гіпербо-

ли,  — дійсна вісь (вісь симетрії — головна вісь), ОА1 = ОА2 = а — 
дійсна піввісь, . Координатні осі — осі симетрії, О(0,0) — 
центр симетрії,  — уявна вісь. 

2121 AAFF 

1BB 2

Прямокутник зі сторонами 2а і 2b, симетричний відносно осей гі-
перболи і такий, що дотикається до неї в її вершинах, називається основ-
ним прямокутником гіперболи (рис. 5.4). 

Число 1
a

c
e  — ексцентриситет гіперболи. Прямі

e

a
x   — ди-

ректриси гіперболи відповідно суміжним фокусам F2 (зі знаком «+») і 
F1(зі знаком «–»). 

Формули фокальних радіусів точки М(х, у) гіперболи:  
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Рис. 5.4 

Канонічне рівняння гіперболи з центром О(0,0) або О1(х0, у0) має ви-
гляд: 

   
            .1

2

2
0 




b

yy
    або    1

2

2
0

2

2

2

2 


a

xx

b

y

a

x
 

Прямі, що суміщуються з діагоналями основного прямокутника, на-
зиваються асимптотами гіперболи (рис. 5.4). Рівняння асимптот 

x
a

b
y 

0918302  yxy

,022112211  aaaa    i   

. 

ЗАДАЧІ 

1. Знайти канонічне рівняння кривої 

95 2 x  

Розв’язання. Оскільки у рівнянні  

,012 a    то воно є рівнянням гіперболи. 



Перетворення: 

   
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    .1
5

1

9

3 22





 yx

      ,45129965 22  yyxx  

2. Знайти рівняння хорди гіперболи ,1
89

22


yx

 яка в точці (5,1) 

поділяється пополам. 

Розв’язання. Точка (5,1) належить діаметру xy
5

1
 , який спряжений 

з шуканою хордою. Із формули 
ka

b
2

2

k  знаходимо кутовий коефіцієнт 

хорди 

9

20

9

54



k . 

Рівняння хорди:  5
9

20
1  xy     .091920  yx    

 

5.5. Парабола 

Означення. Параболою називається геометричне місце точок, від-
стані яких від заданої точки (фокуса) і прямої (директриси) однакові. 

Відстань від фокуса параболи до її директриси називається парамет-
ром параболи (позначається: р). 

0D

D1

d
r

F x

y

 



Рис. 5.5 

Канонічне рівняння параболи 

Якщо за вісь абсцис узяти пряму, що проходить через фокус і пер-
пендикулярна до директриси, а за початок координат — точку, що є се-
рединою відрізка осі абсцис між фокусом і директрисою (рис. 5.5), то ка-
нонічне рівняння параболи має вигляд: 
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,22 pxy   

де   DF = p —   параметр   параболи:     О —   вершина  





 

2

p
DFOD



;  

DD1 Oх — директриса параболи; r = MF — фокальний радіус точки 

М(х, у) параболи: 
2

p
xr  , 








0,
2

p
F  — фокус параболи (див. рис. 5.5).  

Рівняння параболи з вершиною О1 (хо, уо):  

   ,2 0
2

0 xxpyy   

пряма х = х0 — вісь симетрії параболи. 
Можливі положення параболи в системі координат Оху зображено 

на рис. 5.6. 
Діаметр параболи — пряма, що проходить через середини парале-

льних хорд параболи. Усі діаметри параболи паралельні між собою.  

)0,
2

(


F

D

y

F o x

y2 = –2px

)
2

,0(
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o
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x2 = 2py
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p
,0( F

o x

2x  = –2py
 



Рис. 5.6 

ЗАДАЧІ 

1. Знайти канонічне рівняння кривої 2-го порядку 
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.0571262  xyy

0,0 12221122  aaa     i  

   0
2

0 2 xxpyy 

 

Розв’язання. Оскільки в загальному рівнянні другого порядку 
, то воно є параболою. Зведемо його до ви-

гляду . 
11  aa

Перетворення:   4123 2  xy  957129322  xyy    
— це парабола з вершиною  О1 (– 4, 3),  параметром  р = 6;  рівняння  
директриси х = – 1,  

F (– 7, 3), у =3 — вісь параболи;  



6. Дослідження загального рівняння лінії 2-го порядку 

6.1. Основні поняття 

Нехай маємо загальне рівняння лінії 2-го порядку: 
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,022 332313  aуaxa

oxy

  2, 2
2212

2
11  yaxyaxayxF   (1) 

задане в системі координат із базисом  ., ji

YX

 Тоді за допомогою 
відповідного перетворення координат (паралельного перенесення та 
повороту) можна подати це рівняння в канонічному вигляді, перейшо-
вши до системи  із базисом O1  .  ,1 ji

   , yxO




,0

,0

232221

131211

ayaxa

ayaxa

ух FF    i   

1

Рівняння (1) визначає не лише геометричні властивості лінії, а й 
особливості її розміщення на координатній площині. При перетворенні 
координат розміщення лінії змінюється, а отже, змінюється і її рівняння, 
при цьому властивості рівняння, які характеризують тип лінії (форму  
і розміри) лишаються незмінними — інваріантними відносно перетво-
рення координат. 

6.2. Еліпс і гіпербола — центрально симетричні лінії 2-го по-
рядку  

Центр 001  кривої 2-го порядку, заданої рівнянням (1), визна-
чається із системи рівнянь: 





F

F

у

х
  (2) 

де  — частинні похідні за х і у лівої частини F(х, у) рівняння (1). 
Якщо визначник системи рівнянь (2) 

,0
   

   

2221

1211 
aa

aa

 001 , yx

 

то система (2) має єдиний розв’язок, тобто крива (1) має єдиний центр 
симетрії O , координати якого подаються так: 

.
   

   

     , 2123

1113

0

23

13




aa

aa

y
a

a

   

   

22

12

0 


a

a

x   (3) 



 ji  ,При паралельному перенесенні базису  рівняння (1) у системі 
координат О1хґуґ з початком  001 , yxO  перетворюється на таке рівняння:  
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    ,0
2

22 



2
2

1211  yay xaxa   (4) 

де  — дискримінант рівняння (1), 

.

      

      

      

333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa





 

За допомогою перетворення координат 

    
cossin

,sincos

YXy

YXx
 

дістаємо систему координат О1ХY, яка утворюється поворотом базису 
 ji  ,  на такий кут , щоб рівняння перетворилося на канонічне: 













2

2

1

2

0
YX

21    i   

2211,0 aas       




 2
2

2
1 YX , (5) 

де  — корені характеристичного рівняння 

2 s . 

 ji  ,Кут   повороту базису  визначається за формулою: 

,0   ,0 12
12

111 
 

tg  a
a

a

k

  

 — кутовий коефіцієнт осі О1Х в системі координат Оху. tg 
Різні випадки дослідження загального рівняння 2-го порядку наве-

дено в таблиці. 
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Уявний еліпс  
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Дві уявні прямі,
що перетинаються  



ТАБЛИЦЯ ДОСЛІДЖЕННЯ ЗАГАЛЬНОГО РІВНЯННЯ 2-ГО ПОРЯДКУ 

 355

,0

4 

    ,021  ,01 

,0
1


 


 ,2a ,0
1





    

 

y

,02  ,0
2


   

,2

2

b



  

12

111

a

a
k




1 01 

  

(тут , якщо ) 





 02
2

2
1 YX  

1
2

2

2

2


b

Y

a

X

0

sgn

sgn

2

1





x
О1

Гіпербола

 
 

5 

y
,0  ,

1 2

1

a


 ,
1 2

2

b


 

0

sgn

sgn

2

1





Дві прямі,
що перетинаються

 0
2

2

2

2

b

y

a

x
 x

O1

0





 



b

y

a

x

b

y
,0




a

x
   

 

6 

,0

33 a

    

  Y  

,011 a ,0 ,022 a

,0 ,012 a ,22 pX

,
3s


 ,2211 aas p    y

0
11

12 yF

YOX 11 

x a

a
F  — рівняння осі 

симетрії O  







xF

x





0

,0

11

12
yF

a

a
F

  001 , yxO

,02
122211  aaa

,012  02
23

2
11  aa

О1

 

— вершина 

  11aa

 

Парабола  
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 0
2y

   byby O1

y

7 

,0   дві дійсні па-

ралельні прямі:  

 

 2b

 0
 

x

b

– b
 

8 

,0  0

 22 by

   0 ibyiby
O1

  дві уявні пара-
лельні прямі: 

 

 

y

x

ib

– ib  

9 
,0  0

02 y O1

   дві збіжні дій-

сні прямі:  
 

y

x

 

Таким чином, існує 9 різних типів кривих ліній 2-го порядку. 

ЗАДАЧА 

Знайти канонічне рівняння лінії  
.03636362  yx131013 2  yxyx  

Розв’язання. Обчислюємо: 

.

111

1480

2280

36

36

18

18







        

         

      

72        ,0      , 26

.1447210568

1818

135

513

      ,144
13     5 

5      13

2211 













saas

       

            

            

 

Характеристичне рівняння: 
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0144262 

ba  21;18      

, 
його корені: 

 21 ,8       

Отже, 



 sgnsgn 21sgn  крива — еліпс. 

Канонічне рівняння: 

.1
49

0
22


YX

   72188 22  YX  

 001 , yx

)1,1(
018

,018
1O

y

y
      




O  симетрії кривої: Координати центра 

135

513

x

x








. 

Кутовий коефіцієнт великої осі О1Х 

2

1
sin,

2

1
    

   ;0;55,32M
)55,3;0( );78,0;0( 43 M

cos1
5

138



k . 

Точки перетину кривої з координатними осями Оху:  
 (рис. 6.1).   );0;78,0(1 MM 

y

хM

01

o

Y 
’

135
X

°

M4

M3

M1

 

Рис. 6.1 
 



6.3. Площина. Основні поняття, формули, рівняння 
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 0000 ,, zyxM

Вигляд рівняння площини П визначається її різним однозначним 
розміщенням в координатному просторі Охуz. Розглянемо випадки 
1—9. 

1. Точкою  і нормаллю площини  П  CBAn ,,  (рис. 6.2). 

у

x

z

M0

n

r
П

M

О

 
Рис. 6.2 

 Змінний вектор .  ,П,, rnzyxr 0 MM  Тому 

 ,,  xCBArn   .0,, 000  zzyyx

,0

 Звідси дістаємо загальне рі-
вняння площини: 

 DCzByAx

,, 22
0  BACz   

 

де  тобто вектор 02 C00  ByAxD .0n  

Залежно від значень параметрів А, В, С, D загального рівняння пло-
щини П визначаються такі її положення в просторі Оxyz: 

 

П;0,

;||П0

;||П0,

;||П0,

П;0,00,








yOC

OxD

OyD

OzD

OC

0и)

,0з)

0ж)

є)

0е)

CB

CA

BA

ODA

DС






, A0д)

,,0г)

,,0в)

,,0б)

,,0а)







DB

CBA

AB

AС

AD

,

C

B

B

;||П0,,

;||П0,

;||П0,,

П;0,,

П;0,,

OyzDA

OxzDB

OxyDC

OxCB

OzBA








 



 

0,0  ADCі) B ,0,0 або    BDCA   
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або ,0 D 0BA  ,0 xC  або 0y 0, або z

.,, OxyOxzOyz    

 — це відповід-

но рівняння координатних площин: 

Площина П поділяє простір Оxyz на два півпростори (дві області 
множини точок). В одному з них, де лежить кінець вектора ,n  вираз 

0 ByAx 0DCz , а в другому   DCzByAx . 
За формулою  

   
2

,,0,cos





 ONn
ONn

ONn
ONn ; 

   
2

,,0,cos


 NOnNOn . 

2. Двома прямими l1 і l2 , що перетинаються в точці  210000 ,, llzyxM   

і відповідними напрямними векторами  1111 ,, qpmv  і 2222 ,, qpmv   (рис. 
6.3).  

n

у

x

z

M0

M

r

0

2v

1v
2

1

 

Рис. 6.3 

Змінний вектор площини 000 ,, zzyyxx rOM  . Нормаль 

площини 21,vvn  дорівнює 

.  21 vvv 

0 rn . Рівняння площини: 



 3. Трьома заданими точками    22, zy22111 ,,,, xMzyx1M  і 3333 ,, zyxM  

(рис. 6.4). Нехай  11, zzyy 1,xx 1  — змінний вектор пло-
щини. Її напрямні вектори: 

rMM 

 131313 ,, zzyyxx 311 MMv  ; 

 121212 ,, zzyyxx 212 MMv  . 

Тоді нормаль площини 

.21 vvn   

0 rn . Рівняння площини: 

n

2v

x

у

z
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M

M1

0

1v

r M2

M3

 

Рис. 6.4 

 на координатних осях: 4. Рівняння площини у відрізках cba  , ,

,1
c

z

b

y

a

x

cba   i  ,
),0,0(  i  )0,,0(  ),0, cCbB

 

де числа  — абсциса, ордината і аплікатою відповідно точок 
перетину площини з координатними осями 

(рис. 6.5), де 
0,(aA

). ccbbaa    ,  ,



x

z

у

C

П

A

О
B

 
Рис. 6.5 

5. Відстанню  початку координат до площини П і нормаллю 

площини 

0p

  cos,cos  cos,n , 1n

    ,, Пzy 

 (рис. 6.6). 

,xM  zyx ,,r   — змінний вектор. Звідси 

   pzyx  ,,cos,cos

coscos

prПрnrn
n




,cos , 

або 0cos    pzyx  — нормальне рівняння площини.  

0n

r



у
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x

z

П
M

0




M0

 

Рис. 6.6 



6. Зведення загального рівняння площини до нормального вигляду. Із 
загального рівняння площини  ,,,0 CBAnD CzByAx   

22 CB 2An  , ,cos
n

A


  .  Тоді cos  ,cos 

n

C

n

B







0






n

D

n

C
Z

n

B
0coscoscos





 y

n

A
xpzyx , 

або 
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0
222




  

CBA

DCzByAx
 

 перед коренем вибираємо протилежним знаку D за умовою: (знак n

0 np

),,( 111 zyxN
cos cos

). 

Маємо зведене загальне рівняння площини до нормального вигляду. 
7. Відстань  точки від площини 0d

:0cosx y  pz  

.coscos 11 pzy cos1xd   

Якщо площину задано загальним рівнянням, то 

.
222

111

CBA

DCzByAx





d

,0211  DzCyB

d   

Число  називається відхиленням точки N(x,y,z) від площини 
Ах + Ву + Сz + D = 0. Тричлен Ах + Ву + Сz + D  0 (або Ах + Ву + Сz + D  0), 
коли точка N і початок координат лежать по різні боки (по один бік) від 
площини. 

8. Взаємне розміщення двох площин   :Р 11 A x

 1111 ,, CBAn   і  ,Р 0: 22222  DzCyBxA  222 ,, CBAn2  : 
а) площини перетинаються  

121 ПП nl   ∦ ;
2

1

2

1

2

1
2

C

C

B

B

A

A
n   

б) площини паралельні ;
2

1

2

1

2

1

2

1

D

D

C

C

B

B

A

A
||П||П 2121 nn   

в) площини суміщаються. 
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  01111  DzCyBx

 DzCyBx

9. Кут  між двома площинами П1: і 

П2: 02222  відповідно з нормалями 

 A

A .21 nn   i   За форму-
лою скалярного добутку 

2
2

2
2

2
2

2
1

2
1

21212

CBACB

CCBBA





),3,2,2 П)1,3,0(3 M

2
1

1

21

21cos
A

A

nn

nn





 . 

ЗАДАЧІ 

1. Знайти рівняння площини П, якщо точки 
. ),1,0,1(1 M (2M

Розв’язання. Вектори  ,4,2,121 MM  ,2,3,M 131 M ∦  21MM .31MM

 1,6,16

23

42 


kj

:)П(П 1M

1

13121




i

MMMMn . 

Рівняння площини  

      0106116  zyx .017616  zyx

 095  :П 2  zyx

 

2. Знайти рівняння площини П, що проходить через лінію перети-
ну l площин і паралель-
но осі Оz.  

  i  0432  :П1  zyx

Розв’язання. Площина П належить пучку з віссю l: 

 
  09453

095




   21

432




yx

zyx   
z

xyx
 

Нормаль площини П:     ,01,0,053,2    ,1    kn  

звідки 
5

3
053  . Рівняння площини П має вигляд: 

.07780  yx
5

3
94

5

3
532

5

3

5

3
1 






 






 






  zyx  
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 0157811  zyx
2104 :2  zyx

3. Знайти гострий кут між площинами  і 
 

 :П1

.0П 

 7,8,111 nРозв’язання. Нормалі площин відповідно є вектори   і  

 ,1,10,4 2  n 1n  ∦ 
2n . Тоді    .,, 2121 nnПП   За формулою скалярного 

добутку: 

    

.
42

1
arccos

2

1

2117

117

1647811

108411
cos

2222
21

21















nn

nn

117234

78044

1

17
22










),,( 0000 zyxM

 

Пряма в просторі 

Вигляд рівняння прямої визначається однозначним її розміщенням в 
просторі Охуz. Розглянемо можливі випадки задання прямої. 

 qpm ,,1. Точкою  і напрямним вектором v  (рис. 6.7).  

 ,cos, cosv ,cos  ,1v   ,, iv   ,, jv   ,, kv  

22 q2 pmv  , ;cos
v

m


  ,cos

v

n


  .cos

v

p


  

 00 ,, yyx  0zzxrMM 0  — змінний вектор, вектори rv   i   колі-
неарні: 

   ,,||,,|| 000

x
zzyyxxqpmrv .000

q

zz

p

yy

m

x 






  

Ці рівняння називаються канонічними рівняннями прямої. Якщо рів-
ні між собою відношення позначити через t, то дістанемо параметричні 
рівняння прямої: 

mtxx  0

ptyy  0

Rtqtzz  ,0

, 

, 

. 
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
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Рис. 6.7 

2. Двома точками    .,,  i  , 222211 zyxMzy,11 xM  Напрямний вектор 

прямої  ,,, 12121 zzyyx 2xv   111 ,, zzyyxx r   — змінний 
вектор прямої.  

Дістанемо канонічні рівняння прямої: 

2x

x

12

1

12

1

1

1

zz

zz

yy

yy

x

x



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3.Двома загальними рівняннями площин, що перетинаються: 

 Система рівнянь називається  :ПП 21 l
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 21 , ll 21 ll   i  

загальним рівнянням прямої. 

4. Кут  між двома прямими  з напрямними векто-

рами 


   2221111 ,,i  ,, qpqpmv  2  mv   знаходимо за формулою  
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vv 
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Умова перпендикулярності та паралельності двох прямих: 

0212121ll  vvvv 0212121  qqppmm, ;  
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v 21 || vll  . 



5. Кут    між  прямою 0     lqpmvlz  ,,  ,0yxM ,,  : 000l  і пло- 

щиною    
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.П  ,  nCBAn   ,,,П,,  :П 11 zyxM 11 Кут П,l  знахо-
димо за формулою 
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

sin   

6. Розміщення прямої l відносно площини П. Із попередньої формули 
випливає:  
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в) (пряма l лежить в площині П)   CqBpAm

0  By
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, ;    П,, 0000 zyxM Ax 000  DCz

г)    0П  nVl,, 222 yxM 2z , V  ∦ n . Для знаходження точки 

2222  перетину прямої l з площиною П підставляємо в рівняння 
площини П 
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значення х, у і z із параметричних рівнянь прямої l: 

 

Дістаємо рівняння відносно параметра t, його розв’язок  визна-
чає точку перетину  2222 ,, zyxM

.

,

,
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ЗАДАЧІ 

1. Знайти точку перетину прямої l  
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1
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12  
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.025

 

з площиною П: 3    zyx  

Розв’язання. Значення x, y, z з параметричних рівнянь прямої l: 

t39y tztx 412  ,  , 1 , Rt  , 

підставляємо в рівняння площини П: 

      .3021  tt3954123  tt  

Підставляючи значення параметра 3t , в параметричні  рівняння  

 4,18,24П l . прямої, дістаємо координати точки перетину 

2. Знайти косинус кута   між прямими 
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Тоді кут  .,, 2121 vvll   За формулою 
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3. Знайти косинус кута   між прямими 
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Тоді кут  .,, 2121 vvll   За формулою 
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Додаток 2 

АНАЛІТИЧНА ГЕОМЕТРІЯ НА ПЛОЩИНІ 

1. Найпростіші задачі аналітичної геометрії 

1.1. Відстань між двома точками. Площа трикутника 

Якщо на площині задано дві точки А(x1; y1) та B(x2; y2), то відстань 
між ними (рис. 1.1) обчислюється за формулою 
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    ,2
12

2
12 yyxx AB   (1.1) 

тобто довжина відрізка дорівнює квадратному кореню із суми квадратів 
різниць відповідних координат. 

Площа трикутника з вершинами А(x1; y1), B(x2; y2), та C(x3; y3) 
(рис.1.2) обчислюється за формулою 

.
2

1

1313

1212

yyxx

yyxx




S   (1.2) 

A x y( ; )1 1

B x y( ; )2 2

C x y( ; )3 3

O

A x y( ; )1 1

B x y( ; )2 2

y

x O

y

x
 

Рис. 1.1 Рис. 1.2 

Знаки «плюс» або «мінус» вибираємо залежно від того, проти чи за 
годинниковою стрілкою відбувається обхід периметра трикутника від A 
до В та від В до С. 

З формули (1.2) при S = 0 дістаємо умову того, що три точки A(x1; y1), 
B(x2; y2) та C(x3; y3) лежать на одній прямій: 

.
12

13

12

13

yy

yy

xx

xx








 (1.3) 



Приклад 1. Задано дві суміжні вершини квадрата А(5; 3) та В(–1; 4). 
Знайти його площу. 

Розв’язання. За формулою (1.1) обчислюємо довжину сторони 
квадрата: 
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    .37431 22 

   

5AB  

Площа квадрата дорівнює S = AB2 = 37 (кв. од.). 

Приклад 2. Довести, що трикутник з вершинами А(1; 1), B(2; 3) та 
C(5; –1) прямокутний. 

Розв’язання. Обчислюємо довжини сторін трикутника: 

   
    .52531
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Довжини сторін задовольняють умову AB2 + AC2 = BC2, тому цей 
трикутник прямокутний. 

Приклад 3. На осі абсцис знайти таку точку М, відстань якої до точ-
ки N(2; –3) дорівнює 5. 

Розв’язання. Якщо точка M лежить на осі Ox, то вона має координа-

ти M(x; 0). Тоді відстань 5302 22 xMN . З останньої рівно-
сті знаходимо (x–2)2 = 16, звідки x1 = 6, x2 = –2. Таким чином, задача 
має два розв’язки: M1(6; 0) та M2(–2; 0), зображені на рис. 1.3. 

 

Рис. 1.3 



Приклад 4. Дано вершини трикутника M(–3; 6), N(9; –10) і P(–5; 4). 
Визначити центр С і радіус R описаного біля цього трикутника кола. 

Розв’язання. Нехай центр кола має координати С(a; b). Точка С од-
наково віддалена від даних точок M, N та P, тобто MC = NC = PC. Під-
ставляючи в останні рівності координати точок, дістаємо систему рів-
нянь для визначення a та b: 
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Підносимо кожне рівняння до квадрата і після очевидних спрощень 
дістаємо: 

 

Звідси a = 3, b = –2. Таким чином, центр кола має координати С(3; –2). 

Радіус кола   .1010062 2 



33 2  MCR  

Приклад 5. Яку умову задовольняють координати точки М(х; y), як-
що вона рівновіддалена від точок A(3; 5) та B(–1; 4)? 

Розв’язання. За умовою задачі AM = BM, або в координатній формі: 

       .41 22  yx53 22  yx  

Піднесемо обидві сторони цього рівняння до квадрата, розкриємо дужки 
і після зведення подібних членів дістанемо шукану умову: 8х + 2y –17 = 0.  

Приклад 6. Знаючи дві протилежні вершини ромба A(2; 1), С(14; 9) і 
довжину його сторони AB = 65 , визначити координати інших вершин 
ромба. 

Розв’язання. Нехай вершина В має координати B(x; y). Сторони ромба 
рівні, тому AB = АС = 65



. Скориставшись формулою (1.1), дістанемо 
систему рівнянь 
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Спростивши кожне рівняння, дістанемо еквівалентну систему: 
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Таким чином, дві інші вершини ромба мають координати В(6; 8), 
D(10; 2). Ромб зображено на рис. 1.4. 

 

Рис. 1.4 

Приклад 7. Обчислити довжину проведеної з вершини С висоти 
трикутника АВС з вершинами A(3; 6), B(–1; 3) і C(2; –1). 

Розв’язання. Довжину основи АВ трикутника АВС знайдемо як від-

стань між точками А та В:     .52563 22 31 ABa  Пло-
щу трикутника обчислимо за формулою (1.2): 
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Тепер знаходимо висоту трикутника .5
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S
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Приклад 8. Відомі дві вершини трикутника A(4; 3) і B(2; 1) та його 
площа S = 5. Знайти координати третьої вершини С, якщо вона лежить 
на бісектрисі другого та четвертого координатних кутів. 



Розв’язання. Якщо точка лежить на бісектрисі другого та четвертого 
координатних кутів, то її абсциса та ордината однакові за абсолютною 
величиною та протилежні за знаком, тобто С(х; –х). За формулою площі 
трикутника маємо: 
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34
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Обчислюючи визначник, знаходимо .  x  Звідси x1 = 3, x2 = –2. 
Таким чином, третя вершина трикутника може міститись в одній із точок 
С1(3; –3) або С2(–2; 2) (рис. 1.5). 

Приклад 9. Пряма проходить через точки А(11; 3) та В(3; –1). На цій 
прямій знайти точку, ордината якої дорівнює 4. 

Розв’язання. Нехай точка М має координати М(х; 4). Якщо точки А, 

В та М лежать на одній прямій, то згідно з (1.3) маємо: 
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Звідси х = 13. Точка М має координати М(13; 4).  

Приклад 10. Знайти точку перетину діагоналей АС і ВD чотирикут-
ника з вершинами А(–3; 1), B(–2; 5), C(5; 5), D(1; –4). 

Розв’язання. Точка M(x; y) (рис. 1.6) перетину діагоналей чотирику-
тника належить прямим, що проходять через точки A і C та B і D. Вико-
ристовуючи умову (1.3), дістаємо систему рівнянь: 
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Таким чином, точка перетину діагоналей має координати M(–1; 2). 

 
Рис. 1.5 Рис. 1.6 



2. Поділ відрізка у даному відношенні 

Якщо точка М(x; y) лежить на прямій (рис. 1.7), що проходить через 
точки М1(x1; y1) та М2(x2; y2), то її координати обчислюються за форму-
лами: 
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тут 
2

 –– відношення, в якому точка М поділяє відрізок M1M2. 

Знак «+» беремо, якщо точка М належить відрізку M1M2, знак «–» — якщо 
вона не належить цьому відрізку. 

1

MM

MM


1З формул (1.4) при значенні   дістанемо формули координат се-
редини відрізка: 
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Рис. 1.7 Рис. 1.8 

Приклад 1. Відрізок між точками А(2; –5) та В(7; 10) поділено на 
п’ять рівних частин (рис. 1.8). Знайти координати точок поділу. 

Розв’язання. Знайдемо відношення, в якому точка М1(х1; y1) поділяє 

відрізок АВ: .
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Для точки М2 (х2; y2) відношення 
3
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, і її координати 
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Точки  М3 (х3; y3)  та  М4 (х4; y4)  поділяють   відрізок  у  відношеннях  

2

33 
B3


M

AM
 і .4

4

4 
BM

AM
  Легко переконатись, що  їхні  координати  

М3 (5, 6) і М4 (7, 5). 

Приклад 2. Проведено відрізок від точки А(–3; 3) до точки В(3; –2). 
До якої точки потрібно продовжити цей відрізок, щоб його довжина збі-
льшилась утричі? 

Розв’язання. Якщо довжина відрізка АВ збільшиться втричі, то від-
ношення, в якому шукана точка М поділяє відрізок АВ (рис. 1.9), дорів-

нює 
MB

AM
 . Знак «–» вибрано тому, що точка М не належить відрізку 

АВ. За формулами (1.4) знаходимо 

.12

2

3
1

)2(
2

3
3





y,11

2

3
1

3
2

3
1





x  Таким чином, відрізок потрібно 

продовжити до точки М (11; –12). 

Приклад 3. Знайти довжину медіани АD (рис. 1.10) трикутника з ве-
ршинами А(1; 3), В(2; 1) та С(–4; –3). 

Розв’язання. Медіана AD поділяє сторону ВС пополам, тому коор-
динати точки D обчислюємо за формулами (1.5):  

2

42
.1

2

31
,1 


Dx


Dy  

Тепер знайдемо відстань між точками А(1; 3) та D(–1; –1): 
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   .522031 2 11 2 AD  

 

Рис. 1.9 Рис. 1.10 

Приклад 4. Знайти довжину бісектриси АD (рис. 1.11) трикутника з 
вершинами А(–3; 1), В(1; 4) та С(3; 9). 

 
Рис. 11 

Розв’язання. Бісектриса внутрішнього кута трикутника поділяє 
протилежну сторону у відношенні, пропорційному до довжин прилег-

лих сторін. Обчислюємо довжини сторін     ,51431 22 

   
AB  

101933 22 AC  та відношення, в якому точка D поділяє 

сторону ВС: .
2

1
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5

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A


B

DC

BD
 Тепер знаходимо координати точки 

D:  
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Приклад 5. Дано дві суміжні вершини паралелограма А(–2; –1) і В(3; 1) 
(рис. 1.12) та точку перетину його діагоналей М(1; 2). Знайти координа-
ти двох інших вершин паралелограма. 

Розв’язання. Точки С та D поділяють відрізки АМ та ВМ у відно-
шенні   Тому  
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

Приклад 6. Дано вершини трикутника А(–3; –1) і В(1; 5) та точку пе-
ретину медіан М(2; 0). Знайти координати третьої вершини С. 

 

Рис. 1.12    Рис. 1.13 

Розв’язання. Нехай CD –– медіана, проведена з вершини С (рис. 1.13). 
Точка D — це середина відрізка АВ, за формулами (1.5) вона має коорди-
нати D (–1; 2). Медіани трикутника в точці перетину поділяються у від-
ношенні 2:1. Звідси випливає, що точка С поділяє відрізок MD у відно-

шенні .
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 Її координати обчислюємо за формулами (1.4):  
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Таким чином, точка С має координати С(8; –4). 
 

2. Рівняння лінії на площині 

2.1. Поняття рівняння лінії. Перетин ліній 

Нехай на площині задано прямокутну систему координат xOy. 
Рівняння з двома змінними 

F(x, y) = 0, (2.1) 

яке задовольняють координати x та y кожної точки лінії і не задовольня-
ють координати жодної точки, що не лежить на лінії, називається рів-
нянням лінії.  

Змінні x та y в рівнянні (2.1) називаються змінними координатами її 
точок. 

Надалі замість виразу «дано рівняння лінії F(x, y) = 0» будемо казати 
скорочено: дано лінію F(x, y) = 0. 

Для знаходження координат точок перетину ліній F1(x, y) = 0 та F2(x, 
y) = 0 потрібно розв’язати систему рівнянь 

 
 







.0,

,0,

2

1

yxF

yxF
 (2.2) 

Якщо ця система рівнянь несумісна, то це означає, що дані лінії не пе-
ретинаються. 

Приклад 1. Визначити, які з точок М1(2; 1), М2(–3; 4), М3(–1; 7) ле-
жать на лінії 2x +y – 5 =0.  

Розв’язання. Підставляємо координати даних точок в рівняння лінії і 
переконуємось, що це рівняння задовольняють координати точок M1 та 
M3 і не задовольняють координати точки M2. Таким чином, точки M1 та 
M3 лежать на лінії 2x +y – 5 =0, точка M2 не лежить на цій лінії. 

Приклад 2. Знайти точки перетину кола x2 + y2 – 2x + 4y – 8 = 0 з віс-
сю абсцис. 

 378



Розв’язання. Рівняння осі абсцис y = 0, тому точки перетину кола та 
осі Ox знаходимо, розв’язуючи систему рівнянь: 
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Отже, коло перетинає вісь абсцис у точках M1(–2; 0) та М2(4; 0). 

Приклад 3. Знайти точки перетину ліній 1
425

22


yx

 та x – y – 5 = 0. 

Розв’язання. Точки перетину ліній знаходимо, розв’язуючи систему 
рівнянь: 
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Таким чином, дані лінії перетинаються в точках М1(5; 0) та 
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2.2. Рівняння лінії як геометричного місця точок 

Нехай лінію задано як геометричне місце точок, що мають деяку одну 
й ту саму властивість. Для того щоб скласти її рівняння, потрібно: 

1) вибрати довільну (змінну) точку М(х; y) цієї лінії; 
2) записати спільну властивість точок лінії у вигляді рівності; 
3) виразити геометричні образи (відрізки, кути тощо), які входять у 

записану рівність, через координати змінної точки М(х; y). 

Приклад 1. Скласти рівняння геометричного місця точок, рівновід-
далених від двох даних точок A(1; 3) та В(–5; 2).  



Розв’язання. Нехай точка М(х; y) — довільна точка лінії. Геометри-
чну властивість даної лінії можна записати у вигляді 

АМ = ВМ. (2.3) 

Виразимо довжини відрізків, що входять до складу рівності (2.3), через 
координати точок A, B та M: 

        .25 22  yx



,31 22  BMyxAM  
Підставивши здобуті вирази в рівність (2.3), дістанемо рівняння шу-

каної лінії: 

       .25 22  yx31 22  yx  (2.4) 

Справді, для кожної точки М(х; y), що лежить на лінії, виконується рів-
ність (2.3), а отже, вона задовольняє рівняння (2.4). Для кожної точки 
M, що не лежить на даній лінії, не виконується рівність (2.3), і тому її 
координати не задовольняють рівняння (2.4). Рівняння (2.4) можна сут-
тєво спростити. Якщо піднести обидві його частини до квадрату, роз-
крити дужки та звести подібні члени, дістанемо  

12х + 2y + 19 = 0. (2.5) 

Це і є рівняння даної лінії. Таким чином, рівняння (2.5) є рівнянням пе-
рпендикуляра до відрізка АВ, проведеного через середину цього відрізка. 

Приклад 2. Скласти рівняння геометричного місця точок, сума квадра-
тів відстаней яких від двох даних точок A(–a; 0) та B(a; 0) дорівнює 4a2. 

Розв’язання. Позначимо довільну точку лінії через М(х; y). З умови 
задачі випливає, що 

AM2 + BM2 = 4a2. (2.6) 

Виразимо довжини відрізків AM та BM через змінні координати точ-
ки M: 

    .22 yaxBM ,22 yaxAM   

Підставляючи здобуті вирази у рівність (2.6), знаходимо рівняння, 
яке задовольняють координати x і y точки М: 

(x + a)2 + y2 + (x – a)2 + y2 = 4a2. 

Звідси після очевидних спрощень маємо: 

x2 + y2 = a2. (2.7) 

Це і є рівняння даної лінії. Справді, для кожної точки М, що лежить 
на цій лінії, виконується умова (2.6), а отже, координати точки М задо-
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вольняють рівняння (2.7); для кожної точки М, що не лежить на лінії, не 
буде виконуватися умова (2.6), а отже, її координати не будуть задоволь-
няти рівняння (2.7). 

Рівняння (2.7) є рівнянням кола радіуса а з центром у початку коор-
динат. 

Приклад 3. Скласти рівняння геометричного місця центра ваги три-
кутника, дві вершини якого A(1; 0) та B(5; 0), якщо третя вершина ле-
жить на бісектрисі першого та третього координатних кутів. 

Розв’язання. Центр ваги трикутника міститься в точці М(х; y) пере-
тину його медіан (рис. 2.1).  

 381

A(1; 0) D x

C

M x y( ; )

B(5; 0)

y

O

                    

O 1

1

y
A a b( ; )

B c d( ; )

M x y( ; )

x

 

Рис. 2.1   Рис. 2.2 

Розглянемо медіану CD. Координати точки D знайдемо за формула-

ми (1.5) координат середини відрізка .0,3
2
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


 DD yx  Медіани 

трикутника в точці перетину поділяються у відношенні 2:1, тому вер-

шина С трикутника поділяє відрізок MD у відношенні 
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2
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. 

За формулами (1.4) поділу відрізка у даному відношенні знаходимо: 
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Точка С лежить на бісектрисі координатного кута, тому xC = yC. Звідси 
3x – 6 = 3y, або x – y –2 = 0. 

Приклад 4. Скласти рівняння геометричного місця середин тих хорд 
кола x2 + y2 = 25, довжина яких дорівнює 8. 



Розв’язання. Розглянемо хорду АВ, що сполучає точки A(a; b) та B(c; d). 
Нехай її середина — точка M(x; y) (рис. 2.2). Точки А та В лежать на колі, 
тому їхні координати задовольняють рівняння кола, тобто  

a2 + b2 = 25,   c2 + d2 = 25 . (2.8) 

За умовою довжина хорди AB = 8. Звідси (c – a)2 + (d – b)2 = 64, або 
c2 + d2 + a2 + b2 – 2ac – 2bd = 64. Ураховуючи (2.8), з останньої рівності 
дістанемо: 

ac + bd = –7. (2.9) 
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Точка M(x; y) — середина відрізка АВ. Тому .
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Обчислимо вираз x2 + y2, ураховуючи рівності (2.8) та (2.9): 
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Таким чином, рівняння шуканого геометричного місця точок має ви-
гляд x2 + y2 = 9.  

2.3. Рівняння лінії в полярній системі координат 

Нехай на площині задано точку О, яка називається полюсом, та вісь ОР, 
яка називається полярною віссю (рис. 2.3). Назвемо полярним радіусом 
точки М її відстань r = OM і полярним кутом точки М — кут φ між поляр-
ною віссю та відрізком ОМ. Тоді кожній точці площини відповідає єдина 
пара чисел (r; φ), які називаються полярними координатами точки. 

 

Рис. 2.3 Рис. 2.4 
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;sin,cos

Якщо взяти полюс за початок декартової прямокутної системи ко-
ординат, а полярну вісь — за вісь Оx (рис. 2.4), то декартові координати 
(x; y) точки М та її полярні координати (r; φ) будуть пов’язані залежно-
стями 

 ryrx  (2.10) 

.,22

x

y
tgyx r  (2.11) 

Приклад 1. У декартових координатах задано точку M(1; –1). Знайти 
її полярні координати. 

Розв’язання. За формулами (2.11) маємо: 
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MОтже, у полярних координатах  

Приклад 2. У полярних координатах задано точку .
3

;4 





 

M  Знайти 

її декартові координати. 

Розв’язання. За формулами (2.10) .32
3

sin4,2 
3

cos4 


x


y . 

 32;2M .  Таким чином, у декартових координатах 

Приклад 3. Скласти рівняння кола, що проходить через полюс, якщо 
його центр міститься на полярній осі, а радіус дорівнює а (рис. 2.5). 

 

Рис. 2.5 Рис. 2.6 



Розв’язання. Нехай ;rM

OMA

 — довільна точка кола. Оскільки точка 
М може займати на колі будь-яке положення, то ρ і φ є змінними вели-
чинами. Як і у випадку декартової системи, їх називають поточними, 
або змінними координатами. Трикутник OMA побудовано на діаметрі 
кола, тому він прямокутний. За умовою діаметр кола ОА = 2а. З  
знаходимо  cosOAOM

.cos2

. Отже, рівняння кола має вигляд 
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 ar

 ;C

 

Приклад 4. У полярній системі координат скласти рівняння кола, що 
має центр  і радіус r (рис. 2.6). 00

Розв’язання. Позначимо буквою М довільну точку кола, нехай ρ і φ 
— її полярні координати. 

Усі точки кола віддалені від центра на відстань r. Запишемо цю 
умову символічно:  

СМ = r. (2.12) 

Виразимо СМ через координати точки М. За теоремою косинусів 
маємо: 

 .cos2 00
2

0
2 CM  

Підставивши здобутий вираз у рівність (2.12), знайдемо рівняння, що 
пов’язує координати ρ, φ точки М: 

  .cos2 00 r2
0

2   (2.13) 

Це і є рівняння даного кола. 
Справді, для кожної точки М, що лежить на даному колі, виконуєть-

ся умова (2.12) і, отже, координати точки М задовольняють рівняння 
(2.13); для кожної точки М, що не лежить на даному колі, умова (2.12) 
не виконується і, отже, її координати не задовольняють рівняння (2.13). 

Таким чином, задачу розв’язано. Можна лише трохи спростити знай-
дене рівняння і подати його у виді, вільному від радикала: 

  .cos 2
0

2
0  r2 0

2   

3. Пряма лінія 

3.1. Різні види рівняння прямої. Кут між прямими. Умови пара-
лельності та перпендикулярності прямих 



Розглянемо деяку пряму на площині (рис. 3.1). Кутом нахилу прямої 
до осі Ox називається кут, що відлічується проти руху стрілки годинни-
ка від додатного напряму осі до даної прямої. Кутовим коефіцієнтом 
прямої називається тангенс кута нахилу прямої до осі Ox: 
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 tgk . (3.1) 

Кутовий коефіцієнтом прямої характеризує напрям прямої. Якщо k 
> 0, то пряма утворює з віссю Ox гострий кут, якщо k < 0 — тупий кут. 
При k = 0 пряма паралельна осі Ox. Для прямої, паралельної осі орди-
нат, кутовий коефіцієнт не існує. 

Рівняння прямої з кутовим коефіцієнтом має вигляд 

y = kx + b, (3.2) 

тут b — довжина відрізка, який відтинає пряма на осі ординат (рис. 3.1). 
У вигляді (3.2) можна записати рівняння кожної прямої, не паралельної 

осі Ox. Якщо пряма паралельна осі Ox (рис. 3.1), то її рівняння має вигляд  

x = a. (3.3) 

Рівняння прямої, яка проходить через точку M1(x1; y1) (рис. 3.2), має 
вигляд  

y – y1 = k(x – x1). (3.4) 

 
Рис. 3.1 Рис. 3.2 

Рівняння прямої, яка проходить через дві точки M1(x1; y1) та M2(x2; y2) 
(рис. 3.3) має вигляд  

.
12

1

12

1

xx

xx

yy

yy








 (3.5) 

Кутовий коефіцієнт цієї прямої  

.
12

12

xx

yy
k




 (3.6) 



 
Рис. 3.3 

Рівняння 
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1
b

y

a

x
 (3.7) 

називається рівнянням прямої у відрізках на осях. Тут a та b — відрізки, 
які відтинає пряма на осях координат (рис. 3.4). 

 

Рис. 3.4 

Загальним рівнянням прямої називається рівняння  

Ax + By + C = 0. (3.8) 

Коефіцієнти А та В загального рівняння прямої дорівнюють коорди-
натам вектора  BA;n , перпендикулярного до прямої (рис. 3.5). 



 

Рис. 3.5 Рис. 3.6 

Кутом між прямими називається кут, який відлічується проти руху 
стрілки годинника від першої прямої до другої (рис. 3.6). Кут між пря-
мими  та  обчислюється за формулою 11 bxk  22 bxky y 
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.
1

tg 12

kk

kk




21



0111  CyBxA
0222  CyBxA

 (3.9) 

Умовою паралельності прямих є рівність їхніх кутових коефіцієнтів: 

k1 = k2. (3.10) 

Умовою перпендикулярності прямих є співвідношення 

k1k2 = –1. (3.11) 

Якщо прямі задано загальними рівняннями  та 
, то кут між ними обчислюється за формулою 

,
2

2
2

2
2

1
2

1

2121

BABA

BBAA


cos


  (3.12) 

умова паралельності має вигляд 

,
2

1

2

1

B

B

A

A


.02121  BBAA

 (3.13) 

умова перпендикулярності має вигляд 

 (3.14) 

Приклад 1. Скласти рівняння сторін та діагоналей трапеції з верши-
нами A(–4; 0), B(0; 6), C(3; 6) та D(3; 0) (рис. 3.7). 



 

Рис. 3.7 

Розв’язання. Рівняння сторони AB запишемо у вигляді рівняння 

прямої у відрізках (3.7) 1
b

y

a

x
. Пряма AB відтинає на координатних 

осях відрізки a = –4 та b = 6, тому її рівняння 
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1
64



yx

. 

Рівняння сторони BC запишемо у вигляді рівняння прямої з кутовим 
коефіцієнтом (3.2) y = kx + b. Пряма BC паралельна осі Ox, тому її куто-
вий коефіцієнт k = 0. Пряма BC відтинає на осі Oy відрізок b = 6. Отже, 
рівняння прямої BC має вигляд y = 6. 

Пряма CD паралельна осі Oy, тому її рівняння має вигляд (3.3) x = a. 
Сторона CD відтинає на осі Ox відрізок a = 3, отже, її рівняння x = 3. 

Пряма AD має кутовий коефіцієнт k = 0 і проходить через початок 
координат, тому її рівняння має вигляд y = 0. 

Діагональ BD відтинає на координатних осях відрізки a = 3 та b = 6, 

тому за формулою (3.7) її рівняння 1
63


yx
. 

Рівняння діагоналі AC шукаємо у вигляді (3.5) рівняння прямої, що 

проходить через дві дані точки 
12

1

1

1

xx

xx

yy

yy





2


. Підставляючи сюди 

координати точок A(–4; 0) та C(3; 6), дістаємо 
43

4

06

0






 xy

0

. Звідси ма-

ємо рівняння прямої AC 2476  yx . 

Приклад 2. Визначити кутовий коефіцієнт прямої 5x + 4y – 2 = 0.  

Розв’язання. Запишемо рівняння даної прямої у вигляді рівняння 
прямої з кутовим коефіцієнтом (3.2): 
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.
2

1

4

5
 xy  

Звідси випливає, що кутовий коефіцієнт даної прямої .
4

5
k  

Приклад 3. Дано пряму 5x – y + 10 = 0. Скласти рівняння прямої, що 
проходить через точку M(7; –2): 

1) паралельно даній прямій; 
2) перпендикулярно до даної прямої. 

Розв’язання. Кутовий коефіцієнт даної прямої k = 5. 
Кутовий коефіцієнт прямої, що паралельна даній прямій, за умовою 

(3.10) також дорівнює 5. Таким чином, узявши в рівнянні (3.4) 

y – y1 = k(x–x1) 

k = 5, x1 = 7, y1 = –2, дістанемо y + 2 = 5(x – 7), або 5x – y – 37 = 0. Це і є 
рівняння прямої, яка проходить через точку M(7; –2) паралельно даній 
прямій. 

З умови перпендикулярності прямих (3.11) k1k2 = –1 випливає, що ку-

товий коефіцієнт прямої, перпендикулярної до даної прямої, 
5

1
2 k . 

Підставляючи знайдене значення k та координати точки М в рівняння 

(3.4), дістаємо  7
5

1
2  xy , або після очевидних спрощень x + 5y + 3 

= 0. 

Приклад 4. Дано трикутник з вершинами A(–3; 1), B(1; 7) та C(5; –1). 
Скласти рівняння сторони AC, медіани AE, висоти BD та обчислити кут 
α між медіаною AE та висотою BD (рис. 3.8). 

 



Рис. 3.8 

Розв’язання. Складемо рівняння сторони AC, підставивши коорди-

нати точок A(–3; 1) та C(5; –1) в рівняння (3.5). Дістаємо: 
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35

3

11

1






 xy

, 

звідси 
8

3

2

1 



 xy

, або остаточно  

x + 4y – 1 = 0. (3.15) 

Обчислимо координати точки D за формулами координат середини 
відрізка: 

3
2

17
,3

2

51






EyEx . Підставляючи в рівняння (3.5) координати 

точок A(–3; 1) та E(3; 3), знаходимо рівняння медіани AE: 
33

3

13

1






 xy

, 

або 
6

3

2

1 


 xy
, звідси остаточно 

x – 3y + 6 = 0. (3.16) 
Висота BD перпендикулярна до сторони AC, кутовий коефіцієнт 

якої знайдемо з рівняння (3.15): 
4

1
ACk . Тому кутовий коефіцієнт ви-

соти BD 4BD k
k

1


AC

. Підставимо знайдене значення kBD та координа-

ти точки В в рівняння (3.4) і дістанемо рівняння висоти BD: y – 7 = 4(x – 1), 
або 4x – y + 3 = 0.  

З рівняння (3.16) визначимо кутовий коефіцієнт медіани AE: 
3

1
AEk .  

Кут між медіаною та висотою обчислимо за формулою (3.9), в якій 

3

1
AEk 42  BDkk1 k , .  

Тоді 
74

3

1
1





113

1
4

tg


 , звідси 2357
7

11
arctg   . 

Приклад 5. Скласти рівняння прямої, яка проходить через точку А(4; 
2) і утворює з віссю Ох кут 135 (рис. 3.9). 
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1tg135  k
Розв’язання. За формулою (3.1) обчислюємо кутовий коефіцієнт пря-

мої: . Підставимо знайдене значення k та координати точ-
ки A(4; 2) в рівняння (3.4) і дістанемо: y – 2 = –(x – 4), або x + y – 6 = 0. 

 

Рис. 3.9 Рис. 3.10 

Приклад 6. Скласти рівняння прямих, які проходить через точку A(3; 
1) і утворюють з прямою 2x + y – 2 = 0 кут 45 (рис. 3.10). 

Розв’язання. Пряма 2x + y – 2 = 0 має кутовий коефіцієнт k = –2. Ку-
товий коефіцієнт однієї з шуканих прямих знайдемо з формули (3.9) кута 
між прямими, якщо візьмемо в ній k1 = k = –2, α = 45: 

,
2

2

2

2

k1
45tg

k




  або .
21

2

2

2

k

k




1

2 22  kk

 

Звідси 2  і 1
3

1
2 k . Таким чином, рівняння одної з пря-

мих буде таке:  3
1

 063
3

1  xy  або   yx

45,22  kk

. 

Другий розв’язок дістанемо, якщо у формулі кута між прямими (3.9) 
візьмемо  та обчислимо k1: 

1

1

21

2
1

k

k


 

. 

k Звідси 3  і маємо другий розв’язок: 331  xy

45

, або 3х – у – 8 = 0. 1

Слід зауважити, що кожна зі знайдених прямих утворює з даною в 
умові прямою кут , тому ці прямі взаємно перпендикулярні і піс-

ля того, як знайдено кутовий коефіцієнт однієї з них 
3

1
2 k , кутовий 



коефіцієнт другої можна знайти з умови перпендикулярності 
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.3
1

2
1 

k
k

,02  yx
0152  yx .0157 

 

Приклад 7. Дано рівняння двох сторін прямокутника  
 та рівняння одної з його діагоналей  yx  Знай-

ти вершини прямокутника (рис. 3.11). 

 

Рис. 3.11 
Розв’язання. В умові задачі задано рівняння двох паралельних сто-

рін прямокутника, оскільки для цих прямих виконується умова парале-
льності (3.13). 

Знайдемо координати двох протилежних вершин прямокутника, 
розміщених на перетині паралельних сторін та діагоналі. Для цього 
розв’яжемо дві системи рівнянь: 
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Таким чином, маємо координати двох вершин прямокутника  
. 

Кутові коефіцієнти заданих в умові сторін AD та BC 
2

1
1 k

22 k
),2

. Тому 

кутові коефіцієнти перпендикулярних до них сторін AB та CD . 
Складемо рівняння сторони AB: (21  xy  або .052  yx  



Складемо рівняння сторони CD:  , .0102 128  xy  або  yx
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Вершини В та С знайдемо, розв’язавши дві системи рівнянь: 
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Отже, знайдено координати ще двох вершин прямокутника  
та . 

Приклад 8. Точка 4;1A
147

є вершиною квадрата, діагональ якого ле-
жить на прямій 0 yx

7k

0147

. Скласти рівняння сторін та другої діаго-
налі цього квадрата (рис. 3.12.). 

Розв’язання. Кутовий коефіцієнт прямої 7х – у – 14 = 0 дорівнює . 
Сторони AB та AD лежать на прямих, що проходять через точку A(–1; 4) 
під кутом 45 до прямої .  yx  Знайдемо кутовий коефіцієнт k1 
прямої AB. Для цього підставимо у формулу (3.9) значення кута між пря-

мими  .  Дістанемо ,45 2k 7 k ,
71 1k

7
1 1k
 11 717 kk  звідси  і 

.
4

3
1 k  Складемо рівняння прямої AB: 

4

3
4  xy 1 , або 3 х – 4 у + 19 = 0.  

Сторона AD перпендикулярна до прямої AB, тому її кутовий коефі-

цієнт .  Складемо рівняння прямої AD: 
3

4
ADk  ,1

3

4
4  xy

.0834  yx

 звід-

ки  
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Рис. 3.12 

Координати вершин B та D обчислимо, розв’язавши дві системи рі-
внянь: 
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Отже, вершини B та D мають координати: B(3; 7), D(2; 0).  
Сторона BC паралельна прямій AD, тому її кутовий коефіцієнт 

.
3

4
 ADBC kk  Складемо рівняння прямої BC:  ,3

3

4
7  xy

34

 спро-

стивши дістанемо .033  yx  
Сторона CD паралельна прямій AB, її кутовий коефіцієнт 

.
4

3
 ABCD kk  Складемо рівняння прямої CD:  ,2

4

3
0  xy

.0643 

 звідки 

 yx  
Діагоналі квадрата AC та BD взаємо перпендикулярні, тому 

.
7

11


BD
AC k

k  Запишемо рівняння діагоналі AC:  ,1
7

1
4  xy

.0277  yx

 

або  

Приклад 9. Знайти точку M1, симетричну точці M(3; –3) відносно 
прямої, що проходить через точки A(–2; 2) та B(–6; 4). 

Розв’язання. Складемо рівняння прямої AB: ,
26

2

24

2






 xy

2

 після 

спрощення дістанемо .02  yx  ЇЇ кутовий коефіцієнт .
2

1
k  

Знайдемо проекцію точки M(3; –3) на пряму AB. Для цього запише-
мо рівняння перпендикуляра MC, опущеного з точки M на пряму AB, та 

знайдемо точку C їх перетину. Кутовий коефіцієнт ,2
1


k
kMC  рів-

няння перпендикуляра MC:  ,323  xy  або .092   yx  Коорди-
нати точки C знаходимо, розв’язуючи систему: 



 395











.1

,4

;9

,0218

y

x
















2

4
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Точка M1, симетрична точці M(3; –3), поділяє відрізок MC у відно-

шенні .2
1

1 
CM

MM
 Тепер обчислюємо координати точки M1: 

     
,5

21

423
.1

21

123



    





 yx  

Таким чином, M1(5; 1).  

Приклад 10. Дано вершини трикутника A(1; 2), B(5; 5) та C(7; –6). 
Знайти проекцію вершини B на бісектрису кута A цього трикутника 
(рис. 3.13). 

Розв’язання. Обчислимо довжини сторін AB та AC даного трикутника: 

   
    .1010026

;52525

2

2





17

15

2

2





AC

AB
 

Знайдемо відношення λ, в якому бісектриса AD поділяє сторону 
трикутника BC: 

.2
5

10


AB

AC

DB

CD
  

Тепер за формулами поділу відрізка в даному відношенні обчислю-
ємо координати точки D: 

.
3

4

21

5262 
1

;
3

17

21

527

1
121 















y

y
xx

x
y

 


Таким чином, точка D має координати .
3

4
;

3

17








D  



 

Рис. 32 

Складемо рівняння бісектриси AD: 

3

14
3

17

3

2
3

4






 xy
, або 
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;
17
3

17

4
3

4



 xy

.0157

3
1

3
2 

 звідки   yx  

Кутовий коефіцієнт бісектриси AD дорівнює .
7

1
1 k

  







 .5,1

;5,4

01530 y

x

 З умови пер-

пендикулярності прямих випливає, що кутовий коефіцієнт перпендику-
ляра, опущеного з вершини B на бісектрису AD, дорівнює k2 = 7. Запи-
шемо рівняння цього перпендикуляра: у – 5 = 7 (х – 5), звідки 7х – у – 30 = 0. 

Знаходимо координати проекції B1 вершини B на бісектрису кута A: 
















77

307

0157

0307

xx

xy

yx

yx
 

Приклад 11. Записати рівняння прямої, яка походить через точку 
M(4; 3) і відтинає від координатного кута трикутник площею 3 кв. од. 

Розв’язання. Будемо шукати рівняння прямої у вигляді 1
b

y

a

x
. 

Точка M(4; 3) належить прямій, тому її координати задовольняють це 

рівняння. Отже .1
34


ba
 Площа трикутника OAB .

2

1
abS   Таким чи-

ном, для знаходження параметрів a та b маємо систему рівнянь: 
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Перша із систем не має розв’язків, розв’язки другої системи: 


















.
2
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2

1

1

b

a
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Таким чином, маємо дві прямі (рис. 3.14), що задовольняють умову 
задачі: 

1
3


y

2


x
 та .1

3

2

4



yx

 

 
Рис. 3.14 

 

3.2. Відстань від точки до прямої 

Відстань від точки M(x0; y0) до прямої, заданої рівнянням Ax + By + 
+ C = 0, обчислюється за формулою 



.
22

00

BA

CByAx
d






034  yx
.074 

 (3.17) 

Приклад 1. Знайти відстань між паралельними прямими  
та  yx

34

 

Розв’язання. На прямій 0  yx

4 x

 знаходимо довільну точку, на-
приклад M(0; –3). Обчислюємо відстань від точки M(0; –3) до прямої 

 за формулою (3.17):  07 y

 
.

17

10

17

1073
2







14

104
2 


d  

Приклад 2. Обчислити довжину висоти BD трикутника з вершинами 
A(1; 3), B(3; 5) та C(7; 1).  
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Розв’язання. Складемо рівняння сторони AC: ,
17

1

31

3






 xy

.0103  yx

 звідки 

 Обчислюємо довжину висоти як відстань від вершини 
B(3; 5) до прямої AC: 

.
5

104

10

8

3

105
2




07125 

1

331
2 


h  

Приклад 3. Скласти рівняння прямої, що паралельна прямій 
 yx  і віддалена від неї на 4 одиниці. 

Розв’язання. Нехай M(x; y) — довільна точка шуканої прямої. За фор-
мулою відстані від точки до прямої (3.17) маємо:  

,4
125

7125
22




 yx
  

звідки ,52712  yx5 527125 або .   yx

.045125;0

 Таким чином, маємо 
рівняння двох прямих, що паралельні даній прямій і віддалені від неї на 
4 одиниці: 

59125  yx   yx  
Приклад 4. Скласти рівняння прямих, що проходять через точку A(2; 

4) на відстані 4 одиниць від точки B (–6; 3). 

Розв’язання. Запишемо рівняння прямої, що проходить через точку 
A(2; 4):  



 24  xky , або .024   kykx  (3.18) 

Ця пряма віддалена від точки B(–6; 3) на 4 одиниці, тому за форму-
лою (3.17) маємо рівняння для визначення кутового коефіцієнта k: 

,4
12


k

2436  kk
 або .1481 2  kk

48 2k

 

Підносимо обидві частини до квадрата і після зведення подібних 

членів дістаємо:  Звідси .015 16  k
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;
4

3
1 k  .

12

5
2 k  Підстав-

ляючи знайдені значення кутових коефіцієнтів в рівняння (3.18), діста-
ємо рівняння двох прямих, що проходять через точку A(2; 4) на відстані 4 

одиниць від точки B(–6; 3):  2
4

3
4  xy  і  2

12

5
4  xy

.0

, або ос-

таточно  та 0 510 y43 x 5812  yx  

Приклад 5. Знайти рівняння бісектрис кутів, утворених прямими 
01843  yx .0509 та 12   yx

0184

 

Розв’язання. Бісектриса кута є геометричним місцем точок, рівно-
віддалених від сторін кута. Нехай точка M (x; y) — довільна точка бісе-
ктриси. ЇЇ відстань від прямої 3   yx  дорівнює  

.
5

184318

2




yx

0509

43

43

2
1






yx
d  (3.19) 

Відстань від точки M(x; y) до прямої 12   yx  дорівнює  

.
15

4491244 


yx

912

912

22
2






yx
d  (3.20) 

За властивістю бісектриси d1 = d2. Підставляючи в останню рівність 
вирази (3.19) та (3.20), дістаємо: 

.
15

4491218 


yx

5

43  yx
 

Звідси 4491218  yx

0 .01433

433  yx , або 9х + 12у – 54 =  (12х + 9у – 44). 
Після зведення подібних членів остаточно дістанемо рівняння двох бі-
сектрис:  та 1033  yx   yx  
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0234 Приклад 6. Знайти точку, віддалену від прямої  yx  на 2 
одиниці та рівновіддалену від точок A(4; –3) та B(2; –1).  

Розв’язання. Геометричним місцем точок, рівновіддалених від кін-
ців відрізка AB, є перпендикуляр до цього відрізка, проведений через 
його середину. Складемо його рівняння. Нехай точка C — середина 
відрізка AB, тоді вона має координати C(3; –2). Кутовий коефіцієнт 
прямої, що проходить через точки A(4; –3) та B(2; –1), дорівнює  

.1
42

31

12

12 







xx

yy

3

 k

Тоді кутовий коефіцієнт перпендикуляра k1 = 1, а його рівняння  

2  xy , або .05  yx

0234 

 (3.21) 

Якщо M(x; y) — шукана точка, то вона віддалена від прямої 
 yx  на 2 одиниці і її координати задовольняють рівнянню 

(21). Таким чином маємо систему рівнянь: 
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Ця система рівнянь має два розв’язки  та 11 x ,
7

27
2 x  

7

8
2 y . Таким чином, маємо дві точки M1(1; –4) та 






 

7

8
;

7

27
2M

0 CyBxA

, які 

задовольняють умову задачі. 

3.3. Рівняння в’язки прямих 

Сукупність прямих, що проходять через точку М, називається в’язкою 
прямих з центром М. 

Якщо  та 222  — рівняння двох пря-
мих, які перетинаються в точці М, то рівняння  

0111  CyBxA

    ,0222  CyBxA



111  CyBxA  (3.22) 

де α та β — довільні числа, які одночасно не дорівнюють нулю, визна-
чає в’язку прямих з центром в точці М. 

Якщо 0 , то, поділивши рівняння (3.22) на α та позначивши 





, дістанемо  



  .0222  CyBxA111  CyBxA  (3.23) 

Рівняння (3.23) визначає кожну пряму в’язки з центром в точці М, 
окрім прямої, яка відповідає 0 , тобто окрім прямої  .0222  CyBxA

Приклад 1. Записати рівняння прямої, що належить в’язці прямих 

  ,021  yxy



53 x  

та проходить через точку A(4; –1).  

Розв’язання. Підставимо координати точки A(4; –1) в дане рівняння. 

Дістанемо 0 , звідки 76 
7

6
 . Підставимо знайдене значення λ в 

рівняння в’язки прямих і дістанемо: 

  ,02
7

6
1  yxy

.01941

53 x  

або після спрощення 15   yx

943

 

Приклад 2. Дано рівняння сторони AB 0  yx
533  yx

 та бісектриси 
AD 0  трикутника ABC. Не обчислюючи координат верши-
ни A, знайти рівняння сторони AC. 

Розв’язання. З рівнянь сторони AB та бісектриси AD знаходимо їхні 

кутові коефіцієнти: .1,
4

3
 ADAB kk

BAC

 Позначимо кутовий коефіцієнт 

сторони AC через k. Пряма AD — бісектриса кута  , тому 
 tgtg . Підставляючи в останню рівність кутові коефіцієнти відповід-

них прямих, за формулами (3.9) дістаємо рівняння для визначення k:  

 401

,
1

kAB

1 kk

kk

kk

k

AD

AD

ADAB

AD







k

k









1

1

4

3
1

1
4

3


 або .  

Звідси .
4

k

0)533(9

3
Запишемо рівняння в’язки прямих із центром у точці A 

 

43      yxyx  (3.24) 
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і виберемо з цих прямих ту, кутовий коефіцієнт якої 
3

4
k . 

.
4

3

34

33





  Знайдене з останньої рівності 
3

7
  підставимо  в рів- 

няння в’язки прямих (3.24): 

  .0533
3

7
9  yx

.08912 

43  yx  

Після очевидних спрощень знайдемо рівняння сторони AC: 
 yx

,012 

 

Приклад 3. Дано рівняння сторін трикутника (AB)  yx
01745 

 
(AC)  yx 4 та (BC) 011 yx . Не обчислюючи координа-
ти його вершин, знайти рівняння висот трикутника. 

Розв’язання. Запишемо рівняння в’язки прямих з центром в точці A 

  017451  yx

1A

2  yx  

і виберемо з них ту, яка перпендикулярна до BC. З умови перпендикулярно-
сті прямих (3.14)  дістанемо 0212  BBA       .04421 51   

Звідси 
11

7
  і рівняння висоти, опущеної з вершини A, буде 

 01745
11

7
 yx .0184 12  yx , або після спрощення:  yx

02254 

 

Аналогічно знайдемо рівняння двох інших висот  yx
.012  yx

 та 
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