2 МАТЕМАТИЧНИЙ ОПИС СИСТЕМ АВТОМАТИЧНОГО КЕРУВАННЯ

2.1 Математичні моделі САК. Рівняння динаміки і статики

На певному етапі аналізу та синтезу САК отримують її математичний опис за допомогою рівнянь (аналітичний опис), графіків, структурних схем, графів (графічний опис), таблиць (табличний опис). Причому, для опису всієї системи в цілому спочатку звичайно складають опис її окремих елементів. Так, для отримання рівнянь системи складають рівняння для кожного її елемента. Сукупність цих рівнянь називають математичною моделлю САК.

Математична модель має бути досить простою, щоб не обтяжувати дослідження, але з іншого боку - точною, щоб повніше відображати властивості самої системи.

Такою моделлю можуть слугувати диференціальні рівняння, складені на основі фізичних законів, що визначають поведінку системи (закон збереження матерії, енергії, другий закон Ньютона, закони Кірхгофа і т.д.).

Розв’язуючи ці рівняння, можна визначити значення вихідної координати y(t) системи в будь-який момент часу при вибраному законі зміни задавальних x(t) та збурюючих z(t) впливів.

У більшості випадків безперервні САК описуються нелінійними диференціальними рівняннями n-го порядку, які можуть бути записані у вигляді:

F(y, y',y'', …, x, x',x'',…) = 0.



(2.1)

Це рівняння (для спрощення припустимо, що збурюючий вплив z(t) відсутній) описує процеси в системі при будь-яких вхідних впливах і називається рівнянням динаміки.

Якщо припустити, що вплив x(t) не змінюється і має постійне значення x0, а процес у системі усталився, і вихідна координата набула значення y0, то рівняння набуде вигляду:

F(y0, 0,0, …, x0,0,0, …) = 0.



(2.2)
Це рівняння описує статичний режим роботи САК і називається рівнянням статики.

Статичний режим можна описати графічно за допомогою статичних характеристик. Статичною характеристикою називається залежність вихідної величини від вхідної в статичному режимі. 

У більшості випадків статичні характеристики реальних елементів нелінійні і задаються у вигляді графіків (рис. 2.1).
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Але в ряді випадків нелінійності елементів САК є неістотними, або система працює на обмежених ділянках статичних характеристик її елементів, де нелінійність недостатньо виражена. У цих випадках реальну нелінійну характеристику вдається з певним ступенем точності замінити лінійною і здійснити лінеаризацію рівнянь, тобто замінити точні нелінійні рівняння наближеними лінійними. Це дозволяє спростити методи аналізу та синтезу САК.

Якщо нелінійні статичні характеристики задані у виді графіків або таблиць, лінеаризацію найпростіше виконувати графічно (табличні залежності для цього необхідно також перетворити у графіки). Ділянку реальної статичної характеристики y=((x) можна замінити еквівалентним відрізком прямої, рівняння якої має вигляд y = y0 + k((x-x0).

Якщо характеристика задана в аналітичній формі y=((x), лінеаризацію можна виконати розкладом функції в ряд Тейлора довкола точки х=х0, що відповідає номінальному режиму:


[image: image118.wmf] 

 (2.3)


Згідно з гіпотезою малих відхилень Вишнеградського відхиленням змінної (х-х0) у другому, третьому і далі ступенях можна знехтувати, тому вираз (2.3) спрощується і формула лінеаризації набуває вигляду:

((х) = ((х0) + ('(x0)((x-x0),



  (2.4)

що є еквівалентним виразу y = y0 + k((x-x0), де k = ('(x0).
У результаті лінеаризації математична модель САК зводиться до системи лінійних диференціальних рівнянь чи до одного лінійного диференціального рівняння n-го порядку:
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(2.5)
Приклад 2.1 Скласти диференціальне рівняння двигуна постійного струму з незалежним збудженням (ДПС НЗ), що зв'язує вихідну координату (кутову швидкість () з керуючим впливом (напругою якірного кола).

Двигун постійного струму -  електромеханічний пристрій, властивості якого необхідно визначати за допомогою рівнянь електричної та механічної рівноваги. Отримуємо ці рівняння, аналізуючи принцип дії двигуна.

Позначимо:

u(t) - керуюча напруга з виходу підсилювача потужності;

i(t) - струм якірного кола;

r, L  - активний  та індуктивний опір якірного кола, що містять відповідні опори вихідного ланцюга підсилювача потужності (r = rя + rпп , L = Lя+Lпп);

J=Jд+Jн/q - момент інерції мас, що обертаються (якоря, валів, шестерень, редуктору, навантаження), приведений до валу двигуна (Jд - момент інерції якоря двигуна,  Jн - момент інерції навантаження);

q - передавальне число редуктора;

М - момент опору навантаження, приведений до валу двигуна;

Мд - рушійний момент двигуна;

Ф - магнітний потік двигуна (приймаємо Ф = const);

Струм, що проходить по обмотці збудження, утворює магнітний потік Ф. Якщо на якірну обмотку подати керуючу напругу u(t), то внаслідок взаємодії струму з постійним потоком Ф утворюється рушійний момент двигуна Мд, пропорційний струму якоря: Мд(t)=сіi(t), де сі - струмова стала двигуна, що дорівнює моменту обертання якоря при одиничному значенні струму якоря [Н(м/А].

Обертання якоря двигуна з кутовою швидкістю ( призводить до утворення в його якірній обмотці проти-ЕРС eд(t)=се((t), де се - стала проти-ЕРС двигуна, що дорівнює проти-ЕРС якоря при одиничній швидкості обертання [В(с/рад] .

Для складання рівняння електричної рівноваги використаємо другий закон Кірхгофа: напруга u(t), що прикладена до якорю електродвигуна, врівноважується проти-ЕРС якоря і падінням напруги на активному та індуктивному опорах:

u(t) = r(i(t) + L(di(t)/dt) + ce((t).

Це лінійне диференціальне рівняння першого порядку отримане з припущенням, що реакцією якоря і нелінійністю магнітного ланцюга можна знехтувати.

Для складання рівняння механічної рівноваги необхідно використати другий закон Ньютона для тіл, що обертаються, відповідно до якого кутове прискорення тіла, що обертається, прямо пропорційне сумі прикладених моментів і обернено пропорційне моменту інерції:

Мд(t) = Mін(t) + Мс,


де Мін(t) = J(d((t)/dt - момент інерції (динамічний момент), який утворюється масами, що обертаються; Мс - момент опору навантаження (приймаємо Мс =0).

Тоді рівняння механічної рівноваги набуває вигляду: сі(i(t) = J(d((t)/dt. Звідси визначаємо i(t) і підставляємо у рівняння електричної рівноваги:

u(t) = (r( J/сі)(d((t)/dt + (L J/сі)(d2((t)/dt2 + ce((t).


Поділимо рівняння на коефіцієнт се і позначимо:

kд =1/се - коефіцієнт підсилення двигуна, рад/В(с;

Тм = r( J/(сі(се) - електромеханічна стала часу, с;

Те = L/r - електромагнітна стала часу, с.

Тоді рівняння двигуна набуває вигляду:

ТмТе d2((t)/dt2 + Тм d((t)/dt +((t) = kд u(t).

Тобто, двигун постійного струму з незалежним збудженням при прийнятих припущеннях описується лінійним диференціальним рівнянням другого порядку.

2.2 Основні властивості перетворення Лапласа

Реальні САК мають математичну модель у вигляді складних диференціальних рівнянь, розв’язок яких у загальному вигляді в більшості випадків неможливий. Для полегшення даної задачі розроблено декілька методів. Найбільш поширеним є метод перетворення Лапласа, побудований на тому, що функції часу замінюють їх зображеннями.

Перетворенням Лапласа називають співвідношення:
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(2.6)

Це співвідношення ставить у відповідність функції x(t) дійсної змінної  t функцію X(s) комплексної змінної s (s = ( + j().

При цьому x(t) називають оригіналом, а X(s) - зображенням за Лапласом.  Це записують таким чином: x(t)( X(s), або X(s)( x(t).

Інколи використовують символічний запис: X(s)=L{x(t)}, де L - оператор Лапласа.

Співвідношення
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(2.7)

визначає за відомим зображенням його оригінал і називається оберненим перетворенням Лапласа. 

Символічно це можна записати так: x(t) = L-1{X(s)}, де L-1 – обернений оператор Лапласа.

Зупинимося на основних властивостях перетворення Лапласа.

Властивість лінійності. Для будь-яких постійних ( і  ( справедливо:

L{(x1(t) +(x2(t)} = (L{x1(t) + (L{x2(t)}.


(2.8)

Диференціювання оригіналу. Цю властивість запишемо з урахуванням нульових початкових умов, тобто  x(0) = x'(0) = x''(0) = ….= 0:

[image: image5.wmf]).
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(2.9)

Таким чином, за нульових початкових умов диференціюванню оригіналу відповідає множення зображення на s.

Інтегрування оригіналу. Інтегруванню оригіналу  відповідає ділення зображення на s:

[image: image6.wmf].
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(2.10)

Теорема запізнення. Для будь-якого додатного числа (:


[image: image7.wmf]).
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(2.11)

Теорема згортки (теорема множення зображень).
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(2.12)

Інтеграл у правій частині рівняння називають згорткою функцій x1(t) і x2(t) і позначають x1(t)
[image: image9.wmf]*

x2(t), тобто

L{x1 (t) ( x2 (t)} = X1(s)(X2(s).


(2.13)

Теореми про граничні значення.
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(2.14)


Ці теореми дозволяють визначити усталене (кінцеве) або початкове значення функції х(t) за відомим зображенням.

Теорема розкладу. Теорема дозволяє знайти оригінал за відомим зображенням, яке являє собою дробово-раціональну функцію X(s) = A(s)/B(s), причому ступінь полінома чисельника менше ступеня полінома знаменника. Якщо всі корені рівняння B(s)=0 прості, то формула розкладу може бути записана у вигляді:
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(2.15)

де n - ступінь полінома B(s); 
[image: image12.wmf],
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 Sk - корені рівняння B(s) = 0.

Перетворення Лапласа є дуже цінним методом аналізу і синтезу систем керування, коли необхідно визначити перехідні процеси і точність регулювання в усталеному режимі. Але слід пам'ятати, що це перетворення є справедливим тільки для лінійних стаціонарних (з постійними параметрами) систем. У нестаціонарних системах один або декілька параметрів залежать від часу, тому перетворенням Лапласа користуватися не можна. Перетворення Лапласа не можна використовувати також для аналізу нелінійних систем.

У таблиці 2.1 наведені деякі важливі перетворення Лапласа.

Таблиця 2.1
Перетворення Лапласа найпростіших функцій

	x(t)
	X(s)
	x(t)
	X(s)
	x(t)
	X(s)

	1(t)
	1/s
	t2
	2/s3
	sin((t)
	(/(s2+(2)

	((t)
	1
	tn
	n!/sn+1
	cos((t)
	s/(s2+(2)

	('(t)
	s
	e-(t
	1/(s+()
	e-(t (sin((t)
	(/[(s+()2+(2]

	t
	1/s2
	t(e-(t
	1/(s+()2
	e-(t (cos((t)
	(s+()/[(s+()2+(2]


2.3 Форми запису лінійних диференціальних рівнянь. 

Передавальні функції

При описанні САК широко використовують символічну форму запису лінійних диференціальних рівнянь. Для цього вводять позначення p для операції диференціювання, тобто d/dt ( p; di/dti ( pi.

З урахуванням цього рівняння (2.5) набуде вигляду:

an pn y(t) + an-1 pn-1y(t) + … +a1py(t)  + a0y(t) =

=  bm pmx(t)+ bm-1 pm-1x(t)+ … +b1px(t)+ b0x(t).

(2.16)

При запису і перетворенні диференціальних рівнянь оператор p можна розглядати як алгебраїчний множник, а вираз py(t) - як добуток, що не володіє властивістю комутативності, тобто не можна записати y(t)p.

Винесемо x(t) і y(t) за дужки:

(an pn + an-1 pn-1 + … +a1 p + a0)(y(t) =

= ( bm pm + bm-1 pm-1 + … +b1 p + b0)(x(t).


(2.17)

Уведемо позначення:

Q(p) = an pn + an-1 pn-1 + … a1 p + a0 - власний оператор САК (оператор при вихідній величині);

R(p) = bm pm + bm-1 pm-1 + … b1 p + b0 - оператор впливу (оператор при вхідній величині).

Тоді рівняння (2.17) можна записати у вигляді:

Q(p)(y(t) = R(p)(x(t).





(2.18)

Уведемо поняття передавальної функції.

Передавальною функцією в операторній формі називається відношення оператора впливу до власного оператора:

W(p) = R(p)/Q(p).






(2.19)

Тоді рівняння системи може бути записано в більш компактній формі:

y(t) = W(p)(x(t)






(2.20)

Рівняння (2.17), (2.18), (2.20) називають рівняннями в символічній або операторній формі запису.

У курсі ТАК прийнята стандартна форма запису лінійних диференціальних рівнянь, при якій члени, що містять вихідну величину  та її похідні, записують у лівій частині рівняння, а решту членів - у правій частині. Коефіцієнт при вихідній величині y(t) роблять рівним одиниці.

Приклад 2.2 Скласти диференціальне рівняння чотириполюсника (рис. 2.2), що звя’зує його вхідну і вихідну напруги, і визначити його передавальну функцію в операторній формі:
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Позначимо RC=T, і отримуємо стандартну форму запису рівняння:
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Операторне рівняння: 
[image: image18.wmf])

t

(

U

)

t

(

U

)

t

(

TpU

1

2

2

=

+

 або 
[image: image19.wmf])

t

(

U

)

t

(

U

)

1

Tp

(

1

2

=

+

.

Звідси отримуємо: Q(p) = Tp+1; R(p) = 1.


Передавальна функція чотириполюсника має вигляд: W(p) = 1/(Tp+1).

Рівняння (2.5) може бути записано також в операційній формі, якщо до лівої та правої частин застосувати перетворення Лапласа:
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(2.21)

або


[image: image21.wmf](

)

(

)

).

s

(

X

b

s

b

...

s

b

s

b

)

s

(

Y

a

s

a

...

s

a

s

a

0

1

1

m

1

m

m

m

0

1

1

n

1

n

n

n

+

+

+

+

=

=

+

+

+

+

-

-

-

-




(2.22)

Зовні рівняння (2.17) та (2.22) схожі, але вони принципово відрізняються одне від одного, оскільки в першому буква p позначає оператор диференціювання d/dt , а змінні x(t) та y(t) є реальними функціями часу. Тобто рівняння залишається диференціальним. Рівняння (2.22) - алгебраїчне. У ньому буква s позначає комплексу змінну, а величини X(s) і Y(s) є зображеннями фізичних величин x(t) та y(t).

Крім того, схожість даних рівнянь можлива, тільки якщо система стаціонарна, тобто коефіцієнти ai, bj постійні, а початкові умови для диференціального рівняння нульові.

Операційна форма запису рівнянь проста і зручна, оскільки перетворити та розв’язати алгебраїчне рівняння простіше, ніж диференціальне. Це забезпечило її широке застосування в теорії автоматичного керування.

Введемо поняття передавальної функції за Лапласом.

Передавальною функцією за Лапласом W(s) називається відношення зображення вихідної величини до зображення вхідної величини за нульових початкових умов.

Із (2.22) отримуємо:
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(2.23)

Тоді рівняння (2.22) можна записати у вигляді

Y(s) = W(s)(X(s).




(2.24)

Знаменник передавальної функції (2.23) є характеристичним поліномом системи. Якщо його прирівняти до нуля, отримаємо характеристичне рівняння САК, тобто

ansn + an-1sn-1 +…+ a1s + a0 = 0.



(2.25)

Корені характеристичного рівняння визначають характер руху системи і називаються полюсами передавальної функції, а корені чисельника називаються нулями передавальної функції. У полюсах функція W(s) перетворюється на нескінченність, а в нулях вона стає рівною нулю. Розміщення полюсів на комплексній s-площині визначає характер власного (вільного) руху системи.

Передавальна функція системи W(s) та її часові функції h(t) i w(t) пов'язані між собою:

L{h(t)} = W(s)/s - зображення перехідної функції; 

L{w(t)} = W(s) - зображення імпульсної перехідної функції.

Звідси, відповідно, можна записати:

w(t) = L-1{W(s)},  h(t) = L-1 {W(s)/s}.




(2.26)

Співвідношення (2.26) дозволяють знайти перехідну та імпульсну перехідну функції САК за її відомою передавальною функцією W(s). Для цього можуть бути використані таблиці зображень основних елементарних функцій (додаток Е) чи теорема розкладу.

Приклад 2.3 Двигун постійного струму з незалежним збудженням описується лінійним диференціальним рівнянням другого порядку:

ТмТе d2((t)/dt2 + Тм d((t)/dt +((t) = kд u(t).

За даним диференціальним рівнянням записати передавальну функцію за Лапласом W(s). Використовуючи теорему розкладу, визначити  перехідну функцію h(t) і побувати перехідну характеристику. Прийняти kд =10 рад/(В(c); Tм = 0,5 c; Те=0,08 с. 
Записуємо рівняння в операційній формі, застосовуючи перетворення Лапласа:
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Тоді передавальна функція за Лапласом:
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Відповідно до (2.26) h(t)=L-1{W(s)/s}.

Тоді маємо:
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A(s)=10; B(s)=(0,04s2 +0,5s+1)(s; B'(s) = 0,12s2 + s + 1.

Корені рівняння В(s)=0: s1=0; s2= -2,5; s3= -10 ( корені прості, тому формула розкладу має вигляд:
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Відповідна перехідна характеристика ДПС НЗ наведена на рисунку 2.3.

Рис. 2.3 – Перехідна характеристика ДПС НЗ

2.4 Перетворення Фур’є. Частотні характеристики

Перетворення Фур’є є окремим випадком перетворення Лапласа за умови: (=0 , тобто  s = j(.

Тоді відповідно до (2.6) перетворення Фур’є має вигляд:
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(2.27)

або в символічній формі:

x(t) ( X(j(); X(j() = F{x(t)},



(2.28)

де F - оператор Фур’є.

Усі теореми та властивості перетворення Лапласа справедливі й для перетворення Фур’є (у частотній зоні). Потрібно лише змінну s замінити на 
[image: image29.wmf]w

j

.

Оскільки W(s)=Y(s)/X(s), то з урахуванням сказаного вище можна записати:

W(j() = Y(j()/X(j().




(2.29)

Цю передавальну функцію називають частотною або комплексною (КПФ). Частотна передавальна функція - це відношення Фур’є-зображення вихідної величини до Фур’є-зображення вхідної величини за нульових початкових умов.

Частотна передавальна функція W(j() є комплексною функцією від змінної (. Її, як і будь-яке комплексне число, можна записати в алгебраїчній та показниковій формі:

W(j() = U(() + jV(() = A(()(ej((() ,



(2.30)

де U(() = Re{W(j()} - дійсна частина КПФ, яка називається дійсною частотною функцією; графік цієї функції називається дійсною частотною характеристикою (ДЧХ);

V(() = Im{W(j()} - уявна частина КПФ, яка називається уявною частотною функцією, а її графік - уявною частотною характеристикою (УЧХ);

A(() = |W(j()| - модуль КПФ - амплітудна частотна функція, причому
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(2.31)

Графік цієї функції називають амплітудною частотною характеристикою (АЧХ);

((() = Arg{W(j()} - аргумент КПФ, який називають фазовою частотною функцією:

((() = arctg V(()/U(().




(2.32)

Графік цієї функції називається фазовою частотною характеристикою (ФЧХ).

Пояснимо фізичний зміст АЧХ і ФЧХ. Якщо на вхід системи подати гармонічний сигнал частоти (: x(t) = A1sin((t + (1), то на виході  в усталеному режимі отримаємо гармонічний сигнал тієї самої частоти (: y(t)= A2sin((t + (2), амплітуда і початкова фаза якого може відрізнятися від амплітуди та початкової фази вхідного сигналу (рис. 2.4).

АЧХ - це залежність зміни відношення амплітуди вихідного сигналу A2 до амплітуди вхідного сигналу A1 від частоти ( вхідного сигналу, тобто 
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(2.33)

[image: image114.wmf] 

ФЧХ - це залежність зсуву по фазі між вхідним і вихідним сигналами від частоти ( вхідного сигналу, тобто

((()=(2(()-(1.
   (2.34)

Саму частотну передавальну функцію W(j() називають також амплітудно-фазовою частотною функцією, а її графік на комплексній площині - амплітудно-фазовою частотною характеристикою (АФЧХ або АФХ).
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На комплексній площині (рис.2.5) W(j() визначає вектор 
[image: image32.wmf]OC

, довжина якого дорівнює A((), а аргумент (кут між вектором і дійсною додатною піввіссю) - ((().

Крива, яку описує кінець вектора функції W(j()  при зміні частоти ( від 0 до (, називається АФЧХ.
Окрім перелічених частотних характеристик (АФЧХ, АЧХ, ФЧХ, ДЧХ, УЧХ), під час аналізу та синтезу САК широко застосовуються також логарифмічні частотні характеристики (ЛЧХ):

ЛАЧХ - логарифмічна амплітудна частотна характеристика;

ЛФЧХ - логарифмічна фазова частотна характеристика;

ЛЧХ - це ті самі частотні характеристики системи, але побудовані в іншій системі координат:

· по вісі абсцис відкладають частоту в логарифмічному масштабі: на поділці, що відповідає значенню lg((), пишуть значення (; одиницею виміру слугує декада - інтервал, на якому частота змінюється в десять разів;

· по вісі ординат значення A(() відкладають у децибелах (дБ), а значення  ((()- у градусах або радіанах.

Логарифмічною амплітудною частотною характеристикою системи називають АЧХ цієї системи, виражену в децибелах і побудовану в логарифмічному масштабі частот.

ЛАЧХ та АЧХ зв’язані співвідношенням:

L(()= 20 lg A(() = 20 lg |W(j()|.


(2.35)

Логарифмічною фазовою частотною характеристикою САК називають залежність фази (, виражену в градусах чи радіанах, від частоти ( в логарифмічному масштабі.

ЛЧХ мають переваги перед звичайними АЧХ та ФЧХ: вони більш наочні та прості в побудові. Системи координат ЛАЧХ та ЛФЧХ показані на рис. 2.6.
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Приклад 2.4 Для умови прикладу 2.3 записати комплексну передавальну функцію W(j(). Визначити і побудувати частотні характеристики: амплітудно-частотну (АЧХ); фазову частотну (ФЧХ); амплітудно-фазову частотну (АФЧХ); логарифмічну амплітудно-частотну (ЛАЧХ).

Змінюємо в функції 
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 змінну s на j( і отримуємо комплексну передавальну  функцію:
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Тобто, дійсна частотна функція 
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, уявна частотна функція  
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Амплітудна частотна функція:
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Фазова частотна  функція: 
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Логарифмічна   амплітудна частотна  функція: 
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Відповідні характеристики наведені на рис. 2.7.
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Отже, після вивчення попереднього матеріалу можна зробити такий висновок.

Класичний метод дослідження лінійних САК ґрунтується на складанні та подальшому розв’язку диференціальних рівнянь, що зв’язують вихідну координату y(t) з вхідним впливом x(t).  Диференціальні рівняння - це перша форма математичної моделі САК. Через складність реальних систем і впливів складання та розв’язок цих рівнянь є складною задачею, яка потребує застосування ЕОМ.

Мета дослідження спрощується при введенні другої форми математичної моделі - передавальної функції за Лапласом, оскільки перетворення Лапласа дозволяє замінити диференціальні рівняння на алгебраїчні.

Третя форма математичної моделі - частотні характеристики - дозволяють розв’язувати алгебраїчні рівняння графічно, що також спрощує задачу. Крім того, частотні характеристики дають ясне фізичне тлумачення властивостей системи.

2.5 Типові динамічні ланки та їх характеристики

Поняття динамічної ланки

Реальні САК - це дуже складні системи, до складу яких входять різноманітні елементи. Це робить задачу аналізу та синтезу САК дуже складною. Тому в курсі ТАК вводиться поняття динамічної ланки – математичної частини системи (незалежно від фізичної природи та конструкції), що описується рівнянням певного типу. Це дозволяє звести багато різних реальних елементів САК до обмеженого числа типових ланок, а всі реальні САК розглядати як системи, що складаються із з’єднаних між собою типових ланок.

Рівняння реальних елементів систем керування складають на основі фізичних законів, які математично описуються рівняннями не вище другого ступеня. Тому типовою динамічною ланкою називають частину системи, яку можна описати диференціальним рівнянням не вище другого ступеня.

До такого визначення можна підійти й математично.

У передавальній функції (2.23) системи коефіцієнти aj та bj визначаються параметрами цієї системи, тому вони можуть бути тільки дійсними, а значить, співмножники чисельника та знаменника можна розкласти на лінійні та квадратичні множники:

k; ks; k/s; k/(as+b); k/(as2 + bs + c); as + b; as2 +bs + c. 

Тому передавальну функцію W(s) можна записати як добуток простих множників і простих дробів.

Звідси можна дати ще одне визначення елементарної або типової динамічної ланки:
типовою динамічною ланкою називається елемент системи, передавальна функція якого має вигляд простого множника чи простого дробу.

У курсі ТАК виділяють ланки: пропорційну, інтегруючу, диференціальну, аперіодичну, коливальну, консервативну, форсуючу першого та другого порядку, ланку запізнення та деякі інші ланки. 

Пропорційна ланка

Пропорційною (підсилювальною, безінерційною) називається ланка, яка описується рівнянням:

y(t) = k(x(t),




(2.36)

де k - коефіцієнт пропорційності (підсилення).

Використовуючи властивості перетворення Лапласа, запишемо операційне рівняння: Y(s)=k(X(s). Звідси передавальна функція ланки за Лапласом:

W(s) = Y(s)/X(s) = k.

КПФ та частотні функції ланки мають вигляд:

W(j() = k; U(() =k; V(() = 0; 
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На рис. 2.8 побудовані відповідні частотні характеристики.

Часові функції та відповідні характеристики (рис. 2.9) мають вигляд:

h(t) = k(1(t);  w(t) = h'(t) = k(((t) = ((t).

Для пропорційної ланки характерна відсутність накопичувачів енергії, і тому вона миттєво копіює вхідний сигнал, змінюючи його за величиною в k разів.

Прикладами елементів, які можуть бути описані пропорційною ланкою, є: редуктори, трансформатори, підсилювачі, датчики тощо.
Ідеальних підсилювальних елементів не існує, але таким можна вважати елемент, інерційність якого не відбивається на поведінці САК.

Диференціальна ланка

Диференціальною називається ланка, яка описується рівнянням
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(2.37)

тобто вихідний сигнал пропорційний швидкості зміни вхідного сигналу.

Операційне рівняння та передавальна функція ланки:

Y(s) = k(s(X(s); W(s) = k(s.

Частотні функції мають вигляд:

W(j() = k(j(; U(() = 0; V(() = k((; A(() = k((;  ((() = arctg (k((/0) =  

= arctg ( = (/2 (рис. 2.10).

Зсув фази не залежить від частоти і дорівнює (/2. АФЧХ ланки співпадає з додатною уявною піввіссю.

Логарифмічна амплітудна частотна характеристика ланки:

L(() = 20lg A(()=20lg k(=20lg k+20lg (;

при ( = 1с-1      L(() = 20 lg k (дБ);

при ( = 10с-1    L(() = 20 lg k + 20 (дБ);

при ( = 100с-1  L(() = 20 lg k + 40 (дБ);

тобто ЛАЧХ являє собою пряму, що проходить через точку з координатами  ((=1c-1; L(()=20lgk) та має ухил +20дБ/дек (плюс двадцять децибел на декаду). Це вказує на те, що логарифмічна амплітуда збільшується на 20 дБ за одну декаду (рис. 2.11).

Часові функції та характеристики диференціальної ланки (рис. 2.12):

h(t) = k(1(t);   w(t) = h'(t) = k(((t) = ((t).

До диференціальних ланок можна віднести елементи автоматичних систем, у яких вихідна координата в усталеному режимі пропорційна похідній вхідного впливу, що змінюється, і дорівнює нулю, якщо цей вплив є постійним. Прикладами таких елементів можуть бути спідометр, тахогенератор (якщо вхідна величина - кут повороту вала).

Реальні диференціальні ланки є інерційними і тому описуються передавальними функціями вигляду:

W(s) = ks/(Ts+1),

де T - стала часу, що враховує інерційні властивості реальної диференціальної ланки. Чим менше значення Т, тим ближче властивості реальної ланки до властивостей ідеальної диференціальної ланки.

Інтегруюча ланка

Інтегруючою називається ланка, яка описується рівнянням
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(2.38)

Операційне рівняння і передавальна функція ланки: 

Y(s) = k(X(s)/s;  W(s) = k/s.

КПФ та частотні функції мають вигляд:

W(j()= k/j( = -j(k/(; U(() = 0; V(() = -k/(; A(() = k/(; 

((() = arctg(-() = -(/2 (рис. 2.13). 

Зсув фази не залежить від частоти і дорівнює -(/2. АФЧХ ланки співпадає з від'ємною уявною піввіссю.

Логарифмічна амплітудна частотна характеристика ланки:

L(() = 20 lg A(() = 20 lg k/(  = 20 lg k - 20 lg (;

при ( = 1с-1      L(() = 20 lg k (дБ);

при ( = 10 с-1   L(() = 20 lg k - 20 (дБ);

при ( = 100 с-1 L(() = 20 lg k - 40 (дБ);

тобто ЛАЧХ являє собою пряму, що проходить через точку з координатами  ((=1с-1; L(()=20lg k) та має ухил -20дБ/дек (мінус двадцять децибел на декаду). Вона перетинає вісь частот при ( = k (рис. 2.13 г).

Часові функції ланки: 
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Відповідні характеристики інтегруючої ланки побудовані на рис. 2.13.

Інтегруючі ланки відповідають елементам, в яких при постійному вхідному впливі встановлюється постійна швидкість зміни вихідної координати: безінерційний двигун постійного струму з незалежним збудженням (ДПС НЗ), якщо вихідна величина - кут повороту; редуктор, у якого вхідна величина - кутова швидкість, а вихідна - кут повороту вала.

З принципу дії інтегруючої ланки витікає одна дуже важлива її властивість: інтегруюча ланка має "пам'ять по положенню". Якщо, наприклад, у момент часу t0 від безінерційного двигуна постійного струму відключити управляючу напругу uвх=х, то двигун зупиниться  і зафіксує деяке постійне значення кута повороту ротора y=(вих (запам'ятає положення вихідної координати на момент часу вимикання напруги).

Наведене вище стосується ідеальної інтегруючої ланки. Реальні елементи систем керування є інерційними, тому передавальна функція реального інтегратора  має вигляд:

W(s) = k/[s(Ts+1)],

де Т – стала часу, що враховує інерційні властивості реальної інтегруючої  ланки.

Аперіодична ланка

Аперіодичною називається ланка, яка описується рівнянням першого ступеня:
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(2.39)

Цю ланку називають також інерційною. Вона характеризується двома параметрами: сталою часу T (інерційні властивості ланки) та коефіцієнтом передачі k (підсилювальні властивості).

Операційне рівняння має вигляд:

TsY(s) + Y(s) = kX(s); (Ts + 1)Y(s) = kX(s);

звідси передавальна функція ланки:

W(s) = k/(Ts + 1).

Частотні функції ланки мають вигляд:
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[image: image48.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image49.wmf]).
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При зміні ( від 0 до (, ((() змінюється від 0 до - (/2; ((1/Т) = - (/4.

АФЧХ ланки являє собою півколо діаметра k (рис. 2.14).


Побудуємо ЛАЧХ аперіодичної ланки.
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при ( << 1/T (зона низьких частот) під коренем можна знехтувати другим доданком, а при ( >> 1/T (зона високих частот) - першим доданком, тобто
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Обидві прямі перетинаються в точці, яку можна знайти із виразу:
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Звідси  lgT( = 0; T( = 1; ( = 1/T.

Частота ( = 1/T, в якій перетинаються дві прямі (асимптоти), називається частотою спряження.

Частота, при якій ЛАЧХ перетинає вісь частот (L=0 дБ), називається частотою зрізу (зр. Для цієї частоти маємо:
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Звідси  A2/A1 = 1, тобто A2=A1: на частоті зрізу амплітуди вхідного та вихідного сигналів рівні між собою.

Побудована за таких припущень ЛАЧХ називається асимптотичною. Вона є наближеною. Точна та наближена ЛАЧХ найбільш сильно відрізняються в частоті спряження (відхилення досягає 3 дБ).

Логарифмічна фазова частотна характеристика асимптотично наближається до нуля при  ( ( 0  та до - (/2  при ( ( (.

Частотні характеристики ланки наведені на рис. 2.14.

Розв’язуючи рівняння ланки (2.39) при x(t)=1(t) та за нульових початкових умов (y(0) = 0), отримаємо перехідну функцію ланки (імпульсну перехідну функцію визначимо як похідну від перехідної функції):
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Відповідні характеристики наведені на рис. 2.15.

Аперіодична ланка відповідає елементам САК, які містять хоча б один накопичувач енергії (пружина, маса, що рухається, ємність, індуктивність і т.д.). Чим більша величина T, тим повільніше розсіюється енергія в аперіодичній ланці.

Прикладами елементів, що описуються аперіодичною ланкою, можуть слугувати RC- ланцюг (рис. 2.2), LC-ланцюг, ДПС НЗ великої потужності (з великою електромеханічною сталою часу Tм), якщо вихідна величина - кутова швидкість вала двигуна.

Коливальна ланка

Коливальною називається ланка, яка описується рівнянням другого ступеня
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(2.40)

де ( (ксі) - коефіцієнт затухання або демпфірування (0 < ( < 1).

Операційне рівняння: 
[image: image58.wmf]).
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Передавальна функція ланки:
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Частотні функції мають вигляд:
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При (=1/T амплітуда A(()=k/(2(), тобто для різних значень коефіцієнта затухання ( на частоті (=1/T, яку називають резонансною, амплітуда набуває значень від k/2 до ( (рис. 2.16, а: (1< (2< (3).
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Асимптотична ЛАЧХ побудована аналогічно ЛАЧХ аперіодичної ланки:
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У частоті спряження (=1/Т при малих значеннях коефіцієнта затухання асимптотична ЛАЧХ дуже відрізняється від точної ЛАЧХ.

Частотні характеристики наведені на рис. 2.16.


Розв’язуючи рівняння (2.40) ланки при x(t)=1(t) та за нульових початкових умов (y(0)=0; y'(0)=0), отримаємо перехідну функцію ланки:
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де  
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Перехідна характеристика має вигляд затухаючих коливань, усталене значення яких дорівнює коефіцієнту k (рис.2.17, а).

Імпульсна перехідна функція ланки(рис.2.17, б):
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До коливальних ланок належать елементи САК, що містять два накопичувачі енергії, в одному з яких накопичується потенціальна енергія, а в іншому - кінетична. Окрім того, має бути елемент, що розсіює цю енергію, тобто канал, по якому накопичувачі обмінюються енергією. Мірою витрати енергії в каналі обміну і є коефіцієнт затухання (: зі збільшенням витрат збільшується (; зі зменшенням ( збільшується коливальність процесу.

Прикладами пристроїв, що описуються коливальною ланкою, можуть бути: ДПС НЗ малої потужності, в якого електромеханічна постійна часу Tм  досить мала порівняно з електромагнітною Tе (Tм < 4 Tе); RLC–контур (рис. 2.18) (L - накопичувач кінетичної енергії, C - накопичувач потенціальної енергії, R - елемент, на якому розсіюється теплова енергія); вантаж на пружині (пружина - накопичувач потенціальної енергії; маса, що рухається, - накопичувач кінетичної енергії, розсіювання відбувається в демпфері).

Консервативна ланка

Якщо опір каналу обміну енергії дорівнює нулю, тобто (=0, то коливальна ланка вироджується в консервативну (резонансну) ланку, рівняння якої має вигляд: 
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(2.41)

Цьому рівнянню відповідає передавальна функція
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Частотні функції ланки: 
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Із цих виразів видно, що АЧХ на частоті 
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 має розрив, а ФЧХ - східчасто змінює своє значення з 0 на -( (рис. 2.19).

Перехідна функція ланки:
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Перехідна характеристика (рис.2.20,а) має вигляд незатухаючих гармонічних коливань навколо значення k .

Імпульсна перехідна функція:


[image: image77.wmf]T

t

sin

T

k

)

t

(

h

)

t

(

w

=

=

&

.
Відповідна характеристика також має вигляд незатухаючих гармонічних коливань, але навколо нуля (рис. 2.20,б).


Аперіодична ланка другого порядку

Якщо коефіцієнт затухання ((1, то передавальну функцію коливальної ланки можна привести до вигляду:
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(2.42)
де 
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Цю ланку можна уявити як послідовне з’єднання двох аперіодичних ланок першого порядку, тому вона не належить до числа елементарних ланок.

Відмітимо, що аперіодичною ланкою другого порядку може бути описаний ДПС НЗ середньої потужності, для якого Tм( 4Tе.

Форсуюча ланка

Форсуючою називається ланка, яка описується рівнянням
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(2.43)
Операційне рівняння і передавальна функція:

Y(s) = k(TsX(s) + X(s));  W(s) = k(Ts + 1).

Частотні функції:
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АФЧХ являє собою пряму, що паралельна уявній вісі та перетинає дійсну вісь у точці U = k. Частотні характеристики наведені на рис. 2.21.

Часові функції форсуючої ланки:
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Форсуюча ланка другого порядку
Ланка описується рівнянням:
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(2.44)

і має передавальну функцію:
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ЛАЧХ та ЛФЧХ ланки наведені на рис. 2.22.

Форсуючі ланки першого та другого порядку не можна реалізувати практично, а реальні форсуючі ланки обов’язково містять аперіодичні або коливальні. Наприклад, ланка, яку називають ланкою швидкого реагування, має передавальну функцію 
[image: image89.wmf].
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Ланка запізнення
Ланка запізнення описується рівнянням 

y(t) = kx(t - (),




(2.45)

де k - коефіцієнт передачі, ( - час запізнення.

Використовуючи теорему запізнення (2.11) запишемо передавальну функцію ланки:
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Частотні функції ланки:
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 A(() = k;  ((() = -((.

Фізичний зміст фазової частотної характеристики - перекручення інформації, що передається.

АФЧХ являє собою коло з центром у початку координат і радіусом k.

Часові функції мають вигляд:

h(t) = k(1(t - ();  w(t) = k(((t - () = ((t - ()  .

Характеристики ланки запізнення наведені на рис. 2.23.
До ланок запізнення можна віднести:

- лінії радіозв’язку (( - час проходження сигналу);

- довгий трубопровід (( - час розповсюдження тиску);

- транспортер (( -  час перевезення вантажу).

Немінімально-фазові ланки

Ланка запізнення належить до числа ланок немінімально-фазового типу. Ланка називається немінімально-фазовою, якщо хоча б один нуль чи полюс її передавальної функції має додатну дійсну частину (рівняння мають від'ємні коефіцієнти).

Немінімально-фазові ланки, що мають полюси з додатною дійсною частиною називають нестійкими. Прикладами нестійких немінімально-фазових елементарних ланок є ланки з передавальними функціями:
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 (нестійка аперіодична ланка);
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 (нестійка коливальна ланка).

Стійкі немінімально-фазові ланки мають нулі з додатною дійсною частиною:
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Для немінімально-фазової ланки характерно, що в неї зсув фази за модулем більше, ніж у мінімально-фазової ланки, що має рівноцінну з нею АЧХ.

Приклад 2.5 Визначити, якою типовою динамічною ланкою може бути описаний  двигун постійного струму з незалежним збудження, рівняння якого отримано в прикладі 2.1. Від чого це залежить?

Рівняння має вигляд:

ТмТе d2((t)/dt2 + Тм d((t)/dt +((t) = Kд u(t).

Позначимо ТмТе=Т2; Тм=2(Т, тоді рівняння можна записати у вигляді:
Т2(d2((t)/dt2 + 2(Т(d((t)/dt +((t) = Kд u(t).
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 - відносний коефіцієнт затухання, від значення якого залежить характер ланки (значення ( залежить від співвідношення електромагнітної та електромеханічної сталих часу, тобто від характеристик двигуна, зокрема, його потужності).

Якщо ((1, то рівнянню двигуна відповідає передавальна функція коливальної ланки:

W(s)=Kд/(Т2s2+2(Ts+1).

Цей випадок є характерним для двигунів малої потужності, що використовуються в приладних слідкуючих системах.

Якщо ((1, (двигуни середньої потужності) то передавальну функцію можна подати у вигляді аперіодичної ланки другого порядку:
 W(s)=Kд/[(Т1s+1)(T2s+1)], або W(s)(Kд/[(Тмs+1)(Tеs+1)],

де 
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Якщо (((1, тобто Тм((Те (двигуни великої потужності) то електромагнітною сталою часу Те можна знехтувати і тоді рівняння двигуна записати у вигляді:

Тм(d((t)/dt +((t) = Kдu(t). 

Відповідна передавальна функція: W(s)=Kд/(Tмs+1). А значить, у цьому випадку ДПС НЗ описується аперіодичною ланкою першого порядку.

Двигуни малої потужності можуть мати дуже малі сталі часу Тм і Те, тому в деяких випадках можна прийняти Тм(Те(0. Тоді рівняння перетворюється на рівняння пропорційної ланки: ((t) = Kд u(t), якому відповідає передавальна функція W(s)=Kд.

У додатку Б наведені передавальні функції деяких елементів систем автоматичного керування (таблиця Б.1), а також деяких типових об’єктів керування (таблиця Б.2). 
2.6 Структурні схеми лінійних систем

Структурною схемою називається графічне зображення математичної моделі САК у вигляді з’єднання ланок. Структурна схема відображає динамічні властивості системи. Її задача - у найбільш наочній формі показати математичну сторону перетворення сигналів окремими елементами та всією системою в цілому.

Структурна схема може бути отримана із функціональної, якщо відомі передавальні функції (або диференціальні рівняння) та параметри елементів, що входять до  складу системи.

Ланка на структурній схемі може відображати математичну модель елемента, групи елементів чи частини одного елемента.

Динамічну ланку зображують у вигляді прямокутника з наведенням вхідних і вихідних величин, а також передавальної функції всередині його. Причому вхідну та вихідну величини записують у вигляді зображень, якщо передавальні функції задають у формі зображень, чи у вигляді оригіналу, якщо передавальна функція задається в операторній формі (рис.2.24).


Правила перетворення структурних схем

При визначенні передавальної функції системи використовують ряд правил перетворення структурних схем. Розглянемо основні з них.

Послідовне з’єднання ланок. При послідовному з’єднанні вихідна величина кожної попередньої ланки є вхідною величиною подальшої ланки (рис. 2.25).

Рівняння ланок в операційній формі:

X1 = W1(X0; X2 = W2(X1;  X3 = W3(X2.
Виключивши із цих рівнянь проміжні змінні X1, X2, отримаємо:

X3 = W1(W2(W3( X0.
Звідси
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Передавальна функція системи послідовно з’єднаних ланок дорівнює добутку передавальних функцій усіх ланок, що входять до складу з’єднання.

Паралельне з’єднання ланок. При паралельному з’єднанні ланок на вхід усіх ланок подається один і той самий сигнал, а вихідні величини додаються (рис. 2.26).

Рівняння ланок мають вигляд:

X1 = W1(X0;  X2 = W2(X0;   X3 = W3(X0;

звідси отримуємо:

X = X1+X2+X3 = X0(W1+W2+W3);

W = W1+W2+W3 =
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Передавальна функція паралельно з’єднаних ланок дорівнює алгебраїчній сумі передавальних функцій усіх ланок, що входять до з’єднання.

Ланка, охоплена зворотним зв’язком. Якщо вихідний сигнал ланки через будь-яку іншу ланку подається на його вхід, то вважають, що ланка охоплена зворотним зв’язком. При цьому, якщо сигнал зворотного зв’язку x1 віднімається від вхідного сигналу x0, то зворотний зв’язок називається від’ємним. Якщо сигнали x0 і x1 додаються, то зворотний зв’язок - додатний. 
Якщо зворотний зв’язок від’ємний, то

X = Wп( (; X1 = Wзз(X; ( = X0 – X1, 

де Wп - передавальна функція прямого ланцюга;

 Wз.з.- передавальна функція зворотного зв’язку (рис. 2.27 а).

Звідси отримаємо:

X = Wп(X0–X1) = Wп Xo -  WпWззX;

X (1+WпWзз) = Wп Xo.

отже, передавальна функція Wз замкнутого ланцюга дорівнює:
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Передавальна функція ланки, охопленої від’ємним зворотним зв’язком, дорівнює дробу, в чисельнику якого записується передавальна функція прямого ланцюга (ланки, що охоплюється), а в знаменнику - сума одиниці та добутку передавальних функцій прямого ланцюга та ланки зворотного зв’язку.

Якщо зворотний зв’язок додатний, то аналогічно можна отримати:
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Якщо передавальна функція зворотного зв’язку Wзз = 1, то зворотний зв’язок називається одиничним (рис. 2.27 б). Тоді формули (2.48) та (2.49) можна записати:
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Існує ще ряд правил перетворення структурних схем, які дозволяють у багатоконтурних системах позбавитись зворотних зв’язків, що перехрещуються. Наприклад, перенесення суматора через ланку назад і вперед, перенесення вузла через ланку, перестановка вузлів і суматорів. Деякі з цих правил наведені в таблиці 2.2.

Таблиця 2.2

Основні правила перетворення структурних схем

	Вид перетворення
	Початкова схема
	Еквівалентна схема

	Перенесення суматора через ланку назад


	
	

	Перенесення суматора через ланку вперед


	
	


	Перенесення вузла через ланку назад


	
	


Продовження таблиці 2.2

	Перенесення вузла через ланку вперед


	
	

	Перенесення вузла через суматор назад


	
	

	Перенесення вузла через суматор уперед


	
	


Обчислення передавальної функції одноконтурної системи

Розглянемо одноконтурну систему (рис. 2.28). Ділянку за ходом сигналу від точки прикладення вхідного впливу X до точки знімання вихідного сигналу називають прямим ланцюгом (рис. 2.28 а).
Позначимо її передавальну функцію Wn:

Wп = W0 (W1 (W2 .

Ланцюг із послідовно з’єднаних ланок, що входять у замкнутий контур, називають розімкнутим ланцюгом (рис. 2.28 б). Його передавальна функція:

W = W1 (W2 (W3 .

При визначенні передавальної функції замкнутої системи за керуючим впливом Х збурення f дорівнюємо нулю: f=0. Тоді отримуємо:
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(2.51)
Передавальна функція замкнутої системи з від’ємним зворотним зв’язком дорівнює передавальній функції прямого ланцюга, поділеній на одиницю плюс передавальна функція розімкнутого ланцюга.

За цим правилом можна також визначити передавальну функцію замкнутої системи за збуренням f (керуючий вплив Х дорівнює нулю). Структурну схему для цього випадку наведено на рис. 2.29. Відповідно до цієї схеми запишемо:
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(2.52)
Для замкнутої системи можна також записати передавальні функції помилки за керуючим впливом W(x і за збуренням W(f . При цьому вихідною величиною є помилка керування (, а вхідною - керуючий вплив Х чи збурення f відповідно (рис. 2.30):

W(x = (/X = W0/(1+W);  W(f  = (/f = W4W3/(1+W)

(2.53)

Приклад 2.6  На рис. 2.31 наведена функціональна схема слідкуючої системи з потенціометричним вимірювальним пристроєм.


Рис. 2.31- Функціональна схема слідкуючої системи з потенціометричним вимірювальним пристроєм

Задані передавальні функції окремих елементів системи:

W1(s)=K1 - потенціометричного вимірювального пристрою (ПВП); 

W2(s)=K2 - електронного підсилювача (ЕП);

W3(s)=K3/(Т1s+1) - тиристорного перетворювача (ТП);

W4(s)=K4/[(Т2s+1)(T3s+1)] - двигуна постійного струму з незалежним збудженням (ДПС НЗ);

W5(s)=K5/s - редуктора (РЕД).

Скласти структурну схему системи, записати передавальну функцію розімкнутої САК Wр(s), замкнутої САК Wз(s), передавальну функцію помилки Wп(s).

Структурну схему отримуємо, записавши в прямокутниках передавальні функції відповідних елементів системи. При цьому замість функцій часу на схемі запишемо їх зображення за Лапласом (рис. 2.32).

До складу системи входять: дві пропорційні ланки, аперіодична першого порядку, аперіодична другого порядку та інтегруюча. Всі вони з'єднані послідовно.


Рис. 2.32 - Структурна схема слідкуючої системи

Вхідною величиною для розімкнутої системи є сигнал розузгодження ((s), вихідною - ((s). Передавальна функція розімкнутої САК визначається як добуток окремих передавальних функцій:

Wр(s)=((s)/((s)=W1(s)W2(s)W3(s)W4(s)W5(s)=

= K1K2K3 К4K5/[(Т1s+1)(Т2s+1)(T3s+1)s].

Позначимо  К = K1K2K3K4K5 - коефіцієнт підсилення розімкнутої системи, тоді можна записати: Wр(s) = К/[(Т1s+1)(Т2s+1)(T3s+1)s].

Зворотний зв'язок є одиничним від'ємним, тому за формулою (2.50) отримуємо передавальну функцію замкнутої САК:

Wз(s)=((s)/((s)= Wр(s)/[1+ Wр(s)] = К/[(Т1s+1)(Т2s+1)(T3s+1)s+К].

При визначенні передавальної функції помилки за вхідну величину візьмемо ((s), а вихідну - ((s), тоді за формулою (2.53) запишемо:

Wп(s)=((s)/((s)=1/[1+Wр(s)]= [(Т1s+1)(Т2s+1)(T3s+1)s]/[(Т1s+1)(Т2s+1)(T3s+1)s+К].

Обчислення передавальної функції багатоконтурної системи

Для обчислення передавальної функції багатоконтурної системи необхідно перестановкою та переносом вузлів і суматорів позбавитися зв’язків, що перехрещуються. Потім перетворити її на одноконтурну систему, використовуючи правила перетворення структурних схем, та обчислити передавальну функцію за відомими правилами для одноконтурної системи.

Приклад 2.7 Використовуючи правила перетворення структурних схем визначити передавальну функцію Wз замкнутої системи, структурна схема якої наведена на рис. 2.33.


Ланки W2 і W3  з'єднані паралельно, тому їх еквівалентна передавальна функція дорівнює сумі, тобто W2,3 = W2+W3 . Ця ланка послідовно з'єднана з W1 тоді

W1-3 = W1(W2+W3).

Щоб позбавитися зв'язків, що перехрещуються, перенесемо вузол 2 через ланку W6 вперед.  При цьому в ланцюг головного зворотного зв'язку необхідно ввести ланку з передавальною функцією 1/W6. (рис. 2.34 а).

Ланки W5 і W6 з'єднані послідовно, тому W5,6=W5W6. Ця ланка охоплена від'ємним зворотним зв'язком W7. Тому еквівалентна передавальна функція має вигляд:

W5-7=W5W6/[1+W5W6W7].

Отримали структурну схему одноконтурної системи (рис.2.34 б), передавальна функція якої може бути визначена за формулою (2.48):

Wз= [W1-3 W5-7]/[1+ W1-3 W5-7W8/W6]
2.7 Частотні характеристики системи

При дослідженні та проектуванні САК звичайно використовують АФЧХ, ЛАЧХ та ЛФЧХ розімкнутої системи.

Передавальні функції розімкнутих САК можна перетворити до вигляду:
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де Wi(s) - передавальні функції елементарних ланок.

Тоді модулі та аргументи частотних передавальних функцій системи і ланок відповідно до правила модулів та аргументів комплексних чисел зв’язані між собою співвідношеннями:
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За цими співвідношеннями можна побудувати АФЧХ розімкнутої САК: розрахувати АЧХ і ФЧХ окремих ланок за відомими формулами, АЧХ системи обчислити як добуток АЧХ ланок, а ФЧХ системи обчислити як суму ФЧХ окремих ланок.

Із (2.55) випливає, що 
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де L(() = 20lgA((), Li(() = 20lgAi(()  - логарифмічні амплітудні частотні функції системи та окремих ланок.

Звідси випливає правило побудови асимптотичної ЛАЧХ розімкнутої САК: 

обчислити частоти спряження (і = 1/Ті , де 
[image: image108.wmf]T
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 - сталі часу окремих ланок; обчислені частоти спряження (i відмітити вертикальними пунктирними лініями;

обчислити коефіцієнт підсилення розімкнутої САК у дБ:  20lg k, де k - коефіцієнт підсилення системи; відкласти величину 20lg k на частоті  ( =1c-1;

через точку з координатами ((=1c-1; L=20lgk) провести першу асимптоту з нахилом  -((20 дБ/дек (( - ступінь астатизму САК, що визначається як різниця між числом інтегруючих та диференціальних ланок); її проводять до першої частоти спряження (1;

побудувати другу асимптоту від кінця першої асимптоти до частоти спряження 
[image: image109.wmf]2

w

, причому її нахил змінюється на +20; -20; +40; -40 дБ/дек залежно від того, є (1 частотою спряження форсуючої, аперіодичної, форсуючої другого порядку чи коливальної ланки відповідно;

кожну подальшу асимптоту побудувати аналогічно другій.

Якщо будь-яка частота спряження є кратною, а її кратність дорівнює q, тобто є q однакових елементарних ланок, то зміна нахилу на цій частоті в q разів більше, ніж на відповідній простій частоті.

Приклад 2.8  Побудувати ЛАЧХ розімкнутої САК, передавальна функція якої має вигляд:
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k=100; T1=10c (аперіодична ланка); T2=1c (форсуюча ланка); 
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(коливальна ланка).

Обчислюємо 20lg k = 20lg100=40 дБ і відмічаємо цю точку на частоті (=1с-1. 

Оскільки в знаменнику s в першому ступені, тобто є одна інтегруюча ланка, то система астатична першого ступеня і перша асимптота має нахил  -20 дБ/дек (-1).

 У першій частоті спряження (1=1/Т1 = 0,1 с-1 нахил змінюється на -20 дБ/дек і стає рівним -40 дБ/дек (-2). У другій частоті спряження (2=1/Т2 = 1 с-1  нахил змінюється на +20 дБ/дек і стає рівним -20 дБ/дек (-1). У третій частоті спряження (3=1/Т3 = 10 с-1 нахил ЛАЧХ змінюється на -40 дБ/дек і стає рівним -60 дБ/дек (-3).

Асимптотична ЛАЧХ розімкнутої САК наведена на рис.2.35.

Приклад 2.9 Побудувати логарифмічні частотні характеристики ЛАЧХ і ЛФЧХ розімкнутої системи, передавальна функція якої визначена в прикладі 2.6:

Wр(s)=k/[(Т1s+1)(Т2s+1)(T3s+1)s].

Значення коефіцієнта k і сталих часу Ті: k=100 с-1; Т1= 0,003с; Т2=0,02с; Т3=0,833с. Задачу розв'язати за допомогою пакета програм MATLAB.


Для розв'язування задачі необхідно виконати моделювання розімкнутої системи, яка містить чотири динамічні ланки, з'єднаних послідовно: одну інтегруючу і три аперіодичні (коефіцієнт підсилення k можна віднести до будь-якої ланки, прийнявши для всіх інших коефіцієнт рівним одиниці). Схема моделі, що отримана за допомогою пакета MATLAB/Simulink, наведена на рис. 2.36.

Рис. 2.36 - Робоче вікно Simulink зі схемою моделі системи

Розрахунок і побудову частотних характеристик виконаємо за допомогою функції Tools робочого вікна Simulink.

На рис. 2.37 наведені логарифмічні частотні характеристики розімкнутої системи, побудовані за допомогою пакета МАТLAB: ЛАЧХ (верхня) і ЛФЧХ (нижня).

Слід мати на увазі, що побудована ЛАЧХ є точною, а не асимптотичною. Асимптотичну ЛАЧХ легко побудувати за наведеним вище правилом (приклад 2.8). Логарифмічну фазову частотну характеристику також можна розрахувати без допомоги MATLAB за формулою (2.56):

((() =  -90(- arctg(T1()- arctg(T2()- arctg(T3()  =

=  -90(- arctg(0.003()- arctg(0.02()- arctg(0.833().
Рис. 2.37 - Логарифмічні частотні характеристики системи

Питання для самоперевірки:

1. Що таке математична модель системи?

2. Що таке рівняння динаміки, рівняння статики?

3. Що таке статична характеристика? Наведіть основні статичні характеристики.

4. Що таке лінеаризація? Якими методами вона виконується?

5. Запишіть перетворення Лапласа. У чому його сутність?

6. Запишіть основні властивості перетворення Лапласа.

7. Для чого використовується теорема розкладу?

8. Які форми запису диференціальних рівнянь використовують у ТАК?

9. Що таке передавальна функція за Лапласом?

10. Що таке характеристичне рівняння системи?

11. Як пов’язані між собою передавальна та перехідна функції? 

12. Запишіть перетворення Фур’є. У чому його сутність?

13. Що таке комплексна передавальна функція?

14. Які частотні функції вам відомі? Поясніть їх фізичний зміст.

15. Як будується АФЧХ системи за відомою передавальною функцією?

16. Що таке логарифмічні частотні характеристики? У якій системі координат вони будуються?

17. Які форми математичної моделі САК ви знаєте?

18. Що таке типова динамічна ланка?

19. Яка ланка називається пропорційною, інтегруючою, диференціальною, аперіодичною?

20. Запишіть передавальні функції пропорційної, інтегруючої, аперіодичної, диференціальної ланки. Побудуйте їх часові та частотні характеристики.

21. Наведіть приклади елементів САК, які описуються переліченими ланками.

22. Яка ланка називається коливальною, консервативною, форсуючою, ланкою запізнення?

23. Запишіть передавальні функції перелічених ланок. Побудуйте їх часові та частотні характеристики.

24. Наведіть приклади елементів САК, які описуються переліченими ланками.

25. Які ланки називаються немінімально-фазовими? Наведіть їх передавальні функції.

30. Що таке структурна схема? Як позначаються її основні елементи?

31. Як визначається передавальна функція послідовно з’єднаних ланок? Паралельно з’єднаних ланок? Як визначається передавальна функція ланки, охопленої зворотним зв’язком?

32. Як обчислюється передавальна функція замкнутої одноконтурної системи?

33. Як обчислюється передавальна функція багатоконтурної системи?

34. Як будується асимптотична ЛАЧХ системи при послідовному з’єднанні ланок?
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Рис. 2.30 - Перетворені структурні схеми САК до визначення передавальної функції помилки: за керуючим впливом а), за збуренням б)
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Рис. 2.35 - Асимптотична ЛАЧХ розімкнутої САК
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Рис. 2.1- Деякі типові статичні характеристики елементів:


а) лінійна; б) обмеження лінійності за виходом; в) обмеження лінійності за виходом із зоною нечутливості; г) ідеальна релейна характеристика
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Рис. 2.2 - Схема чотириполюсника
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Рис. 2.5 - Амплітудно-фазова частотна характеристика
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Рис. 2.6 - Системи координат логарифмічних частотних характеристик ЛАЧХ (а) та ЛФЧХ (б)





Рис. 2.7 - Частотні характеристики: АЧХ(а), ФЧХ (б), ЛАЧХ (в), АФЧХ (г)
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Рис. 2.8 - Частотні характеристики пропорційної ланки: АЧХ(а), ФЧХ (б), АФЧХ (в)
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Рис. 2.10 - Частотні характеристики диференціальної ланки: АЧХ(а), ФЧХ (б), АФЧХ (в)
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Рис. 2.9 - Перехідна (а) та імпульсна перехідна (б) характеристики пропорційної ланки





Рис. 2.11 - ЛАЧХ диференціальної


ланки
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Рис. 2.12 - Перехідна (а) та імпульсна перехідна (б) характеристики диференціальної ланки
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Рис. 2.14 - Частотні характеристики аперіодичної ланки:


АЧХ (а); ФЧХ (б); АФЧХ (в); ЛАЧХ (г); ЛФЧХ (д)
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Рис. 2.15 - Перехідна (а) та імпульсна перехідна (б) характеристики аперіодичної ланки
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Рис.2.16 - Частотні характеристики коливальної ланки:


АЧХ (а); ФЧХ (б); АФЧХ (в); ЛАЧХ (г); ЛФЧХ (д)
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Рис. 2.17 - Перехідна (а) та імпульсна перехідна (б) характеристики коливальної ланки





t





0





w(t)





б)





k





t





0





h(t)





а)





L





 C





R





u1





u2





б)





(,с-1





(((),град





0





1/T





в)





а)





А(()





(,с-1





0





jV





0  





-180





 (=0





(





Рис.2.19 - Частотні характеристики консервативної ланки:


АЧХ (а); ФЧХ (б); АФЧХ (в)
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Рис. 2.20 - Перехідна (а) та імпульсна перехідна (б) характеристики консервативної ланки
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Рис.2.21 - Частотні характеристики форсуючої ланки: АЧХ (а); ФЧХ (б); АФЧХ (в); ЛАЧХ (г)
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Рис. 2.22 - ЛАЧХ (а) та ЛФЧХ (б) форсуючої ланки другого порядку
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Рис. 2.23 - Характеристики ланки запізнення: АЧХ (а); ФЧХ (б); АФЧХ (в); перехідна (г); імпульсна перехідна (д)
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Рис. 2.24 - Зображення ланки на структурній схемі
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Рис. 2.25 - Послідовне з’єднання ланок
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Рис. 2.26 - Паралельне з’єднання ланок





Рис. 2.27 - а) Ланка, охоплена зворотним зв’язком;	б) ланка, охоплена одиничним зворотним зв’язком
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Рис. 2.28 - Структурна схема одноконтурної системи
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Рис. 2.34 - Перетворення структурної схеми системи
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Рис. 2.29 - Перетворена структурна схема САК до визначення передавальної функції за збуренням
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Рис. 2.33 - Структурна схема багатоконтурної системи


зі зв'язками, що перехрещуються
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Рис. 2.18 –  RLC контур
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Рис. 2.4 - До пояснення фізичного змісту частотних характеристик
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Рис. 2.13 - Частотні та часові характеристики інтегруючої ланки: АЧХ (а); ФЧХ (б); АФЧХ (в); ЛАЧХ (г); перехідна (д), імпульсна перехідна (е)
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