6 ДОСЛІДЖЕННЯ АВТОМАТИЧНИХ СИСТЕМ МЕТОДОМ

ПРОСТОРУ СТАНІВ

У попередніх розділах розглянуті методи аналізу і синтезу лінійних одномірних автоматичних систем (систем із однією керованою величиною) за допомогою диференціальних рівнянь, передавальних функцій, частотних характеристик. Більш складною задачею є дослідження систем з декількома зворотними зв’язками чи багатомірних систем.

Багатомірними системами чи системами багатозв’язного керування називаються автоматичні системи керування, в яких є декілька керованих величин. Відповідно до цього об’єкти, що мають декілька керованих величин, називають багатомірними об’єктами.

Прикладами багатомірних об’єктів можуть бути: літак, у якого керованими величинами є курс, кут крену, висота, швидкість; паровий котел, в якому регулюються температура, тиск пари тощо. Багатомірні системи також називають системами з багатомірним (векторним) виходом.

Багатомірні системи і об’єкти називають лінійними і стаціонарними, якщо вони описуються системою лінійних диференціальних рівнянь із постійними коефіцієнтами.

6.1 Рівняння багатомірних стаціонарних лінійних систем і об’єктів

 Нехай змінні y1, ... , у( позначають вихідні величини, u1, … , um – параметри керування, f1, … , fk – збурюючі впливи. Рівняння багатомірних стаціонарних лінійних систем і об’єктів у загальному випадку можна записати у вигляді системи:
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(6.1)

де aij(p), bij(p), cij(p) – стаціонарні лінійні оператори, тобто поліноми від оператора диференціювання з постійними коефіцієнтами.

У зображеннях за Лапласом за нульових початкових умов отримаємо систему алгебраїчних рівнянь:
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(6.2)

Для багатомірних систем зручною є матрична форма запису рівнянь.

Введемо до розгляду матриці

y 
[image: image3.wmf];
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B(p) = 
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  C(p) = 
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Тоді систему (6.1) у матричній формі можна записати:

A(p)y = B(p)u + C(p)f.



(6.3)

Аналогічно можна записати (6.2) у зображеннях за Лапласом у матричній формі:

A(s)Y(s) = B(s)U(s) + C(s)F(s),

(6.4)

де

Y(s) 
[image: image9.wmf];
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  U(s) = 
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B(s) = 
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  F(s) = 
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  C(s) = 
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У (6.3), після множення і додавання матриць, у правій і лівій частинах отримуємо матриці-стовпці. Дорівнявши їх відповідні елементи, отримаємо систему рівнянь (6.1). Аналогічно, після виконання вказаних операцій над матрицями рівняння (6.3) отримаємо систему (6.2).

Приклад 6.1 Система диференціальних рівнянь має вигляд:




(a0p + a1)y1 + a2y2 = b0pu1 + b1u2;




a3y1 + (a4p + a5)y2 = b2u2.

Записати цю систему у матричній формі.

Відповідно до (6.3) запишемо:

A(p)y = B(p)u,

де 
y 
[image: image15.wmf];
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Для опису багатомірних систем і об’єктів, як і у випадку одномірних систем, можна використовувати передавальні функції. Передавальною функцією 
[image: image19.wmf])
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за Лапласом за j-им параметром керування та і-им виходом називають відношення зображення за Лапласом вихідної величини уі до зображення вхідної величини uj за нульових початкових умов. За визначенням,


[image: image20.wmf]).
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(6.5)

Цю передавальну функцію можна обчислити таким чином. У системі (6.2) дорівнюємо нулю  зображення всіх збурюючих впливів, тобто Fj(s)=0,  із отриманої системи алгебраїчних рівнянь знаходимо рішення Yj(s), а потім ділимо його на Uj(s).

Аналогічно можна отримати передавальну функцію 
[image: image21.wmf])
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 за j-им збурюючим впливом та і-им виходом:


[image: image22.wmf]).
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(6.6)

У випадку багатомірних систем для їх повного опису необхідно мати ((m передавальних функцій за керуванням і ((k передавальних функцій за збуренням. Ці передавальні функції записують у вигляді матриць:

Wu(s) = 
[image: image23.wmf];
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  Wf(s) = 
[image: image24.wmf].
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(6.7)

Матриці (6.7) називають матрицями передавальних функцій або передавальними матрицями за керуванням і за збуренням відповідно.

Передавальні функції повністю описують багатомірні системи за нульових початкових умов. За їх допомогою рівняння (6.2), (6.4) багатомірної системи у зображеннях за Лапласом можна записати у вигляді:

Y(s) = Wu(s)U(s) + Wf(s)F(s).


(6.8)

Розглянемо способи обчислення передавальних матриць. Перший спосіб, наведений вище, ґрунтується на визначеннях (6.5) і (6.6). Другий спосіб ґрунтується на співвідношеннях:

Wu(s) = A-1(s) B(s); Wf(s) = A-1(s) C(s),

(6.9)

які можна отримати з рівнянь (6.4) і (6.8).

З курсу вищої математики відомо, що обернена матриця

A-1(s) =  
[image: image25.wmf].
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де Aij(s) – алгебраїчне доповнення елемента аij(s). Знак Т позначає операцію транспонування (заміну рядків відповідними стовпцями).

Приклад 6.2 Система диференціальних рівнянь системи має вигляд:

d2y1/dt2 + dy1/dt + y2 = u1 + f1;
dy1/dt + y1 + dy2/dt = u2 + f2.


Обчислити передавальні матриці Wu(s) і Wf(s).

У зображеннях за Лапласом за нульових початкових умов запишемо:

(s2 + s)Y1(s) + Y2(s) = U1(s) + F1(s);
(s + 1)Y1(s) + sY2(s) = U2(s) + F2(s).

У матричній формі ця система має вигляд:

A(s)Y(s) = B(s)U(s) + C(s)F(s),
де  A(s) = 
[image: image26.wmf];
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Знаходимо обернену матрицю A-1(s):

|A(s)| = (s2 + s)s – (s+1) = (s+1)(s2-1); A11= s; A12 = -(s+1); A21 = -1; A22 = s2 + s.

A-1(s) = 
[image: image29.wmf].
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Оскільки B(s) і C(s) – одиничні матриці, то відповідно до (6.9):

Wu(s) = Wf(s) = A-1(s).

Під час розгляду багатьох питань зручно записувати рівняння одномірних і багатомірних систем у вигляді нормальної системи.

Нормальною системою  або системою у нормальній формі Коші називають систему диференціальних рівнянь першого порядку, що розв’язані відносно похідних. Так, нормальною системою лінійних диференціальних рівнянь називають систему
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(6.10)

У матричній формі вона має вигляд:

x( = Ax + Bu + Cf,




(6.11)

де

 x
[image: image31.wmf];
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[image: image33.wmf];
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B=
[image: image36.wmf];
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[image: image37.wmf].
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Матриці-стовпці x, u і f  також називають векторами. Вектор х називають фазовим вектором або вектором стану, а його координати x1, …xn – фазовими координатами.  Вектор u називають вектором керування або просто керуванням, а його координати u1, … , um – параметрами керування. Вектор f називають вектором збурення або просто збуренням.

Розглянемо перетворення рівняння одномірної стаціонарної лінійної системи керування до нормальної системи.

Нехай система керування описується рівнянням:


[image: image38.wmf].
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(6.12)

Уведемо нові змінні:


[image: image39.wmf].
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(6.13)

Тоді з (6.12) і (6.13) можна записати:


[image: image40.wmf].
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(6.14)

Поєднуючи (6.13) і (6.14), отримаємо нормальну систему, що еквівалентна рівнянню (6.12):


[image: image41.wmf]ï
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(6.15)

Використовуючи (6.13), легко розв’язати систему (6.15), якщо відомий розв’язок рівняння (6.12), і навпаки, можна знайти розв’язок рівняння (6.12) за відомим розв’язком системи (6.15).

Приклад 6.3 Диференціальне рівняння системи: 
[image: image42.wmf].
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 Привести дане рівняння до нормальної системи.

Уведемо нові змінні: 
[image: image43.wmf].
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Тоді нормальна система має вигляд:


[image: image44.wmf]ï
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Аналогічно можна виконати перетворення у більш загальному випадку, коли система керування описується рівнянням:
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(6.16)

Для зручності коефіцієнти у правій частині рівняння пронумеровані в оберненому порядку. Крім того, рівняння (6.16) містить похідні вхідної величини u до n-го порядку включно. Якщо старша похідна вхідної величини менше n і дорівнює m, то це означає, що коефіцієнти bn = bn-1 = … = bm+1 = 0.

Нормальна система для цього випадку має вигляд:
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(6.17)
де коефіцієнти (і визначають із таких співвідношень:
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(6.18)


Вихідна змінна системи зв’язана з фазовими координатами співвідношенням

y = x1 + (0u.





(6.19)

6.2 Загальні відомості про метод змінних стану

У 1974 р. Г.Розенброком було закладено основи методу автоматизованого проектування САК, який дістав назву методу змінних стану.
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Метод базується на тому, що для розв’язання диференціального рівняння n-го порядку, яке характеризує динамічні процеси у системі (рис. 6.1), необхідно знати n початкових значень регульованої величини y та її похідних, а саме: 
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. Ці початкові умови визначають подальший рух системи.

Для характеристики внутрішнього стану системи вводять деякі абстрактні характеристики системи x1, x2, … , xn з початковими умовами x1(0), x2(0), … , xn(0), за допомогою яких з урахуванням дії керуючих впливів u1, u2, … , um можна однозначно визначити динамічні процеси у системі. Стан системи у довільний момент часу визначають за допомогою вектора стану x (див. 6.11). При застосуванні методу змінних стану виділяють поняття простору керувань, простору виходів і простору збурень. 

Метод можна застосовувати і для дослідження одномірних систем. 

Якщо вважати, що похідна dxi(t)/dt=
[image: image49.wmf]i
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залежить тільки від поточного стану системи, то САК можна описати системою диференціальних рівнянь першого порядку в нормальній формі Коші (6.10, 6.15), згідно з якими похідні змінних стану залежать від значення змінних, часу і керувань u. Ці рівняння називають рівняннями стану системи.  

В узагальненому спрощеному вигляді рівняння стану можна записати так:

x( = Ax + Bu;
y  = Cx,






(6.20)

де A – матриця стану розмірністю (n x n), яка визначає вільні й вимушені рухи системи; B – матриця керування (n x m), яка визначає взаємозалежність входу системи і змінних стану; C – матриця вихідних координат (( x n), яка визначає взаємозалежність вихідних величин системи і змінних стану.

Для складних об’єктів значне поширення дістала більш раціональна компактна векторно-матрична форма рівнянь стану:

x( = Ax + Bu;
y  = Cx + Du.





(6.21)

де матриця D ((xn) характеризує взаємозв’язок вихідних координат з керуванням, визначає безпосередній вплив керування на різні складові вихідних координат; для багатьох систем D = 0.

Структурну схему багатомірної системи, що відповідає наведеним рівнянням стану, наведено на рис. 6.2. Подвійні лінії відображають матрично-векторний характер математичної моделі системи.

Приклад 6.4 Записати систему рівнянь стану для прикладу 6.3 у матричній формі. Рівняння стану мають вигляд:
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Рівняння виходу: y1 = x1; y2 = x2; y3 = x3.

Записуємо відповідні матриці-стовпці змінних, матрицю стану A, матрицю керування B і матрицю вихідних координат C з урахуванням, що n = 3, m = 1, ( = 3:

x
[image: image51.wmf];

x

x

x

3

2

1

ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ë

é

=

 x(
[image: image52.wmf];

x

x

x

3

2

1

ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ë

é

=

&

&

&

 u=
[image: image53.wmf];

u

0

0

ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ë

é

 y
[image: image54.wmf];

y

y

y

3

2

1

ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ë

é

=

 A=
[image: image55.wmf];

6

,

1

8

,

4

8

1

0

0

0

1

0

a

a

a

a

a

a

a

a

a

33

32

31

23

22

21

13

12

11

ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ë

é

-

-

-

=

ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ë

é

 

B=
[image: image56.wmf];

6

0

0

b

b

b

31

21

11

ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ë

é

=

ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ë

é

 C=
[image: image57.wmf].

1

0

0

0

1

0

0

0

1

c

c

c

c

c

c

c

c

c

33

32

31

23

22

21

13

12

11

ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ë

é

=

ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ë

é


Тоді матрична форма рівнянь стану має вигляд:
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6.3 Знаходження аналогових моделей систем

Рівняння стану застосовують при математичному і аналоговому моделюванні динамічних елементів, результатом якого є відповідні перехідні процеси.

Розглянемо систему рівнянь
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(6.22)


Запишемо систему у векторно-матричній формі (6.20)

x( = Ax + Bu;
y  = Cx,
де
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Звідси видно, що до системи, яка описується рівнянням 4-го порядку, входять змінні стану х1 ( х4. Структурну схему системи для аналогового чи цифрового моделювання динамічних процесів наведено на рис. 6.3. Виходом кожного інтегратора є одна з вказаних змінних, а їх нумерація зростає справа наліво.  Безпосередньо за матрицею А можна визначити різні шляхи передачі сигналів, що спрощує отримання узагальненої форми подання математичних моделей елементів. 

Для перевірки правильності складання структурних схем слід користуватися правилами:

· елементи матриці А, що розташовані над головною діагоналлю, характеризують передачу сигналів по прямому ланцюгу зв’язку;

· діагональні елементи характеризують передачу сигналів по ланцюгах зворотних зв’язків інтеграторів;

· елементи матриці А, що розташовані під головною діагоналлю, характеризують передачу сигналів по всіх інших ланцюгах зворотних зв’язків;

· елементи векторів B визначають впливи входу на змінні стану;

· елементи вектора С указують частку вкладу сигналів стану до сигналу виходу системи.
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Приклад 6.5 Скласти рівняння стану чотириполюсника постійного струму (рис. 6.4) і побудувати схему для моделювання перехідних процесів.

Як координати (змінні) стану, виберемо напруги на конденсаторах, що характеризують накопичення кількості електрики, тобто x1 = uC1, x2 = uC2.
Тоді похідні змінних стану:


[image: image73.wmf].

i

C

1

u

x

,

i

C

1

u

x

2

C

2

2

C

2

1

C

1

1

C

1

=

=

=

=

&

&

&

&


За відомими законами електротехніки запишемо:
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Вихідна величина u2 = u1 – uC1.

Після підстановки и простих перетворень отримуємо рівняння стану: 
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Записуємо відповідні матриці-стовпці змінних, матрицю стану A, матрицю керування B, матрицю вихідних координат C і матрицю D:
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Тоді матрична форма рівнянь стану має вигляд:
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Схему для моделювання наведено на рис. 6.5.
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Для електричних схем (фільтрів), використовуючи як змінні стану напруги на ємностях і струми в індуктивних елементах, можна отримати загальні рівняння у формі простору станів (6.21).

6.4 Аналіз стійкості систем за рівняннями змінних стану

За допомогою векторно-матричних рівнянь можна дослідити автоматичну систему на стійкість та якість перехідного процесу. Дослідження можна виконувати прямим методом за допомогою обчислювальної техніки та непрямими методами, використовуючи різні критерії.

Нагадаємо деякі положення матричного числення.


Одиничною матрицею називають матрицю І розмірністю (n x n) вигляду:

І = 
[image: image94.wmf]ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ë

é

1

0

0

1

L

L

L

L

L

.

Характеристичним рівнянням матриці А=
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 називається рівняння 
[image: image96.wmf].
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Використовуючи одиничну матрицю І, характеристичне рівняння можна записати у вигляді:

|A - sI| = 0.




(6.23)

Корені цього рівняння sі (і = 1, ... , n) називають характеристичними або власними числами матриці. Сукупність усіх власних чисел утворює спектр матриці А. Сума елементів аіі, що знаходяться на головній діагоналі, утворює слід матриці А і позначається Sp A. Слід матриці зв’язаний з її власними числами співвідношенням:

Sp A = 
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(6.24)

Нехай процеси у системі описуються рівняннями (6.20). Згідно з теоремами Ляпунова для асимптотичної стійкості системи необхідно і достатньо, щоб усі корені характеристичного рівняння,  тобто власні числа si  матриці А мали від’ємні дійсні частини (знаходились ліворуч від уявної осі площини комплексної змінної s). 
Розкривши визначник |A - sI|, отримаємо характеристичне рівняння:

(-1)n(sn +a1sn-1 + a2sn-2 + … + an) =0,


(6.25)
де а1–сума всіх діагональних мінорів першого порядку, яка дорівнює сліду SpA; а2 – сума всіх діагональних мінорів другого порядку матриці А; аn – визначник матриці А.

Аналіз розташування всіх власних чисел матриці А відносно до уявної осі здійснюється по коефіцієнтах рівняння (6.25) за допомогою відомих критеріїв. У системах високого порядку визначення коефіцієнтів характеристичного рівняння часто пов’язане зі значними труднощами обчислювального характеру.

Кількість діагональних мінорів k-го порядку матриці А дорівнює:
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Таким чином, безпосереднє розгортання характеристичного визначника і приведення його до виду (6.25)  є еквівалентним обчисленню 
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визначників різних порядків. Для великих значень n ця задача потребує великого обсягу обчислювальної роботи.

Тому були розроблені спеціальні методи розгортання характеристичного визначника без обчислення діагональних мінорів: методи Данилевського, Крилова, Леверьє-Фадєєва, метод інтерполяції та ін.

Одним із найекономічніших з точки зору кількості операцій є метод Данилевського, суть якого полягає у приведенні визначника |A - sI| до нормального виду Фробеніуса:
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Розгортання визначника, який записано у нормальному виді Фробеніуса, не викликає труднощів. Розкладаючи визначник за елементами першого рядку, дістанемо характеристичний поліном: 

(-1)n(sn +a1sn-1 + a2sn-2 + … + an).

Легко переконатися, що елементи першого рядку матриці Фробеніуса є коефіцієнтами характеристичного полінома. Під час обчислення цих коефіцієнтів на ЕОМ доцільною є перевірка їх правильності через контроль виконання співвідношення:

a1 = a11 + a22 + … + ann = Sp A.

Основним недоліком методу є його чутливість до перетворювання на нуль проміжних визначників.


Уникнути цього недоліку можна за допомогою методу Леверьє-Фадєєва, розрахункова схема якого полягає у побудові послідовності:

A1 = A; a1 = Sp A1; C1 = A1 – a1I;

A2 = AC1; a2 = Sp A2/2; C2 = A2 – a2I;

(6.26)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

An = ACn-1; an = Sp An/n; Cn = An – anI.

Отримані величини а1, ..., аn є коефіцієнтами характеристичного полінома. Одночасно з їх обчисленням можна побудувати обернену матрицю A-1 = Cn-1/an.
Практично метод зводиться до n-кратного обчислення матриць порядку n. Кількість операцій множення складає близько (n-1)n3.

Недоліком методу є накопичення помилки обчислення коефіцієнтів характеристичного полінома при великих порядках матриці А (починаючи з 7-8 порядку).

Проаналізувати стійкість лінійної системи за рівняннями змінних стану можна без побудови характеристичного полінома. Методи такого аналізу ґрунтуються на застосуванні функціонально-перетворених матриць і носять назву критерію Зубова (їх основи було закладено В.І. Зубовим  у 1959 р.).

Наведемо критерій без доказу.

Для асимптотичної стійкості системи необхідно й достатньо, щоб для матриці




B = I – 2(I - A)-1 




(6.27)

виконувалась умова





Bk ( 0  при k((,



(6.28)

де 0 – нульова матриця.

Можна доказати, що критерій є справедливим для всіх випадків, коли визначник матриці (І – А) не перетворюється на нуль. Якщо |І – А| = 0, то не існує (I - A)-1.

Можна побудувати функціонально-перетворені матриці для всіх практично важливих випадків розташування спектру матриці А. Наприклад, для заданого ступеня стійкості ( (п. 4.5) критерій формулюється так:

Для того, щоб спектр si матриці А був розташований ліворуч від уявної осі у зоні Re{s} < (, необхідно і достатньо, аби виконувалася умова (6.28), де 




B = I – 2[(1+()I – A]-1. 



 (6.29)

Якщо задано кут ( (рис. 4.8), який характеризує коливальність системи, критерій можна сформулювати так:

Для того, щоб спектр матриці А був розташований всередині кута 2(, необхідно і достатньо, аби виконувалася умова (6.28), де 








B = I – 2[I – іAe-i(]-1. 



 (6.30)

Визначити, чи виконується необхідна і достатня умова стійкості, можна за фактом абсолютного зменшування елементів 
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 матриці Bk. Дослідження матриці Bk необхідно вести, поки не буде виконана нерівність:


[image: image102.wmf]k

ij

b
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Питання для самоперевірки:

1. Які САК називаються багатомірними?

2. Запишіть матриці передавальних функцій багатомірної системи за керуванням і за збуренням.

3. У чому полягає суть методу змінних стану?

4. Як записується система рівнянь у нормальній формі Коші?

5. Як одержати рівняння у нормальній формі за диференціальним рівнянням n-го порядку?

6. Як за матрицею А можна побудувати схему моделі системи?

7. Які існують методи дослідження стійкості за рівняннями змінних стану?

8. У чому полягає суть методу Данилевського? У чому його основний недолік?

9. Як можна проаналізувати стійкість лінійної системи за рівняннями змінних стану без побудови характеристичного полінома?

10. Наведіть формулювання критерію стійкості Зубова.

11. Сформулюйте критерій Зубова для заданого ступеня стійкості (.

12. Сформулюйте критерій Зубова для заданого кута (, що характеризує коливальність системи.
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Рис. 6.1 - Схема багатомірної САК до методу простору станів
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Рис. 6.2 - Структурна схема багатомірної САК
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Рис. 6.3 - Структурна схема системи для моделювання перехідних процесів
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Рис. 6.4 - Схема чотириполюсника
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Рис. 6.5 - Схема системи для моделювання перехідних процесів
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