7 НЕЛІНІЙНІ СИСТЕМИ АВТОМАТИЧНОГО КЕРУВАННЯ

7.1 Поняття про нелінійні системи. Основні типи нелінійних

 характеристик

Лінійні системи автоматичного керування описуються лінійними диференціальними рівняннями. У цих рівняннях змінні та їх похідні зустрічаються лише у першому ступені й відсутні взаємні добутки змінних та їх добутки з похідними.

На практиці лінійних САК не існує, бо характеристики більшості елементів, що утворюють системи, нелінійні, й точні диференціальні рівняння систем є нелінійними. У них крім першого зустрічаються й інші ступені змінних і їх похідних.

До нелінійних САК належать усі системи, в які входить один або декілька нелінійних елементів. Ми будемо розглядати вузький клас нелінійних САК, що характеризуються такими особливостями:

- САК складається з лінійної частини, яка описується лінійним диференціальним рівнянням із постійними коефіцієнтами, і нелінійного елемента (НЕ);

-  нелінійний елемент є безінерційним, і його вхідна та вихідна величини пов’язані нелінійними алгебраїчними рівняннями;

- нелінійних елементів може бути декілька, але вони не повинні розділятись лінійними інерційними ланками.

Структурні схеми нелінійних САК, що відповідають цим вимогам, наведено на рис. 7.1.
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Таким чином, нелінійність даного класу САК обумовлена нелінійністю статичної характеристики одного з її елементів.
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Найпростішими нелінійними елементами є статичні нелінійності. У них вихідна величина y залежить тільки від вхідної величини x, причому ця залежність однозначна (рис. 7.2 а, в; рис. 7.3 а, б, г).
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У динамічних нелінійностей вихідна величина y залежить як від вхідної величини x, так і від її похідної x(. Характеристика динамічної нелінійності завжди неоднозначна. Це петльові характеристики (рис. 7.2 б; рис. 7.3 д, е). Більш складною динамічною нелінійністю є елемент із сухим тертям або ідеальне реле, що часто зустрічається в технічних пристроях (рис. 7.3 в).

Досить часто зустрічаються елементи, характеристики яких є частково-лінійними або апроксимуються частково-лінійними графіками (рис. 7.3).
Якщо у систему входить декілька нелінійних елементів, з’єднаних послідовно, паралельно або зустрічно-паралельно, то сумарну характеристику можна побудувати за певними правилами.

Паралельне з’єднання нелінійних елементів. При паралельному з’єднанні НЕ сумарну характеристику будують як геометричну суму нелінійних характеристик окремих елементів (рис. 7.4).
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Послідовне з’єднання двох нелінійних елементів. При послідовному з’єднанні нелінійних елементів вихідна величина одного НЕ є вхідною для дальшого НЕ (рис. 7.5 а). Тому під час побудови сумарної нелінійної характеристики систему координат другої характеристики повертають на 90(, сполучаючи вісі 
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У першій чверті будують характеристику НЕ1, в другій – НЕ2, в третій проводять бісектрису, за допомогою якої у четвертій чверті отримують сумарну нелінійну характеристику (рис. 7.5 б). 

[image: image288.wmf]s

k

д


[image: image289.wmf]1

s

Т

k

о

о

+


У керуючих пристроях автоматичних систем поряд з релейними елементами використовуються так звані особливі нелінійності: добуткова ланка, елементи зі змінною структурою, елементи логічного типу.

Добуткова ланка використовується в обчислювальних блоках систем для обчислення квадрату сигналу і для визначення модуля сигналу.

Використання керуючих пристроїв зі змінною структурою створює великі можливості для покращення якості систем. У таких пристроях до основного контуру системи залежно від визначених умов вмикається або лінійна ланка W1, або лінійна ланка W2.

Нелінійності логічного типу залежно від комбінацій значень вхідних змінних видають сигнал, що дорівнює +1, -1 або 0.

7.2 Властивості й методи дослідження нелінійних систем

З математичної точки зору найбільш суттєвою відмінністю лінійних систем від нелінійних є те, що до останніх не застосовується принцип суперпозиції: реакція нелінійної системи на декілька впливів не дорівнює сумі реакцій на окремі впливи. Якщо, наприклад, є нелінійна квадратична залежність y=x2, то при x = x1+x2 отримуємо y=(x1+x2)2, що не дорівнює сумі  y1=x12  і  y2=x22,  тобто (x1+x2)2 (  x12+ x22.

До нелінійних систем також не застосовується принцип комутативності, тобто у системі не можна міняти місцями між собою нелінійні елементи, а також нелінійні та лінійні елементи.

Для дослідження нелінійних систем не можна застосовувати перетворення Лапласа і Фур’є  і отримані на їх основі передавальні функції, бо ці перетворення є лінійними.

Особливістю нелінійних систем є можливість виникнення у них стійких коливань певної амплітуди і частоти – автоколивань.

Стійкість нелінійних систем визначається не тільки структурою і параметрами САК (як у лінійних системах), але залежить і від початкових відхилень відносно стану рівноваги.
Усі ці особливості нелінійних САК обумовили необхідність розробки ряду методів для їх дослідження, у результаті якого мають бути розв’язані такі основні задачі:

- аналіз впливу нелінійностей, притаманних реальним елементам, на процеси у лінеаризованих системах;

- аналіз стійкості суттєво нелінійних систем, виявлення автоколивань і визначення їх амплітуди і частоти, визначення точності системи та її реакції на зовнішні впливи;

- корекція САК за допомогою нелінійних коректувальних пристроїв і синтез суттєво нелінійних систем, що мають задані динамічні характеристики.

До методів дослідження нелінійних систем, які отримали практичне застосування, належать:

Частотні методи. Вони являють собою розповсюдження частотних методів на нелінійні системи. Це частотний метод В.М. Попова дослідження стійкості й метод гармонічної лінеаризації Л.С. Гольдфарба та Е.П. Попова.

Метод фазової площини. Цей метод ґрунтується на зображенні руху системи на фазовій площині за допомогою фазових траєкторій. Він дозволяє порівняно просто досліджувати динаміку нелінійних систем другого порядку.

Метод припасовування. Метод полягає у тому, що нелінійна характеристика замінюється декількома лінійними ділянками. Розв’язки, що відповідають цим ділянкам, зшиваються. Метод вирізняється складністю обчислень, особливо при високих степенях рівнянь.

Графоаналітичні методи. Серед них найбільш розповсюдженим є метод Д.А.Башкірова побудови перехідних процесів. Ґрунтується на розкладі складного диференціального рівняння на елементарні рівняння, для яких запропонований простий графічний спосіб інтегрування. Метод може бути застосований для систем будь-якого порядку.

Чисельні методи. Зводяться до чисельного розв’язування нелінійних диференціальних рівнянь.

Метод малого параметра або метод еквівалентної лінеаризації. Метод застосовують для аналізу нелінійних САК, до рівнянь яких входить деякий малий параметр ( так, що при нульовому значенні ( нелінійні рівняння вироджуються у лінійні.

Метод моделювання на електронних моделюючих установках, що дозволяють підвищити точність і швидкість дослідження нелінійних систем. Моделювання є найбільш ефективним, коли через складність системи інші методи не можуть бути використаними.
7.3 Зображення рухів у фазовій площині

Існують деякі типи рівнянь другого степеня, які можна тими чи іншими методами привести до рівнянь першого степеня. До них належать рівняння, які не містять незалежної змінної в явній формі 
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. Ці рівняння зводяться до системи рівнянь:
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У цьому випадку рух можна зобразити на площині у системі координат (
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 показують фази руху при зміні часу 
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 EMBED Equation.3  [image: image17.wmf]y

) називається фазовою площиною, а лінія, яку прокреслює на ній точка при зміні 
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, називається фазовою траєкторією (рис. 7.6).
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Сукупність фазових траєкторій, яка дає загальне уявлення про характер руху, називається фазовим портретом системи.

Найбільш розповсюдженим є спосіб зображення руху, при якому використовуються дві фазові змінні: основна координата х і швидкість її зміни y=dx/dt.

Тоді рівняння (7.1) будуть мати вигляд:
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Поділивши друге рівняння на перше, отримаємо диференціальне рівняння інтегральної кривої на фазовій площині:
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(7.3)

Його розв’язок дає рівняння інтегральної кривої у кінцевій формі.

Із рівнянь (7.2) і (7.3) можна встановити такі важливі особливості фазового портрету:

- точка фазової площини, в якій похідна dy/dx невизначена, тобто одночасно y=0 і f(x; y)=0, відповідає стану рівноваги системи (зупинці руху) і називається особливою точкою;

- якщо f(x; y) і y визначені у деякій області, безперервні у ній та мають безперервні частинні похідні за своїми аргументами, то через будь-яку точку фазової площини, крім особливих, проходить єдина інтегральна крива, тобто фазові траєкторії не перетинаються у неособливих точках;

- оскільки при y=dx/dt ( 0 значення х тільки збільшується, а при 
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 - тільки зменшується, то у верхній частині фазової площини при збільшенні 
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 точка рухається за фазовою траєкторією зліва направо, а в нижній частині – справа наліво (рис. 7.7, а). Напрям руху на траєкторіях відмічають стрілками;

- у точках, де y=0 і f(x; y)(0 (неособливі точки абсцис), фазові траєкторії перетинають вісь абсцис під прямим кутом (рис. 7.7, б).
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Рис. 7.7 - Напрям руху точки по фазовій траєкторії

Ці особливості слід враховувати при побудові фазових траєкторій.

Для побудови фазових траєкторій, крім аналітичного розв’язку диференціального рівняння (7.3), використовують деякі інші методи: метод ізоклін, дельта-метод, метод Льєнара.

Метод ізоклін. 

Із геометричного змісту похідної (тангенс кута нахилу дотичної до графіка функції) і рівняння (7.3) можна записати:
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де N – нахил фазової траєкторії на фазовій площині (
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Значить, у кожній точці фазової площини можна знайти цілком визначену величину нахилу фазової траєкторії, тобто
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(7.5)

Спосіб побудови полягає у наступному. Із рівняння (7.4) знаходимо функцію
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яка являє собою рівняння ізоклін (ізокліна – це геометричне місце точок площини, в яких нахил інтегральних кривих постійний).

Побудуємо ряд ізоклін 1-4 за рівнянням (7.6). У точці 
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 ізокліни 1 (рис. 7.8) проведемо дві прямі 
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 проводимо фазову траєкторію. Точність побудови фазової траєкторії за методом ізоклін буде тим вища, чим частіше на графіку нанесені ізокліни.
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Рис. 7.8 - Побудова фазової траєкторії за методом ізоклін

Розглянемо найбільш характерні види фазових траєкторій, особливих точок та інших специфічних ліній на прикладах. Для цього скористаємося диференціальним рівнянням другого порядку:
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Випадок 1. 
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де 
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З урахуванням (7.2) і (7.8) отримуємо:
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Тоді диференціальне рівняння інтегральної кривої має вигляд:
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Розв’язуючи це рівняння, отримаємо: 
[image: image60.wmf]xdx

ydy

2

0

w

-

=

;


[image: image61.wmf]2

c

2

x

2

y

2

2

2

0

2

=

w

+

,
де    
[image: image62.wmf]2

0

2

0

2

0

x

y

c

w

+

=

.


(7.10)

Це рівняння приводиться до рівняння еліпса:
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де a = c/(0;  b=c – півосі еліпса.
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Значить, фазові траєкторії у даному випадку являють собою сім’ю вкладених один до одного еліпсів з центром у початку координат (рис. 7.9).

Рух по еліпсу відповідає незатухаючому коливальному руху з кутовою частотою (0 =2(/Т (автоколиванням). Причому частота наближено дорівнює відношенню відрізка, що відкреслюється траєкторією на вісі y, до відрізка, що відкреслюється на вісі x, а амплітуда коливань дорівнює відрізку, що відкреслюється на вісі x.

Початок координат у даному випадку є особливою точкою, яка не належить жодній з траєкторій. Вона називається точкою типа центра.

На рис. 7.10 наведені фазова траєкторія і відповідний їй перехідний процес у системі другого порядку при 
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Випадок 2. 
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. Рівняння (7.7) можна привести до вигляду:
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де 
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Характеристичне рівняння має вигляд:
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а його корені є комплексно-спряженими, оскільки 
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Тоді розв’язок рівняння (7.11) можна записати у вигляді:

x(t) = e-ht(C1(cos(t + C2(sin(t),



(7.13)

що відповідає затухаючим коливанням (рис. 7.11, а).

Рівняння інтегральної кривої отримаємо з урахуванням (7.11) і (7.2):
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(7.14)

Фазова траєкторія (рис. 7.11 б) являє собою спіраль, яка скручується до початку координат, а початок координат є особливою точкою типа фокуса (фокус стійкий).
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Рис. 7.11 - Перехідна характеристика (а) і фазова траєкторія (б) системи

другого порядку із затухаючими коливаннями

Випадок 3. 
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[image: image78.wmf])

t

sin

c

t

cos

c

(

e

)

t

(

x

2

1

ht

w

+

w

=

,


(7.15)

що відповідає коливальному процесу, який розходиться (рис. 7.12, а).

Рівняння інтегральної кривої:
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Це рівняння спіралі, що розкручується (рис. 7.12, б). Початок координат є особливою точкою типа фокуса (фокус нестійкий).


Рис. 7.12 - Перехідна характеристика (а) і фазова траєкторія (б) системи

другого порядку з коливальним процесом, що розходиться

Випадок 4. 
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, значить, корені рівняння (7.12) дійсні й від’ємні, тобто розв’язок рівняння (7.11) можна записати у вигляді:
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що відповідає експоненціальним кривим, які прямують до нуля (рис. 7.13, а).

Диференціальне рівняння інтегральної кривої має вигляд (7.14). Припустимо тепер, що існують прямолінійні фазові траєкторії, тобто 
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що співпадає (для k=s) з характеристичним рівнянням (7.12). Таким чином, існують прямолінійні фазові траєкторії, що лежать між граничними траєкторіями з кутовими коефіцієнтами, рівними значенням коренів 
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. Вигляд фазових траєкторій наведений на рис. 7.13, б), а перехідні аперіодичні процеси на рис. 7.13, а). Із рисунків видно, що зовні знайдених прямолінійних траєкторій інші фазові траєкторії мають вигляд кривих параболічного типу, що сходяться у початку координат, який є особливою точкою типа вузла. Кількість перерегулювань у таких системах – не більше одного.
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Рис. 7.13 - Перехідні характеристики (а) і фазовий портрет (б) системи із затухаючими аперіодичними процесами

Випадок 5. 
[image: image90.wmf]1

-

<

x

. У цьому випадку 
[image: image91.wmf]0

h

<

, 
[image: image92.wmf]2

0

2

h

w

>

, корені рівняння (7.12) дійсні й додатні. Тому в системі будуть мати місце аперіодичні процеси, що розходяться (рис. 7.14, а), а фазові траєкторії будуть іти від початку координат фазової площини (рис. 7.14, б).
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Рис. 7.14 - Перехідні характеристики (а) і фазовий портрет (б) системи з аперіодичними процесами, що розходяться

Із розглянутих фазових портретів можна зробити ще деякі висновки:

- стійкому перехідному процесу відповідає фазова траєкторія, що сходиться до початку координат; нестійкому процесу відповідає фазова траєкторія, що віддаляється від початку координат;

- періодичному процесу відповідає замкнута фазова траєкторія; якщо коливання несинусоїдальні, замкнутий контур буде відрізнятися від еліпса;

- особливі точки можуть бути відокремлені або утворювати цілі особливі відрізки, які називаються відрізками спокою. У системах з релейними характеристиками довжина відрізка спокою дорівнює ширині зони нечутливості;

- фазовий портрет нелінійної системи, що має частково-лінійну або розривну характеристику, складається з декількох зон з різними фазовими траєкторіями. Лінії, що відділяють на площині одну зону від іншої, називають лініями перемикання. У точках перетину фазовими траєкторіями ліній перемикання відбувається зламування траєкторій. Це відбувається через зміну правої частини рівняння (7.3).

Отже, за заданим рівнянням динаміки САК можна побудувати її фазовий портрет, за яким легко винести судження про те, які перехідні процеси можливі у даній системі.

Приклад 7.1 Побудувати фазовий портрет і оцінити динаміку системи стабілізації температури з нелінійним керуючим пристроєм. Як керуючий пристрій застосовано поляризоване реле – суттєво нелінійний елемент. Структурна схема цієї САК наведена на рис. 7.15, а.

Об’єкт, що керується, представлений аперіодичною ланкою, виконавчий двигун – ідеальною інтегруючою ланкою (Тм = Те = 0), вимірювальна мостова схема і заслінка – пропорційними ланками.
Перетворимо початкову схему до розрахункової (рис. 7.15, б), на якій вхідна величина реле має ту саму розмірність, що й вихідна величина 
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. При цьому зона нечутливості реле 
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 (рис. 7.15 в) має бути також виражена у градусах: 
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 – зона нечутливості, що виражена у ампер-витках.


Рис. 7.15 - Структурна схема системи стабілізації температури:

а) – початкова; б) – розрахункова; в) – характеристика реле

Лінійна частина системи (без урахування внутрішнього зворотного зв’язку за положенням заслінки) описується диференціальним рівнянням другого порядку:


[image: image98.wmf]д

2

2

0

u

k

dt

d

dt

d

T

×

=

q

+

q

,




(7.18)
де k=kо kз kд –коефіцієнт передачі лінійної частини.

Реле описується нелінійною функцією
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(7.19)

За відсутності внутрішнього зворотного зв’язку сигнал хн = (.

Будемо розглядати відхилення температури 
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 від її заданого значення 
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 (рис. 7.15, б), і з урахуванням непарності функції 
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отримуємо: 
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, а рівняння замкнутої системи у відхиленнях буде мати вигляд: 
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Оскільки 
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Ділимо друге рівняння на перше і отримуємо нелінійне рівняння фазових траєкторій:
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(7.22)

Відповідно до (7.19) поділимо фазову площину на три зони (рис. 7.16).
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Рис. 7.16 - Фазовий портрет системи стабілізації температури

У зоні I, що відповідає значенням 
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, рівняння (7.22) має вигляд:
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а його розв’язок:
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де 
[image: image114.wmf]0
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 – стала інтегрування.

Це рівняння прямих ліній з від’ємним нахилом 1/То.

У зонах I і II, де 
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 відповідно, рівняння (7.22) набуває вигляду:
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звідси знаходимо:
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Рівняння фазових траєкторій:
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де верхні знаки належать до зони II, а нижні – до зони III.

Фазові траєкторії, побудовані при різних значеннях змінних 
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, показані на рис. 7.16 (товста лінія – це фазова траєкторія, що відповідає початковому відхиленню температури 
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З фазового портрету видно, що після будь-яких початкових відхилень температури та її похідної у системі відбувається затухаючий коливальний процес, який продовжується доти, доки відхилення температури не стануть менше зони нечутливості 
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 (рис. 7.17).

Даний метод аналізу нелінійних САК, як було зазначено, дуже зручний і наочний для систем другого порядку. При підвищенні порядку збільшується і кількість необхідних координат (вона дорівнює порядку рівняння). Тому фазові траєкторії потрібно було б зображати у тримірному чи n-мірному просторах, що значно ускладнює задачу.


[image: image129.wmf]b

-b

0

t

M

0

M

1

M

2

M

3

M

4

M

5

M

6

M

7

M

8

M

9

M

9

C

,

o

q


Рис. 7.17 - Перехідний процес у системі стабілізації температури

7.4 Автоколивання

У нелінійних системах за певних умов можуть виникати сили, що приводять до поповнення енергії, яка розсіюється  на тертя. У таких системах можуть виникати незатухаючі коливання.

Розглянемо рух, що починається в точці х0 = а на вісі x (рис. 7.18).

Через час t = 2(/( траєкторія знову перетне вісь x праворуч від початку координат. Якщо перетин відбудеться у точці c (с(а), траєкторії будуть скручуватись, тобто має місце затухаючий коливальний процес; якщо в точці с( (с((а) – траєкторії будуть розкручуватись, що відповідає коливанням, що розходяться.

Якщо с=а, траєкторія перетворюється на замкнутий цикл і коливання стають незатухаючими. Даний замкнутий цикл, який називають граничним, є ізольованим, оскільки будь-яка інша точка в околиці точки а не належить цьому циклу. Граничний цикл обмежений траєкторіями, що навиваються на нього (рис. 7.19, а) або скручуються з нього (рис. 7.19, б).

Якщо у результаті малого зміщення з граничного циклу в будь-якому напрямку ми попадаємо на траєкторію, що необмежено наближається до циклу, то цикл стійкий (рис. 7.19, а).
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Рис. 7.19 - Граничний цикл з траєкторіями, що навиваються (а) на нього і скручуються з нього (б)

Стійкий граничний цикл відповідає стійким коливанням, які називаються автоколиваннями. Автоколивання можуть виникати тільки у нелінійних системах. Принципова різниця цих коливань від незатухаючих коливань у лінійних системах полягає у тому, що відхилення параметрів автоколивань (амплітуди, частоти і т.д.) малим зміщенням у процесі подальшого руху зменшується.

Стійкий граничний цикл на фазовій площині розмежовує два процеси:

- коливальний процес, що розходиться (крива 1, рис. 7.20), який виникає при малих початкових відхиленнях;

- затухаючий коливальний процес (крива 2, рис. 7.20), що виникає при значних відхиленнях.

Із рисунка випливає, що рівноважний стан системи нестійкий. Але процес розходиться до певної амплітуди 
[image: image131.wmf]0
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, тобто практично коливальний процес буде стійким, бо при одних початкових значеннях він розходиться, а при інших – затухає.

Слід зазначити, що автоколивання не є змушеними коливаннями. Вони є власними вільними коливаннями системи і мають цілком визначену амплітуду і частоту, які не залежать від початкових умов процесу, а залежать тільки від параметрів самої системи, тобто об’єкта і регулятора.
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Рис. 7.20 - Автоколивання у нелінійних системах: 

1 – коливальний процес, що розходиться; 2 – затухаючий коливальний процес; 3 – періодичний коливальний процес з постійною амплітудою а0 і постійною частотою (0
Система, в якій виникають автоколивання, може вважатись практично стійкою і придатною для потреб регулювання, якщо амплітуда коливань a0 незначна і частота їх безпечна, тобто накладення цих коливань на постійне значення вихідної величини практично допустиме за технічними вимогами.

У системі, фазовий портрет якої наведено на рис. 7.19, а), автоколивання виникають ніби “самі по собі” від як завгодно малого збурення. Збудження коливань такого роду називають м’яким.
Уявимо фазовий портрет із двома циклами: внутрішнім нестійким і зовнішнім стійким (рис. 7.21). Початок координат – стійкий фокус. Усередині внутрішнього циклу рух з часом зупиняється, автоколивання не виникають. Щоб їх збудити, необхідний досить сильний поштовх, який виведе початкову точку за граничний нестійкий цикл. Це система із жорстким збудженням автоколивань.

Нестійкий граничний цикл обмежує у фазовій площині зону допустимих початкових збуджень, при яких стан рівноваги ще залишається стійким.


Автоколивання можуть виникати не лише у САК. До автоколивальних систем можна віднести ламповий генератор, годинник, поршневий двигун, духовий інструмент. Автоколивальний характер носять і такі процеси у живих організмах, як дихання та робота серця.

Отже, дамо таке визначення автоколивальній системі: система, здатна створювати незатухаючі коливання, якщо вона характеризується наявністю: джерела живлення; клапана, що регулює надходження енергії у коливальну систему; зворотного зв’язку з коливальної системи на клапан.

7.5 Метод еквівалентної лінеаризації

Цей метод є наближеним методом дослідження режиму автоколивань нелінійних систем. Він дозволяє визначити умови появи та параметри автоколивань як у системах другого порядку, так і в більш складних системах. При цьому метод має достатню для практичних потреб точність і, що найбільш важливо, найкоротшим шляхом приводить до безпосереднього вираження потрібних залежностей амплітуди і частоти  автоколивань від параметрів системи. Це полегшує задачу як загального аналізу властивостей даної САК, так і вибір її структури та параметрів під час проектування чи налагодження системи.

Метод ґрунтується на двох гіпотезах.

Гіпотеза фільтра. Вважається, що автоколивання наближено можна знайти у синусоїдальній формі:
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тобто, лінійна частина системи є достатньо інерційною і не пропускає високочастотні гармоніки коливань (являє собою фільтр низьких частот).

При цьому слід пам’ятати, що на виході нелінійного елемента буде з’являтись періодичний сигнал, форма якого залежить від характеру нелінійності й в загальному випадку суттєво відрізняється від синусоїдальної.

Так, наприклад, на виході ідеального реле утворюється періодичний сигнал прямокутної форми (рис. 7.22).


Гіпотеза авторезонансу або породжувальної системи. Якщо відсутня примусова періодична зовнішня сила, але у нелінійній системі автоколивання породжуються і за формою вони близькі до коливань у лінійних системах, то вважається, що така нелінійна система близька до лінійної, в якій можуть з’являтися незатухаючі коливання. Така лінійна САК називається породжувальною. У цьому випадку нелінійне диференціальне рівняння може бути розкладене на суму лінійного з уявними коренями і нелінійного рівняння, яке наводять як нелінійну функцію, помножену на малий параметр:

((х) = сх + ((1(х)
,



(7.29)

де

[image: image134.wmf])

x

(

j

- рівняння нелінійного елемента; 
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- лінійне рівняння; 
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 - малий параметр.

При перетворенні малого параметра на нуль, тобто 
[image: image137.wmf]0
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, рівняння перетворюється на породжувальне лінійне.

Така лінеаризація називається еквівалентною, тобто вона не обов’язково співпадає з лінеаризацією шляхом відкидання нелінійної частини ряду Тейлора: доданок ((1(х) може містити лінійний член ряду.

Іншими словами, суттєво нелінійний елемент системи замінюють еквівалентною лінійною ланкою. Умовою еквівалентності при цьому є рівність амплітуд і фаз вихідного сигналу еквівалентної ланки і першої гармоніки вихідного сигналу реального нелінійного елемента (рис. 7.22, а).

Розглянемо нелінійну систему, що має структурну схему (рис. 7.23).

Передавальна функція лінійної частини:

W(s) = X(s)/(F-Y)(s) = K(s)/D(s),

або в операторній формі: W(p) = K(p)/D(p),

де К(р) – оператор впливу лінійної частини,

D(p) –власний оператор лінійної частини системи.

Тоді нелінійну САК можна описати системою:


[image: image138.wmf]î

í

ì

j

=

=

-

)

x

(

y

x

)

p

(

D

)

y

f

)(

p

(

K

,




(7.30)

де 
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- рівняння нелінійного елемента, причому, 
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- однозначна функція, тобто кожному значенню аргумента відповідає тільки одне значення функції (характеристика без петель).

Відповідно до (7.29) та за умови, що 
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, тобто відповідно до гіпотези авторезонансу, отримуємо:
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(7.31)

Виберемо коефіцієнт с так, щоб рівняння було породжувальним, тобто мало тільки уявні корені 
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Відповідно до гіпотези фільтра 
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Періодичний сигнал на виході нелінійного елемента можна розкласти у ряд Фур’є і після відкидання вищих гармонік подати у вигляді:
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Для симетричних нелінійних характеристик, що проходять через початок координат, 
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. Окрім того, для однозначних характеристик перша гармоніка вихідної величини співпадає за фазою з вхідною, тобто 
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де
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Отримуємо відповідно до гіпотези авторезонансу:
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тобто c = g, а отже, коефіцієнт еквівалентної лінеаризації дорівнює g і показує, у скільки разів амплітуда першої гармоніки на виході нелінійного елемента більше амплітуди а синусоїдального вхідного сигналу.

Рівняння (7.35) являє собою рівняння пучка прямих, що проходять через початок координат і мають нахили різні для різних g, а отже, для різних амплітуд (g - функція від амплітуди коливань ).

З пучка прямих необхідно вибрати ту, коефіцієнт нахилу якої робить рівняння (7.31) породжувальним із частотою розв’язку, яка дорівнює частоті автоколивань.

Переходячи до операційної форми запису рівняння (7.31), та з урахуванням 
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Звідси знаходимо коефіцієнт еквівалентної лінеаризації (коефіцієнт гармонічної лінеаризації):
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де 
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 - обернена АФЧХ лінійної частини системи.

Оскільки 
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 - дійсне число, то частота 
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 визначається точкою перетину характеристики 
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Прирівнявши 
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 до довжини відрізку від початку координат до перетину 
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 з дійсною віссю, отримаємо рівняння, із якого можна знайти амплітуду а. Але, простіше цю задачу розв’язувати графоаналітичним методом.

7.6 Метод гармонічного балансу

Даний метод також дозволяє досліджувати режим автоколивань нелінійних систем, але, на відміну від методу еквівалентної лінеаризації, не використовує гіпотези “породжувальної системи”, а також може використовуватися у випадку, коли характеристика нелінійного елемента 
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 неоднозначна. Але гіпотеза фільтра знову-таки залишається найважливішою умовою.

Розглянемо простий контур регулювання (рис. 7.24). Система не зазнає зовнішніх впливів, тобто 
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Перші гармоніки величин x та y на вході й на виході нелінійного елемента дорівнюють відповідно (7.28), (7.32):


[image: image167.wmf]).

t

cos

b

t

sin

g

(

a

y

;

t

sin

a

x

w

×

+

w

×

=

w

×

=


Зазначимо, що 
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У операційній формі запису:
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Коефіцієнти g і b називають гармонічними коефіцієнтами передачі нелінійного елемента або коефіцієнтами гармонічної лінеаризації. Крім того, раніше ми показали, що ці коефіцієнти є функціями амплітуди:
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Вони залежать від виду нелінійності. Для однозначних характеристик 
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, для петльових характеристик гістерезисного типу 
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 завжди є від’ємною величиною, тобто похідну до рівняння (7.37) вводять з від’ємним коефіцієнтом. Ця похідна дає запізнення у роботі ланки.

У таблиці 7.1 наведені коефіцієнти g і b для основних нелінійностей.

Із виразу (7.38) можна знайти відношення між y та x і назвати його еквівалентною передавальною функцією нелінійного елемента:
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Для отримання частотної передавальної функції приймаємо 
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тобто, еквівалентна частотна передавальна функція нелінійного елемента є функцією амплітуди і не залежить від частоти:
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Таблиця 7.1

Коефіцієнти гармонічної лінеаризації типових нелінійностей
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Модуль еквівалентної передавальної функції 
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 показує відношення амплітуди першої гармоніки на виході до амплітуди вхідного сигналу, а аргумент 
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Для розімкнутої системи можна записати:
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Якщо у замкнутій системі існують автоколивання, то 
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Останнє рівняння є рівнянням гармонічного балансу, яке характеризує умови виникнення автоколивань. Роз’вязувати його можна різними методами, але найбільш розповсюдженим є графоаналітичний метод Гольдфарба (метод був запропонований 1944 року одночасно Гольдфарбом (СРСР) і Кохенбургером (США)). За цим методом на комплексній площині будують АФЧХ лінійної частини системи і обернену гармонічну характеристику нелінійного елемента 
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 (рис.7.25). Якщо ці годографи перетинаються, то у досліджуваній системі можливі автоколивання. Параметри автоколивань при цьому легко визначити, оскільки 
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 має частотні позначки, а характеристика 
[image: image208.wmf])

a

(

G

.

е

.

н

-

 - амплітудні. Якщо характеристики не перетинаються, то автоколивання відсутні.

При цьому слід пам’ятати правило: якщо, рухаючись по кривій 
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 у сторону збільшення амплітуди, ми виходимо з контуру, охопленого 
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, то точці перетину відповідають стійкі коливання (точка Д), а якщо входимо (точка С) – нестійкі (рис. 7.25). Точка Д визначає параметри автоколивань.

Приклад 7.2 Визначити амплітуду і частоту автоколивань у системі, що складається із трипозиційного реле і лінійної частини з передавальною функцією Wл(j() (рис. 7.26).
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Рис. 7.26 - Структурна схема (а) нелінійної САК і характеристика нелінійного елемента (б)

Будуємо АФЧХ лінійної частини системи (рис. 7.27):
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Коефіцієнт гармонічної лінеаризації трипозиційного реле (табл. 7.1):
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Підставляючи до (7.43) різні значення 
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 отримуємо, що дана характеристика двічі проходить поряд із від’ємною дійсною піввіссю (рис.7.27).

Характеристики лінійної та нелінійної частин перетинаються у двох точках С і Д, тобто маємо два рішення:

- нестійке в точці С:
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- стійке в точці D: 
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Останнє визначає амплітуду автоколивань а2 та їх частоту (.

Доведено, що для однозначних характеристик дане правило визначення наявності та параметрів автоколивань є необхідним, але не достатнім, хоча у практичних задачах воно приводить до вірних результатів. Для неоднозначних характеристик поки що не вдалося обґрунтувати навіть тільки необхідності або тільки достатності критерію.

Іншими словами, слід пам’ятати, що даний метод є наближеним, оскільки вважається, що лінійна частина системи є фільтром низьких частот. Такий підхід може привести до значних помилок. Як ілюстрацію, розглянемо контур регулювання з двопозиційним реле і аперіодичною ланкою (рис. 7.28, а). Така схема відповідає, наприклад, динаміці електричної праски з терморегулятором, де утворюються автоколивання.


Відповідно до табл. 7.1 маємо:
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 будуть мати вигляд, що зображено на рис. 7.28, б. Аналіз цих характеристик засвідчує відсутність автоколивань у даній системі, хоча насправді вони виникають. Це протиріччя можна пояснити тим, що нелінійна ланка утворює на виході сигнал, значно насичений гармоніками, а лінійна частина (аперіодична ланка) у зв’язку з недостатністю фільтруючих властивостей слабо давить ці гармоніки. Метод виявився недостатнім. Хоча такі випадки є винятком.

7.7 Дослідження стійкості нелінійних систем

Стійкість нелінійних систем є значно більш складним поняттям, ніж стійкість лінійних систем. Стійкість лінійних систем, для яких слушний принцип суперпозиції, є їх властивістю, тобто вимога стійкості до системи визначає структуру та значення її параметрів. При цьому фіксовані стани системи у визначені моменти часу і вхідні сигнали не мають ніякого значення. Лінійна система є або стійкою, або нестійкою і для дослідження стійкості існують порівняно прості математичні методи.

Для нелінійних систем розв’язок даного питання є значно складнішим. Наприклад, рух або рівновага, стійкі у малому, можуть з’явитися нестійкими при великих відхиленнях. З іншого боку, при одних і тих самих вхідних сигналах система може мати декілька рівноважних станів. Тобто перший метод Ляпунова, що ґрунтується на дослідженні стійкості за рівняннями першого наближення, є недостатнім для повного дослідження стійкості нелінійних систем. Унаслідок цього для дослідження стійкості “у великому” і “у цілому” використовують спеціальні методи, до яких належать другий (прямий) метод Ляпунова та критерій стійкості Попова.

Другий (прямий) метод Ляпунова. Метод ґрунтується на побудові спеціальних функцій Ляпунова, які дозволяють отримати достатні умови стійкості рівноваги у великому. Дані функції V мають зміст відстані у спеціальному просторі станів між досліджуваним незбуреним і збуреним рухами. Якщо протягом часу ця функція спадає, тобто 
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Дослідження стійкості зводиться до аналізу швидкості зміни функції V. Умови стійкості сформульовані у двох теоремах Ляпунова.

Теорема 1.  Якщо існує знаковизначена функція 
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 за часом у силу диференціальних рівнянь руху є знакопостійною функцією протилежного з V знаку, або тотожно дорівнює нулю, то незбурений рух стійкий.
Теорема 2. Якщо, крім того, функція
[image: image229.wmf]W

знаковизначена, то незбурений рух стійкий асимптотично.

Відзначимо, що знакопостійною називається функція, яка набуває при всіх значеннях своїх аргументів тільки значення одного знаку або нульове значення. Знаковизначеною називається знакопостійна функція, яка набуває нульове значення тільки при нульовому значенні всіх її аргументів (на початку координат).

Для практичного застосування прямого методу Ляпунова необхідно засвоїти розв’язування таких задач:

1. Підбір відповідної функції 
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	додатно визначені функції, бо 
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	– не є додатно визначеною: 
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	– не є додатно визначеною функцією.


2. Визначення похідної 
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Формула для визначення похідної має вигляд:
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Потім необхідно перевірити, чи є дана функція від’ємно визначеною, тобто, чи виконуються умови:
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Приклад 7.3 Система другого порядку задана рівняннями:
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За методом Ляпунова необхідно перевірити, чи є система асимптотично стійкою. 

Як функцію Ляпунова, вибираємо 
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Отримуємо, що
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Значить, система є асимптотично стійкою.

Складність даного метода полягає у тому, що задача вірного вибору функції Ляпунова пов’язана зі складнощами. Відсутні загальні методи побудови цих функцій. Більше того, зустрічаються випадки, коли система є стійкою, а внаслідок невірно вибраної функції Ляпунова цей факт установити не вдається. У такому випадку для розв’язання технічних задач метод Ляпунова не є досить ефективним.

Критерій стійкості Попова. Важливою особливістю загальної теорії стійкості нелінійних систем є те, що розглядаються не конкретні види функцій (параболи, експоненти тощо), а класи функцій, які задовольняють тим чи іншим обмеженням. Якщо стан рівноваги системи асимптотично стійкий у цілому при будь-якій нелінійній функції із заданого класу, то вона називається абсолютно стійкою у цьому класі. Будемо розглядати клас функцій, що задовольняють секторним обмеженням. Їх характеристики на площині вміщаються у кутовому секторі, що утворений двома прямими: 
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Тобто, нелінійність 
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Дослідження абсолютної стійкості рівноваги системи з нелінійністю із підкласу (
[image: image269.wmf]k
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) досить просто виконується за допомогою частотного методу, запропонованого румунським вченим В.М. Поповим (1959 р.). При цьому припускається, що лінійна частина системи стійка та її комплексна передавальна функція має вигляд:
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Введемо поняття перетвореної КПФ лінійної частини:
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у якої дійсна частина така сама, як у 
[image: image272.wmf])

j

(

W

w

, а уявна – 
[image: image273.wmf])

(

Q

)

(

Q

п

w

×

w

=

w

.

Тоді можна дати таке геометричне трактування критерію Попова (без доказу):

Система зі стійкою лінійною частиною абсолютно стійка у класі стаціонарних нелінійних характеристик y = ((x) підкласу (
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), якщо через точку –1/k  на дійсній вісі комплексної площини 
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 можна провести пряму так, щоб перетворена частотна характеристика 
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На рис. 7.29 а), б) наведені випадки, коли умова Попова виконується, а на рис. 7.29, в) – не може бути виконана.
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Рис. 7.29 - Ілюстрація критерію Попова

7.8 Загальні поняття про коректування нелінійних систем

Коректування нелінійних САК здійснюється з метою забезпечення стійкості або з метою отримання автоколивань із заданими амплітудою та частотою. Коректування можна здійснити зміною характеристик як лінійної частини, так і нелінійного елемента.

Зміна характеристики лінійної частини досягається відомими способами:

- увімкненням послідовних коректувальних пристроїв (введення похідних та інтегралів до законів регулювання);

- увімкненням зустрічно-паралельних коректувальних пристроїв (уведення жорстких і гнучких зворотних зв’язків, інерційних і безінерційних);

- увімкненням коректувальних пристроїв за збуренням (комбіноване керування).

Зміна характеристики нелінійного елемента може бути досягнута декількома способами. Деякі статичні нелінійності можна компенсувати за допомогою відповідних обернених нелінійностей. Для цього паралельно або послідовно з основною нелінійністю 
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 вмикають компенсуючу нелінійність, яка має обернену характеристику 
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. Еквівалентне з’єднання при цьому буде лінійним.

Під час зміни характеристики нелінійного елемента слід з’ясувати вплив різних нелінійностей регулятора на процес автоматичного керування. Розглянемо основні з них.

Ширина зони нечутливості. У більшості випадків збільшення цього параметра сприяє заспокоєнню коливань, тобто покращується стійкість системи, але при цьому з’являються додаткові усталені помилки, зокрема, статична помилка.

Дійсно, як видно з рис. 7.16, рівноважний стан системи можливий у будь-якій точці всередині зони I, тобто відхилення величини, що регулюється,  не перебільшує зону нечутливості b (рис.7.17). Значить, статична помилка пропорційна ширині зони нечутливості.

У багатоконтурній системі зона нечутливості може завдати й інших неприємностей, тобто, при охопленні зворотним зв’язком вона може утворити петльову характеристику, що сприяє утворенню автоколивань.

Характеристика з обмеженням вихідної величини. У випадку, якщо 
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(рис. 7.3, а), ланка працює як лінійна, значить, дана нелінійність грає роль лише при досить великих вхідних величинах х: 
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Така характеристика в одноконтурній системі регулювання, змінюючи форму кривої перехідного процесу при значних відхиленнях, як правило, не впливає на межу стійкості системи. Позитивний її вплив полягає у тому, що вона робить межу стійкості системи “безпечною”. Пояснимо це таким чином. На самій межі стійкості  у лінійній системі (при 
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) мають місце періодичні коливання. За цією межею коливання розходяться, причому розходяться до нескінченності. У нелінійній системі ці коливання будуть розходитися за лінійним законом тільки до 
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, вихідна величина y буде обмежена сталою С. Це буде аналогічно якби зниженню загального коефіцієнта підсилення регулятора, внаслідок чого розкачування коливань припиниться.

Такий вплив нелінійних характеристик з обмеженням або насиченням в одноконтурній системі. У багатоконтурних системах, тобто у системах із додатковими зворотними зв’язками, вплив цих нелінійних характеристик може бути негативним, особливо якщо така характеристика охоплюється зворотним зв’язком. Вона може викликати звуження зони стійкості й погіршення якості перехідного процесу порівняно з такою самою багатоконтурною лінійною системою.

Ширина гістерезисної петлі. У більшості випадків поява гістерезисної петлі у одноконтурній системі сприяє коливанням з тим більшою амплітудою, чим більша ширина петлі, що є негативним наслідком. Петлю можна розцінювати як специфічний нелінійний вираз запізнення. Якщо така нелінійність входить до складу додаткового зв’язку регулятора, то запізнення, що вводиться цією нелінійністю до зворотного зв’язку, може позитивно впливати на якість процесу керування у багатоконтурній системі подібно інерційному зворотному зв’язку.

Зазначимо також додаткові особливості введення зворотного зв’язку в релейних системах регулювання:

- уведення жорсткого зворотного зв’язку у релейний регулятор (таке, щоб реле входило до числа ланок, що охоплюються зворотним зв'язком) може перетворити розривний релейний закон регулювання у безперервний, приблизно лінійний. Це дозволяє застосовувати до нелінійної системи у першому наближенні звичайні лінійні методи розрахунку;

- уведення гнучкого зворотного зв’язку при вдалому підборі параметрів також дозволяє отримати безперервний лінійний закон регулювання, але швидкісний (астатичний);

- жорсткий зворотний зв’язок у релейній системі регулювання є сильним засобом пригнічення автоколивань, при цьому зі збільшенням коефіцієнта зворотного зв’язку розширюється зона стійкості рівноважного стану системи та прискорюється затухання перехідних процесів.

Слід зазначити також, що всі види нелінійності не тільки мають враховуватися, але часто їх можна використовувати спеціально, як нелінійні коректувальні засоби для покращання процесу регулювання.

7.9 Моделювання нелінійних систем

Протилежно до теорії лінійних систем, яка є наочною та поширеною внаслідок її завершеності, розробка теорії та методів аналізу нелінійних систем скрутна через значну багатогранність форм нелінійностей і відсутність універсальних принципів, таких, як принцип суперпозиції для лінійних систем.

Тому всі розглянуті методи аналізу нелінійних САК мають обмежене використання:

- методи лінеаризації дозволяють використовувати при розрахунках переваги лінійної теорії, але вони обмежені допустимою зоною зміни сигналів, у межах якої лінеаризація є справедливою і можливою;

- метод фазової площини обмежується аналізом систем другого порядку з постійними вхідними сигналами;

- теорія функцій Ляпунова не має обмежень, але підбір правильних функцій Ляпунова стає складною задачею.

Складні нелінійні системи, які застосовують для керування з високою точністю, за допомогою наведених методів досліджувати не можна. Для цього слід використовувати моделювання, тобто відтворення систем і сигналів на аналогових чи цифрових ЕОМ. Аналогові, цифрові та гібридні ЕОМ, що застосовуються для моделювання, мають специфічні властивості.

Аналогові ЕОМ є досить швидкодіючими і дозволяють організувати безпосередній діалог людини з машиною. Значення параметрів і змінних можна змінювати у процесі моделювання і безпосередньо спостерігати за результатами цих змін. Під час підготовки задачі потрібно формувати схему системи, яка складається з інтеграторів і суматорів. Програми у цьому випадку непотрібні. Недолік АОМ полягає у обмеженні діапазону зміни напруг (в АОМ МН-7 - від 0 до 100В), що приводить до необхідності досить складного розрахунку масштабних коефіцієнтів. Крім того, кількість інтеграторів обмежена, а значить, обмежений порядок досліджуваної системи.

Цифрові ЕОМ забезпечують необхідну точність. Вони дозволяють реалізувати більшу кількість логічних операцій і зберігати результати розрахунків. Відпадає необхідність розрахунку масштабних коефіцієнтів. Але потрібне спеціальне програмне забезпечення.

Прагнення зменшення часу моделювання на цифрових ЕОМ та підвищення зручності їх використання приводить до необхідності розробки спеціальних мов програмування, спеціальних пакетів програм для моделювання. Проблемно-орієнтовані мови мають ряд переваг, наприклад, зручне символічне подання динамічних моделей. 

Перевагами використання цифрових ЕОМ є: моделювання з будь-якою точністю, можливість якісної перевірки результатів, максимальна простота і мінімальний час розв’язку, можливість секціювання програми.

Гібридні ЕОМ, які складаються з пов’язаних між собою аналогової та цифрової частини, мають переваги ЕОМ обох типів. Важливою особливістю є широта та універсальність їх використання. Така обчислювальна система дозволяє розв’язувати навіть дуже складні задачі.

Важлива проблема для всіх методів моделювання полягає в тому, щоб процес розрахунку завжди починався за заданих початкових умов, оскільки від цього залежить поведінка нелінійної системи. Тому постає необхідність визначення прийнятних початкових умов на базі грубого аналізу системи за допомогою відомих наближених методів.

Питання для самоперевірки:

1. У чому полягає принципова різниця між лінійними і нелінійними системами?

2. Перелічить основні типові нелінійні характеристики і дайте їх математичне описання. Що таке статична нелінійність? Динамічна нелінійність?

3. Які існують методи дослідження нелінійних систем? Наведіть їх характеристику.

4. У чому полягає суть дослідження нелінійних систем методом фазової площини?

5. Що таке граничний цикл? Що таке стійкий граничний цикл, нестійкий граничний цикл?

6. У чому полягає принципова різниця між автоколиваннями і незатухаючих коливаннями у лінійних системах?

7. У чому сутність еквівалентної лінеаризації? Які гіпотези лежать в основі метода еквівалентної лінеаризації?

8. У чому сутність методу гармонічного балансу?

9. Як визначити параметри автоколивань методом Гольдфарба?

10. У яких випадках метод гармонічного балансу виявляється недостатнім?

11. Сформулюйте теореми Ляпунова.

12. У чому полягає основний недолік другого методу Ляпунова?

13. Сформулюйте критерій абсолютної стійкості Попова. Наведіть його геометричне трактування.

14. Які існують методи коректування нелінійних систем?

15. Як впливає на якість нелінійної системи: ширина петлі гістерезиса? Ширина зони нечутливості? Характеристика з обмеженням вихідної величини?

16. Як впливає на якість нелінійної системи введення жорсткого зворотного зв’язку в релейний регулятор? Гнучкого зворотного зв’язку?

17. Які існують методи моделювання нелінійних систем?
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Рис. 7.2 - Типові нелінійні характеристики: а) елемент з насиченням;


б) гістерезіс; в) випрямляч
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Рис. 7.3 - Типові частково-лінійні характеристики:


а) характеристика з насиченням; б) ідеальний випрямляч; в) ідеальне реле; г) трипозиційне реле із зоною нечутливості; д) трипозиційне реле із зоною нечутливості і гістерезісом; е) двопозиційне реле з гістерезісом
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Рис. 7.22 - Приклад перетворення гармонічного сигналу


нелінійним елементом





а) ідеальна релейна характеристика з еквівалентною лінійною;


б) сигнал прямокутної форми та перша гармоніка вихідної величини;


в) гармонічний сигнал
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Рис. 7.6 - Зображення руху точки на фазовій площині





Рис. 7.18 - Рух точки в фазовій площині
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Рис. 7.21 - Фазовий портрет системи з жорстким збудженням автоколивань:


1 – внутрішній нестійкий граничний цикл;


2 – зовнішній стійкий граничний цикл





Рис. 7.27 - Розв’язок задачі графоаналітичним методом Гольдфарба





Рис. 7.23 - Структурна схема нелінійної САК
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Рис. 7.25 - Визначення амплітуди і частоти автоколивань графічним способом
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Рис. 7.1 - Структурні схеми нелінійних САК;


ЛЧ – лінійна частина; НЕ – нелінійний елемент
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Рис. 7.4 - а) Структурна схема паралельного з’єднання нелінійних елементів; б) нелінійні характеристики елементів (1 і 2) і сумарна характеристика (3)
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Рис. 7.5 - а) Структурна схема послідовного з’єднання нелінійних елементів; б) побудова сумарної (3) нелінійної характеристики при послідовному з’єднанні НЕ
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Рис. 7.10 - Перехідна характеристика (а) і фазова траєкторія (б) системи другого порядку з періодичними коливаннями
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Рис. 7.9 - Фазовий портрет системи з періодичними коливаннями
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Рис. 7.24 - Структурна схема нелінійної САК
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Рис. 7.28 – Приклад непридатності методу гармонічного балансу
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