10 ОПТИМАЛЬНІ СИСТЕМИ АВТОМАТИЧНОГО КЕРУВАННЯ

Одним з видів автоматичного керування є оптимальне керування, яке застосовують у технічних системах для підвищення ефективності виробничих процесів, і в системах організаційного управління для вдосконалення  діяльності підприємств та організацій. Ідея оптимізації в останні десятиріччя була центральною ідеєю, яка визначала розвиток теорії керування.

Слово “оптимальний” походить від латинського optimus, що значить – найкращий, досконалий. Оптимізація – це отримання найкращого можливого рішення.

Сучасна постановка задач оптимального керування (з точністю до термінології) була виконана у роботі російського вченого Д.Є. Охоцимського “К теории движения ракет” (1946 р.). Теорію оптимальної швидкодії вперше було викладено в роботах О.А. Фельдбаума, який у 1953-1956 роках запровадив поняття оптимальних за швидкодією процесів. Видатна роль у розвитку теорії оптимального керування належить академіку Л.С. Понтрягіну, який 1956 року сформулював принцип максимуму, що являє собою єдиний математичний апарат теорії оптимальних за швидкодією процесів для систем з декількома керуючими органами у разі обмежених за модулем координат керування. Після робіт Понтрягіна та його школи в теорії оптимального керування відбулася та канонізація методів і мови, яка свідчить про появу нової дисципліни “Теорія оптимального керування”.

10.1 Постановка й класифікація задач оптимізації

Під час розробки автоматичних систем насамперед ставиться задача виконання функціонального призначення системи, що визначається метою керування. Більш складною є задача розробки системи з найкращими показниками якості – оптимальної системи. Оцінку досяжності мети у процесі керування об’єктом, яка подана у формалізованому вигляді, називають критерієм оптимальності або цільовою функцією. Розробка оптимальної системи  - це задача синтезу або задача оптимізації.

Розв’язання цієї задачі починають з її постановки, яка містить опис заданих реальних елементів системи математичними співвідношеннями (складення математичної моделі системи), визначення існуючих обмежень для координат системи й аналіз характеристики сигналів зовнішніх впливів, а також складення математичного виразу заданого критерію якості. Далі задачу розв’язують відповідними математичними методами, у результаті чого знаходять функцію керування за умови мінімуму чи максимуму показника якості, що визначає оптимальний режим роботи об’єкта.

Обмеження фазових координат і керувань

Об’єкт керування можна подати у вигляді, що наведений на рис. 10.1. Величини u1(t), …, um(t) зручно вважати координатами деякого вектора u = (u1, u2, …um) у m-мірному просторі керування. Вектор u називають вектором керування або керуванням.
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Величини y1(t), …, yn(t) розглядають як координати вектора y = (y1, …, yn) у n-мірному просторі, який називають фазовим простором об’єкта, що розглядають. Вектор y називають фазовим вектором або вектором стану. Він визначає стан об’єкта у даний момент часу. Якщо стан об’єкта характеризується двома фазовими координатами, то кажуть про фазову площину. Розмірність векторів  u і y може бути однаковою або відрізнятися одна від одної (m(n). Пару векторних функцій [u(t), y(t)] називають процесом керування або просто процесом.

Під час розробки оптимальних систем автоматичного керування необхідно враховувати різні обмеження, що накладають на координати і показники якості процесу.
Усі обмеження координат і керувань можна розділити на два типи: природні та умовні.

Природні обмеження фазових координат обумовлені принципом роботи об’єкта. Наприклад, частота обертання асинхронного електродвигуна не може бути більшою за синхронну частоту; вихідні сигнали підсилювача обмежені через явище насичення і т.д.

Умовні обмеження координат уводять свідомо. Наприклад, величину струму якоря електродвигуна постійного струму обмежують умовами нормальної комутації на колекторі, нагрівом струмопровідних частин, граничною температурою ізоляції обмоток. Наявність умовних обмежень координат звичайно обумовлює введення обмежень на керування.

Іншими словами, вектори u(t) і y(t) можуть змінюватись лише у деякій зоні, що допускається:

u(t) 
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Gu; y(t) 
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Першу умову називають обмеженням на керування, другу – фазовим обмеженням. Gu і Gy – деякі задані множини. Множину  Gu називають областю керування. Її вказують у математичному описі об’єкта. Наприклад, якщо параметри u1 і u2 характеризують на площині векторну величину, модуль якої не перевищує одиниці, а напрямок довільний, то ці параметри підкоряються умові 
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, а область керування Gu являє собою круг одиничного радіусу (рис. 10.2).

У загальному випадку область керування може мати геометрично більш складний характер, оскільки через конструкцію об’єкта між керуючими параметрами ui можуть існувати зв’язки, що виражаються рівняннями вигляду:
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(10.2)

Для технічних систем особливо важливим  і характерним є випадок замкнутої множини Gu, тобто випадок, коли точка може знаходитись не тільки всередині цієї множини, а і на її межі.
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Важливо зробити ще одне припущення: значення керуючих параметрів можуть змінюватися стрибком, тобто ці параметри є безінерційними. Тому необхідно розглядати не тільки безперервні, а й кусково-безперервні керування.

Функція u(t) при t0 ( t ( t1 називається кусково-безперервною, якщо складається зі скінченної кількості безперервних кусків, тобто є безперервною для всіх моментів часу t, за винятком лише скінченної кількості цих моментів, де функція u(t) може мати розрив першого роду (рис. 10.3).

Кусково-безперервні керування дозволяють отримати для достатньо широкого класу прикладів точний математичний розв’язок оптимальної задачі та є достатньо наочними і зручними для технічної реалізації.

Критерії оптимальності

Важним етапом під час розробки оптимальних систем є формулювання мети оптимізації, яка математично виражається як вимога забезпечення мінімуму чи максимуму деякого показника якості (критерію оптимальності).

Як критерій оптимальності, можуть бути прийняті різні технічні та техніко-економічні показники й оцінки.

Наприклад, критерій може відображати техніко-економічну вигоду (продуктивність, коефіцієнт корисної дії тощо), при цьому оптимальне керування повинне забезпечувати максимум критерію оптимальності; він може виражати також утрати (витрату енергії, палива, коштів і т.д.), у цьому випадку оптимальне керування забезпечує мінімум критерію.

Цільову функцію необхідно подати у формі, яка допускає використання будь-якого відомого методу синтезу оптимальних систем. Під час розробки найпростіших локальних систем керування звичайно розглядають задачу оптимізації за критеріями, що характеризують якість функціонування системи (точність, швидкодію), а інші критерії не враховують.

У теорії автоматичного керування широко розповсюджені функціонали, що характеризують якість системи.

Змінна величина I[x(t)] називається функціоналом, що залежить від функції x(t), якщо кожній функції x(t) відповідає число I.

У загальному випадку функціонал залежить від фазових координат yi(t), координат керування uj(t), збурюючих впливів zk(t) і може бути поданий у вигляді:
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(10.3)
де [t0, t1] – інтервал часу, що розглядають; F – визначена функція, яка відображає показник якості; y, u, z – вектори фазових змінних, керувань і збурень відповідно.

Досягнення максимального чи мінімального (екстремального) значення цього функціоналу вказує на оптимальну роботу чи стан системи.

Розглянемо деякі типи критеріїв оптимальності найпростіших об’єктів і систем керування складними процесами.

Час перехідного процесу:
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(10.4)
Отримана при цьому система є оптимальною за швидкодією, якщо вона забезпечує мінімум інтегралу (10.4) з урахуванням обмежень координат.

Інтегральні оцінки якості перехідного процесу:
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(10.5)
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(10.6)

[image: image9.wmf]ò

¥

®

=

=

T

0

2

T

2

,

dt

)

t

(

y

T

1

lim

y

I





(10.7)
де ((t) = y((t)–y(t) – відхилення вихідної змінної y(t) від заданого значення y((t);
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- середнє значення квадрату помилки системи;
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- середнє значення квадрату вихідної координати.

За умови забезпечення мінімуму інтегралу (10.5) система є оптимальною за точністю у динамічних режимах при ступінчастому задавальному впливі.

За умови забезпечення мінімуму функціоналів (10.6) і (10.7) система є оптимальною за точністю у статичному розумінні.

Для визначення коливальності перехідного процесу, тобто характеру його протікання, застосовують узагальнений інтегральний квадратичний критерій:
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(10.8)

де rі – вагові коефіцієнти.

Перший доданок у виразі (10.8) забороняє тривале існування відхилення вихідної координати у, а подальші доданки – тривале існування великих значень похідних. Тому мінімуму інтегралу (10.8) відповідають достатньо швидкоплинні й плавні перехідні процеси.

Зазначимо, що інтегральні критерії (10.5) – (10.8) не враховують того, що у системі можуть мати місце обмеження потужності сигналу керування. Крім того, система сама може мати обмежені енергетичні ресурси. Ці обмеження враховують функціонали вигляду:
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(10.9)

Перший доданок у виразі (10.9) має той самий смисл, що й у виразі (10.8). Другий доданок, з одного боку, означає досягнення оптимальності гасіння збуреного руху за умови обмеження витрат енергії на керування, а з іншого – забезпечує пошук оптимального керування серед множини лінійних функцій, що допускаються.

Витрати енергії на керування:
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(10.10)

де u(t) та i(t) – напруга і струм навантаження; r=1/R – коефіцієнт пропорційності; R – опір електричного ланцюга.

Даний критерій також використовують при керуванні від джерел енергії, що є обмеженими за потужністю.

У механічних системах для оцінювання енергії керування іноді беруть функціонал вигляду:
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(10.11)

де u(t) – координата керування; 
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 - похідна вихідної змінної об’єкта.

Витрати палива:
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(10.12)

За умови мінімуму цього інтегралу отримуємо систему, оптимальну за витратами палива.

У випадках, коли необхідно забезпечити найкращу роботу системи за найгірших можливих умов, застосовують мінімаксний критерій оптимальності.

Формування критерію оптимальності, що визначає мету оптимізації, - це інженерна та інженерно-економічна задача, яку розв’язують на підставі глибокого та всебічного вивчення об’єкта, яким керують.

Якщо необхідно врахувати різні показники якості, задача вибору критерію оптимальності ускладнюється, оскільки вимоги до системи звичайно є суперечними. У зв’язку з цим як основний беруть критерій якості функціонування.

Класифікація задач оптимізації

Для того, щоб повністю завдати рух об’єкта, необхідно знати його фазовий стан у початковий момент часу t0 і вибрати керування u(t).
Цей вибір здійснюють за таких умов:

- задані крайові умови, тобто початковий y(t0) і кінцевий y(tк) стан об’єкта;

- оптимальність керування оцінюється за максимумом чи мінімумом функціоналу (10.3);

-   на керування і змінні стану накладають обмеження (10.1);

Конкретизація всіх цих умов породжує різні типи задач оптимізації, які можна розділити на три групи за способом завдання:

- функціоналу І;

- обмежень;

- крайових умов.

Різні види функціоналу І були розглянуті вище.

За способом завдання обмежень задачі розділяють на:

· задачі з обмеженням на керування;

· задачі з обмеженням на фазові змінні;

· задачі зі спільним обмеженням на керування і на фазові змінні.

За способом завдання крайових умов задачі можна розділити на:

- задачі з фіксованими кінцями: задані значення y(t0) і y(tк), а також моменти часу t0 і tк;

- задачі з вільними кінцями: якщо y(t0) чи y(tк) не задані, то маємо задачу з вільним лівим чи правим кінцем відповідно;

· задачі з рухомими кінцями: у цьому випадку значення t0 і tк зафіксовані, а вектори стану y(t0) і y(tк) задані деякими множинами 
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Крім зазначених ознак класифікації задач оптимізації, ці задачі можна розділяти за видом змінних і видом залежностей між ними.

За видом дії над змінними залежності можуть бути алгебраїчними і диференціальними. Задачі, що містять диференціальні залежності у функції часу, називають задачами динамічної оптимізації чи оптимального керування. Саме цим задачам приділяється основна увага у даній главі.

10.2 Класичні методи варіаційного числення

Методи варіаційного числення можна умовно розділити на класичні й сучасні. До класичних належать методи, що ґрунтуються на рівняннях Ейлера, Лагранжа, Якобі, Вейєрштрасса.  Їх доцільно застосовувати до задач, у яких області змін u(t) і y(t) не містять обмежень. Це має місце, коли розглядають малі відхилення u(t) і y(t) від усталених станів. Сучасні методи ґрунтуються на принципі максимуму Понтрягіна і методі динамічного програмування Беллмана. Їх перевагами є можливість урахування обмежень на керування та змінні стану, а також придатність до застосування ЕОМ.

Варіаційна задача з закріпленими граничними точками. Рівняння Ейлера
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Під час вивчення перехідних процесів систем керування характер динаміки можна оцінювати величиною визначеного інтегралу. Наприклад, для одномірних об’єктів:
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(10.13)
де y = y(t), 
[image: image20.wmf]dt
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 - траєкторії координати виходу та її першої похідної за часом.

Технічна задача оптимізації динаміки об’єкта приводиться до математичної задачі знаходження екстремуму функціоналу (10.13). При цьому шукана функція повинна задовольняти крайовим умовам: y(t0) = y0; y(tк) = yk, де y0, yk – задані числа.

Така задача називається варіаційною задачею із закріпленими граничними точками (із закріпленими кінцями) (рис. 10.4).

Умова екстремуму інтегралу (10.13) при фіксованих граничних  значеннях і відсутності обмежень на координати записується у вигляді рівняння Ейлера:
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(10.14)

Криві, на яких реалізується екстремум функціоналу (екстремалі), є інтегральними кривими цього рівняння. Для з’ясування, чи відповідає знайдена екстремаль мінімуму функціоналу, необхідно перевірити виконання додаткових умов. Оскільки це є достатньо складною процедурою, на практиці іноді обмежуються чисельною перевіркою значення функціоналу біля знайденої екстремалі.

Приклад 10.1 Знайти криву y((t), що проходить у фіксовані моменти часу t0 і tk через задані точки у0 і уk, на якій досягає екстремуму функціонал:
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(10.15)
де k – задане число (k>0).

У даному випадку 
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Рівняння Ейлера для екстремалей функціоналу (10.15) має вигляд:
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Розв’язок цього рівняння запишемо у вигляді:
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Для визначення С1 і С2 використовуємо граничні умови:
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Тоді отримуємо:
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(10.18)
У задачах оптимізації динаміки об’єктів у загальному випадку функціонал (10.13) може містити похідні вищих порядків. Необхідну умову наявності екстремуму такого функціоналу визначає рівняння Ейлера-Пуассона (за фіксованих граничних умов і відсутності обмежень на координати): 
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(10.19)

Слід зазначити, що рівняння (10.14) і (10.19) застосовуються для знаходження екстремумів відповідних функціоналів тільки тоді, коли координати y(t) є безперервними гладкими функціями і не мають обмежень типу нерівностей.

Ці рівняння виражають першу необхідну умову екстремуму. Однак, залишається неясним, є отримані екстремалі максимумом чи мінімумом функціоналу. Відповідь на це запитання дає теорема Лежандра, яка виражає другу необхідну умову екстремуму:

Для того, щоб функціонал (10.13) у задачі із закріпленими кінцями досягав на кривій мінімуму (максимуму), необхідно, щоб уздовж цієї кривої виконувалась умова:
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(10.20)

Так, для прикладу (10.1) маємо: 
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значить, на кривій (10.17) функціонал (10.15) досягає мінімуму.

Варіаційні задачі на умовний екстремум. Рівняння Ейлера-Лагранжа

Задачі синтезу алгоритмів оптимального керування об’єктами у динаміці при вибраному функціоналі критерію якості мають додаткові (умовні) обмеження у вигляді рівнянь математичної моделі динаміки об’єкта. Екстремум функціоналу, що визначається за додаткових умов (функціональних обмеженнях), називають умовним екстремумом. Задачі на умовний екстремум при визначенні оптимальних керувань об’єктом у динаміці зумовлені тим, що траєкторія виходу y(t) є наслідком зміни координати керування і залежить від виду диференціального рівняння об’єкта.

Таким чином, задача оптимізації об’єкта керування у динаміці, яку розв’язують класичним варіаційним численням, має таке формулювання:

· математична модель об’єкта задана у формі рівняння:
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(10.21)

· задані граничні умови: y(t0) = y0; y(tк) = yk;

· необхідно визначити оптимальне керування u((t), що забезпечує мінімум функціоналу:
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(10.22)
Ця задача називається задачею Лагранжа. Перші задачі на умовний екстремум були поставлені й розв’язані засновниками класичного варіаційного числення Бернуллі, Ейлером і Лагранжем.

Розв’язувати задачу на умовний екстремум можна методом множників Лагранжа. Для цього введемо до розгляду новий функціонал:
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(10.23)

де ( - множник Лагранжа;
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- функція Лагранжа; 
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За допомогою множників Лагранжа задача про умовний екстремум функціоналу (10.22) приводиться до задачі на безумовний екстремум функціоналу (10.23). Рівняння Ейлера при цьому складають для функції Лагранжа:
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(10.24)

Ці рівняння називають рівняннями Ейлера-Лагранжа. Вони характеризують умову стаціонарності функціоналу (10.23). У результаті розв’язування цих рівнянь з урахуванням математичної моделі об’єкта і граничних умов отримаємо оптимальне керування u((t) об’єктом у динаміці.

Приклад 10.2 Визначити оптимальне керування об’єктом, що заданий рівнянням:
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(10.25)

у процесі переходу об’єкта з фіксованого початкового стану у фіксований кінцевий стан: y(t0) = y0; y(tк) = yk = 0 , за умови мінімуму функціоналу
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(10.26)
Запишемо рівняння об’єкта (об’єкт описується аперіодичною ланкою першого порядку) у вигляді:
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де а = -1/Т; b = k/T.

Складаємо функцію Лагранжа:
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(10.27)

Тобто допоміжний функціонал має вигляд:
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З урахуванням того, що
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записуємо рівняння Ейлера-Лагранжа:
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(10.29)

З другого рівняння маємо: u=(b/2, тоді можна записати систему двох рівнянь:
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(10.30)

З другого рівняння 
[image: image48.wmf](
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, тоді отримуємо рівняння другого порядку:
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(10.31)

Розв’язок цього рівняння має вигляд:
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[image: image52.wmf].
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Умовам стійкості та вимогам y(tк) = 0 задовольняє тільки від’ємний корінь, тому маємо:


[image: image53.wmf].

e

С

e

C

)

t

(

y

2

qb

2

a

t

1

/

t

1

+

-

t

-

=

=






(10.32)

З урахуванням граничних умов С1=y(o)=y0.
Далі знаходимо: 
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Тоді: 
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Шукане оптимальне керування: 
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або з урахуванням (10.32):
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де
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Рівняння (10.33) визначає структуру оптимального регулятора для заданого об’єкта керування і вибраного функціоналу (10.26). Мінімум цього функціоналу гарантує мінімальні відхилення y(t) і u(t) у період перехідного процесу. Вираз (10.34) визначає оптимальне значення коефіцієнта k0.

Слід нагадати, що при використанні класичного варіаційного числення шукані функції оптимальних процесів є безперервними і на координати виходу та керувань не накладають обмеження.

Під час розв’язання задач оптимального керування ці умови далеко не завжди дотримуються.

По-перше, керуючі впливи, що входять до функціоналів, можуть бути кусково-безперервними (рис. 10.3). За деяких умов координати об’єкта також мають розрив. Значить, порушуються умови безперервності, що робить розв’язок задачі дуже складним або неможливим.
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По-друге, у практичних системах на координати і керування завжди накладаються обмеження. Це відповідає тому, що координати і керування можуть змінюватися у деяких замкнутих зонах, а також знаходитись на межах цих зон. Остання обставина може стати причиною серйозних ускладнень. Проілюструємо це за допомогою рис. 10.5.

У першому випадку рівняння 
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допомагає знайти оптимальне значення u=u(, при якому Q=Qmin, а у другому маємо мінімум і при невиконанні цієї умови.

Таким чином, порушення умов, на яких ґрунтується класичне варіаційне числення, не дозволяє розв’язувати  цими методами широке коло задач теорії автоматичного керування.

Ці труднощі можна подолати за допомогою нових методів розв’язування задач теорії оптимальних систем – методу динамічного програмування і принципу максимуму.
10.3 Метод динамічного програмування Беллмана

У техніці існує клас об’єктів і процесів, керування якими здійснюється на підставі обмеженої кількості рішень, що приймають послідовно у деякі фіксовані моменти часу. Для розв’язування задач оптимізації таких об’єктів американський вчений Р.Беллман запропонував метод, що отримав назву динамічного програмування. Цей термін означає прийняття рішень у часі.

За допомогою динамічного програмування можна розв’язувати задачі, що є дискретними за своєю природою. Це має велике значення для найрізноманітніших галузей техніки та економіки, пов’язаних з дискретними процесами виробництва.

У основі методу лежить принцип оптимальності. Відповідно до цього принципу оптимальне керування визначається кінцевою метою керування і станом системи у даний момент часу незалежно від того, яким чином система дійшла до цього стану, тобто від “передісторії” системи. Це означає, що для будь-якої оптимальної траєкторії кожна ділянка, яка зв’язує будь-яку проміжну точку цієї траєкторії з кінцевою, також є оптимальною траєкторією. Іншими словами, друга ділянка оптимальної траєкторії є оптимальною траєкторією.

 Пояснимо метод динамічного програмування на простому прикладі керування об’єктом, рух якого описується рівнянням (10.21):
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причому на керуючий вплив накладені обмеження u(t) 
[image: image62.wmf]Î

Gu, а також задані початкові умови: y(t0) = y0.

Необхідно мінімізувати функціонал:
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(10.35)
де 
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 - деякий функціонал, що залежить від значення вихідної координати у кінці інтервалу часу Т, тобто значення критерію при останньому кроці на ділянці dt (без урахування попередніх).

Для розв’язування задачі Беллман застосував прийом, що полягає у посуванні від кінця процесу (t =T) до його початку (t=0).

У результаті було отримане рівняння динамічного програмування у безперервній формі, яке у найпростішому випадку для системи першого порядку з однією керуючою дією має вигляд:
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(10.36)

де y0, u0 – початкові значення вихідної координати і керування,

S – мінімальне значення функціоналу (10.35), яке залежить від початкових умов.

Для отримання мінімуму рівняння (10.36) необхідно продиференціювати за керуванням u. Тоді умову мінімуму (10.36) можна замінити системою:
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(10.37)

де y, u – поточні значення вихідної координати і керування.

З другого рівняння системи (10.37) визначають dS(y)/dy, а потім з першого рівняння знаходять шукану залежність u=f(y).

У випадку, коли система має n вихідних координат і m керувань, рівняння (10.37) матимуть вигляд:
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(10.38)

Наведена система рівнянь є найпоширенішою формою запису рівнянь Беллмана. При цьому функція 
[image: image68.wmf])
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має бути безперервною й диференціюваною за yі, а dS/dyі відіграє ту саму роль, що і множник ( у задачі на умовний екстремум. Функція ( аналогічна рівнянню зв’язку (10.21).

Приклад 10.3 Розв’язати задачу (приклад 10.2) методом динамічного програмування.

Маємо рівняння об’єкта: 
[image: image69.wmf]).
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Функціонал: 
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Тоді система (10.37) має вигляд:
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(10.39)

Звідси знаходимо: dS/dy = - 2u/b;
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Отримали квадратне рівняння відносно u, корені якого є шуканими керуваннями:
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Другий корінь відкидаємо як такий, що не відповідає умовам стійкості, й остаточно запишемо:
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що співпадає з розв’язком (10.33), (10.34).

З рівнянь (10.39) можна виключити u, і тоді визначити функцію S.

Приклад 10.4  Розв’язати задачу з обмеженням: 
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де x=f(u) – нелінійна функція з обмеженням (рис. 10.6).
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Функціонал, що мінімізується, має вигляд: 
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У даному випадку:
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Тоді рівняння Беллмана матимуть вигляд:
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(10.40)

З другого рівняння отримуємо: 
[image: image80.wmf].
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Тоді: 
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Отримали рівняння, аналогічне попередньому прикладу, розв’язок якого має вигляд: 
[image: image83.wmf].
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Розв’язок рівняння 
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 дає константу f(u)=const. З урахуванням обмежень маємо |f(u)| = C.

10.4 Принцип максимуму Понтрягіна

1956 року в роботах академіка Л.С. Понтрягіна та його учнів було обґрунтовано принцип максимуму як необхідна і достатня ознака оптимального процесу для лінійних систем і необхідна ознака для нелінійних систем.

Між принципом максимуму і принципом оптимальності Беллмана існує прямий зв’язок.

Розглянемо спочатку матеріальну точку масою m=1, яка вільно і без тертя рухається по горизонтальній прямій і має двигун, що розвиває силу Fд. Тоді рівняння руху точки мають вигляд:

dS/dt = V; dV/dt = a; a = Fд,



(10.41)

де S, V, a – переміщення, швидкість і прискорення точки відповідно.

Позначимо:

y1 = S;  y2 = V;  u = Fд,

і тоді запишемо рівняння (10.41) у вигляді:
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(10.42)

Знайдемо оптимальне керування точкою, при якому вона перейде з початкового положення Sп до кінцевого положення Sк за мінімальний час, тобто I = T = min (функціонал 10.4).

На керування накладають обмеження:
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(10.43)

Інтегруючи рівняння (10.41) отримаємо:
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(10.44)

де Sп, Vп – початкові умови.

Для виконання умови T=min, необхідно, аби середня швидкість руху на відрізку [Sп, Sк] була як можна більшою, тобто 
[image: image88.wmf].
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Побудуємо діаграми зміни a, V, S з урахуванням (10.43) і (10.44) за умови, що Vп = 0, Sп = 0 (рис. 10.7).

Для точного влучення у точку Sк необхідно правильно вибрати точку початку гальмування. Визначимо для цього шлях гальмування Sг із умов:
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 - час гальмування, переміщення і швидкість точки у початку гальмування.


[image: image91.wmf].

2

/

t

a

t

V

S

S

S

2

г

max

г

пг

пг

к

г

-

=

-

=


Оскільки 
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  (10.45)

Це є рівняння параболи.

Якщо записати замість 
[image: image94.wmf]пг
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 відповідно S, V – поточні координати початку гальмування, то рівняння (10.45) можна записати у вигляді:
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(10.46)

Знак “мінус” ставиться при V > 0, знак “плюс” – при V < 0.

Побудуємо залежність S=f(V) на фазовій площині з урахуванням обмежень 
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 (рис. 10.8).

Початок координат відповідає кінцевій точці Sк (зупинка руху).
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Якщо точка знаходиться на ділянці фазової траєкторії 1-0-1(, то для того, щоб точка влучила у задане положення, необхідно почати гальмування з максимальним сповільненням.

Якщо точка знаходиться на ділянці 2-1 або 2(-1(, то гальмування слід починати тільки після досягнення точок 1 (1(). До цього моменту швидкість повинна залишатися максимальною і постійною.

Якщо гальмування починати, наприклад, у точці 3 (3(), то тіло “проскочить” задане положення, влучивши у точку 4 (4(). Тоді тіло слід розігнати на ділянці 4-5 (4(-5() а потім гальмувати по лінії 5-0 (5(-0().

Якщо у початковий момент часу тіло знаходиться у точці 6 (6(), то його слід спочатку розігнати до точки 7 (7(), а потім гальмувати по лінії 7-0 (7(-0).

Таким чином, для досягнення максимальної швидкодії необхідно працювати на межі можливостей (за реальних умов це не завжди так, якщо запас енергії обмежений).

Отже, фазовий портрет можна розділити на дві зони:

· зона А, в якій швидкість V зростає, тобто а > 0;

· зона В, в якій швидкість V знижується, тобто а < 0.

Межа, що розділяє ці зони, називається лінією перемикання. За відомими рівнянням цієї лінії та станом системи X (швидкість V і положення відносно Sк), можна завжди визначити керуючий вплив:
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Рівняння (10.45) можна записати у вигляді:
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де 
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Для зон А і В, відповідно, виконуються умови:
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Тоді сигнал керування повинен мати вигляд:
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(10.49)

Умова (10.49) виражає алгоритм керування, що реалізує оптимальні за швидкодією процеси у системі.

Аналіз фазового портрета показує, що для переміщення з будь-якої точки Sп до заданої точки Sк керування змінюється максимум один раз або має одне перемикання (два інтервали).  У точках перемикання u(t) має розрив першого роду. Такі керування належать до класу припустимих (рис. 10.3).

Тепер перейдемо до розгляду принципу максимуму. Скористаємось рівнянням (10.36).

Позначимо: 
[image: image104.wmf]i

y

)

y

(

S

¶

¶

-

=

y

, тоді вектор 
[image: image105.wmf]y

 запишемо:
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Оскільки max(-y) = -min(y) (рис. 10.9), то можна записати:
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Отже, умову мінімуму інтегралу (10.35) запишемо у вигляді:
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(10.51)

де 
[image: image110.wmf]y
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- скалярний добуток двох векторів.

Отриманий вираз (10.51) є математичним записом принципу максимуму Понтрягіна.
Зазначимо, що під час застосування методу динамічного програмування у загальному випадку необхідно попередньо знайти функцію S, що пов’язано з розв’язком диференціальних рівнянь у частинних похідних. Використання принципу максимуму потребує знання вектора 
[image: image111.wmf]y

, що розглядають на оптимальній траєкторії. А цей вектор можна знайти простіше, розв’язавши так звані спряжені рівняння:
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(10.52)

Часто рівняння (10.51) і (10.52) записують у більш компактній формі, позначивши скалярний добуток векторів 
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через H. Тоді отримуємо:
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(10.53)
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де 
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Узявши частинну похідну H за (і, отримаємо рівняння руху об’єкта:
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Із виразу (10.53) можна зробити такі висновки:

- якщо процес є оптимальним, то у будь-який момент часу t оптимальне керування u(t) – це таке керування, що максимізує величину Н;

- у будь-якій точці оптимальної траєкторії максимальне значення величини Н одне й те саме: воно дорівнює нулю.

Функцію Н називають функцією Гамільтона. Вона має визначений фізичний смисл. Зокрема для консервативних механічних систем функція Н є повною енергією системи, яка повинна залишатися постійною й максимальною у процесі керування. Функції (і є імпульсами і задають напрямок руху.

Для неконсервативних систем, наприклад електричних, функція Н – потужність, а (і – також імпульси.

Звідси випливає фізичний смисл оптимального керування: необхідно надавати об’єкту таку кількість енергії, яка забезпечувала б його рух, при якому  функціонал, вибраний як критерій оптимальності, досягав би екстремального значення за обмежень, що накладені на фазові координати та керування. Ця енергія надається за допомогою керування u, тому Н є функцією також і від u.

Таким чином, принцип максимуму в загальному випадку можна сформулювати так:

Для отримання оптимальної системи, у смислі мінімуму функціоналу І, необхідне існування таких ненульових безперервних функцій (0(t), …, (n(t), які є розв’язком системи 
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 що при будь-якому t з інтервалу 0 ( t ( T, величина Н як функція змінних u1, … , ur у заданій зоні їх припустимих значень, досягає максимуму відповідно до умови:
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Принцип максимуму є найдоцільнішим з усіх методів знаходження оптимальних керувань при розв’язуванні задач про швидкодію.

Розв’язування задачі виконують у такій послідовності:

1. Складають функцію Гамільтона Н, що дорівнює скалярному добутку векторів 
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2. Беруть частинні похідні Н за керуванням ui, які визначають екстремум функції Н. У разі лінійної залежності Н від ui частинна похідна 
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 є функцією однієї або декількох складових вектора 
[image: image125.wmf]y

. При цьому для досягнення додатного максимуму Н необхідно, аби ui = +umax при (і(t) > 0 і ui = -umax при (і(t) < 0, тобто

ui = umax (sign (і(t).



(10.56)

Таким чином, у даному випадку керуючий вплив стрибком набуває значення  +umax або -umax. Момент зміни знаку називається моментом перемикання.

У разі нелінійної залежності Н від ui частинну похідну 
[image: image126.wmf]i
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 дорівнюють нулю і з отриманого рівняння визначають ui, при якому максимізується Н.

3. Для знаходження допоміжної функції (і(t), яка визначає керування, складають і розв’язують систему спряжених рівнянь (10.54)

4. У разі замкнутої системи визначають залежність керування від вихідних координат системи, що визначають оптимальну траєкторію: 
[image: image127.wmf]).
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 При цьому моменти перемикання визначаються автоматично при відхиленні фактичної траєкторії від оптимальної.

У разі розімкнутої системи визначають кількість змін знаку (і(t), тобто визначають, скільки разів (і(t) переходить через нуль або інакше, скільки коренів має функція (і(t). Моменти перемикання можна визначити за методом стикування розв’язків диференціальних рівнянь зі знакозмінною правою частиною.

Приклад 10.5  Система задана рівняннями (10.41),(10.42):
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Необхідно розв’язати задачу про максимальну швидкодію, тобто знайти оптимальне керування u(, при якому перехід системи з початкового стану в кінцевий (рівноважний) стан відбувався б за мінімальний час. При цьому на керування накладається обмеження: |u| ( umax.

Запишемо функцію Гамільтона:
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Оскільки Н лінійна відносно u, то для визначення максимуму Н необхідно знайти (2. Запишемо систему спряжених рівнянь:
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Звідси випливає:

(1 = С1;
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де С1,С2 – сталі інтегрування.

Для досягнення максимуму Н необхідно, щоб (2 і u були одного знаку, тобто:

u = umax(sign(2.




(10.57)

Оскільки функція 
[image: image132.wmf]2
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 має один корінь t1=C2/C1, то керування u має одну зміну знаку (два інтервали керування), що співпадає з раніше отриманим результатом (рис. 10.8). Після закінчення керування 
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 (рис.10.10).

Принцип максимуму дає тільки якісну сторону зміни керуючої дії, тобто визначає кількість інтервалів керування, і не дає кількісної оцінки закону керування, оскільки сталі С1 і С2 не можна визначити через невідомі початкові умови для функції ((t). Це є його суттєвим недоліком.

Для конструювання оптимального регулятора цього недостатньо. Необхідно обов’язково знати моменти перемикання керуючої дії.

У даному прикладі у разі замкнутої системи це можна зробити, якщо знайти рівняння лінії перемикання (10.47):
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[image: image135.wmf].
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При цьому  
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У разі розімкнутої системи моменти перемикання знаходять методом стикування розв’язків диференціальних рівнянь. У прикладі (10.5) маємо два інтервали часу (два інтервали керування). Тому необхідно знайти моменти часу:

t1 – момент зміни знаку керування;

T = t2 – закінчення керування.

Нехай у початковий момент часу (t = t0 = 0) тіло знаходиться у точці В (рис. 10.10), тобто S(t0) = -S0 = -y10; 
[image: image137.wmf].
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Кінцеве значення координат: S(t2) = y1(t2)=0; 
[image: image138.wmf].
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При цьому з рис. 10.10 видно, що перший інтервал керування є додатним (u = +umax), а другий – від’ємним (u = -umax).

Розв’язуємо диференціальне рівняння: 
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 тобто рівняння зі знакозмінною правою частиною. Характеристичне рівняння: s2 = 0, тобто маємо два нульових кратних кореня s1=s2=0. Тоді розв’язок має вигляд:
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(10.58)

де С1 і С2 – сталі інтегрування.

Після диференціювання отримуємо:
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(10.59)

Запишемо рівняння (10.58) і (10.59) для різних моментів часу:
· для t = t0 = 0 (початок першого інтервалу):
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(10.60)

Звідси С10 = 0, С20 = -y10;
· для t = t1 (кінець першого, початок другого інтервалу); оскільки функції 
[image: image143.wmf]1
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безперервні, то можна виконати стикування розв’язків на межі першого і другого інтервалів:
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(10.61)

Звідси отримуємо: 
[image: image145.wmf];
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· для t = t2 = T (кінець другого інтервалу):
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(10.62)

Звідси 
[image: image147.wmf].
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Дорівнюємо вирази для С11 , а також для С21. Тоді отримуємо відповідно:
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Після підстановки першого рівняння до другого отримаємо:
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Звідси знаходимо:

· момент перемикання керування: 
[image: image151.wmf];
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· момент закінчення руху: 
[image: image152.wmf].
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У даному прикладі розглядали систему другого порядку і було отримане рівняння лінії перемикання. Розв’язуючи задачу для систем більш високих порядків, отримують рівняння поверхні перемикання у багатомірному фазовому просторі. При цьому кількість перемикань визначається відповідно до теореми про n-інтервалів, яку 1953 року довів у своїх роботах О.А.Фельдбаум:

Якщо характеристичне рівняння системи n-го порядку має тільки дійсні недодатні корені (від’ємні та нульові), процес керування матиме не більше    (n-1) перемикань. Якщо є комплексні корені (включаючи чисто уявні), то перемикань може бути більше залежно від початкових умов.

Можна зробити висновок, що оптимальна за швидкодією система має релейний перемикаючий елемент, що керується за допомогою спеціального обчислювального пристрою. При цьому необхідно безперервно вимірювати всі n фазових координат, тобто регульовану величину і (n-1) її похідних і подавати інформацію на вхід обчислювального пристрою.

Оскільки ідеальні диференціювальні ланки фізично не реалізуються, то для систем високого порядку можна здійснити лише близькі до оптимальних системи. Крім того, для систем високого порядку знаходження поверхонь перемикання є досить складною задачею, яка розв’язана лише для окремих випадків.

Приклад 10.6  Визначити закон змінювання струму якоря двигуна постійного струму з незалежним збудженням, що забезпечує відпрацювання кутового переміщення (0 протягом мінімального часу Т при обмеженні струму якоря |i| ( іmax і статичному моменті Мс=0.

Рівняння, що описують динаміку двигуна, мають вигляд:
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де ( - кутова швидкість двигуна; с – струмова стала двигуна; J – момент інерції електропривода.

Позначимо: ( = y1, ( = y2, i = u. Тоді рівняння двигуна матимуть вигляд:
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(10.63)

за початкових умов y1(0) = 0, y2(0) = 0 і при кінцевих значеннях змінних y1(Т) = 0, y2(Т) = (0.

Складаємо функцію Гамільтона: 
[image: image155.wmf].
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Функція Н лінійна відносно u.Запишемо систему спряжених рівнянь:
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(10.64)
Звідси отримуємо: (2 = С2; 
[image: image157.wmf],
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де С1 і С2 – сталі інтегрування.

Для досягнення максимуму Н необхідно, щоб (1 і u були одного знаку, тобто

u = umax(sign(1 = іmax(sign(1= іmax(sign(C1 - C2t).

Функція 
[image: image158.wmf]1
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 має один корінь t1=C1/C2, тому керування u має одну зміну знаку:


[image: image159.wmf]î

í

ì

³

-

<

=

.

t

t

при

i

;

t

t

при

i

)

t

(

u

1

max

1

max





(10.65)

Визначимо момент перемикання t1. Для цього використаємо перше рівняння системи (10.63). На першій ділянці при t < t1 керування u = imax, тому dy1/dt = cimax/J.

За початкових умов y1(0) = 0 отримуємо розв’язок цього рівняння:
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При t = t1 швидкість у кінці першої ділянки обчислюється за формулою:
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(10.66)

На другій ділянці при t ( t1 керування u = - іmax, тому dy1/dt = -cimax/J.

Розв’язок цього рівняння знаходимо за формулою:
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Сталу інтегрування С3 визначимо з умови, що функція y1(t) при t = t1 безперервна і на другій ділянці слушна формула (10.66). Тоді отримуємо:
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При t = T маємо y1(T) = 0, тобто 
[image: image164.wmf],
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 звідки t1= T/2.

Час Т визначимо з умови, що за цей час кутове переміщення дорівнює (0. Тоді з другого рівняння системи (10.63) маємо:
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звідки знаходимо:


[image: image167.wmf].
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З урахуванням позначень струму якоря і кутової швидкості запишемо закони їх  змінювання під час відпрацювання двигуном заданого переміщення:
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Закон змінювання напруги на якорі можна визначити з рівняння: uя = іR + c(.

Цей закон має вигляд:
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Геометрична інтерпретація оптимального керування

Вище було зазначено, що функції (і є імпульсами і задають напрямок руху системи. Розглянемо розімкнуту систему керування об’єктом, що являє собою послідовне з’єднання двох аперіодичних ланок першого порядку (рис. 10.11). Запишемо рівняння ланок у нормальній формі Коші:
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(10.67)

Функція Гамільтона матиме вигляд:
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(10.68)

Спряжені рівняння мають вигляд:
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(10.69)

Звідси знаходимо:
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(10.70)

[image: image253.wmf]s
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Для об’єкта, що розглядають, керування визначається вектором 
[image: image175.wmf]y

, складова якого (1 один раз змінює знак, а складова (2 – знаку не змінює. Розглянемо оптимальне керування на фазовій площині (у1; у2) (рис. 10.12). Виходячи з початкових умов, припустимо, що перший інтервал є додатним, отже, і функції (1 і (2 також додатні, оскільки вони завдають напрямок розгону. Побудуємо на фазовій площині ділянку фазової траєкторії 1, що відповідає розгону. Вектор фазової швидкості 
[image: image176.wmf]у
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буде направлений по дотичній до траєкторії зі складовими (10.67) 
[image: image177.wmf].
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 Для досягнення максимуму функції Н необхідно, щоб знаки 
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 співпадали, тобто вектори 
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 - паралельні. У деякий момент часу функція (1 змінює свій знак на від’ємний (10.70). Тому необхідно, щоб змінився знак і складової вектора фазової швидкості 
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. Це можна зробити тільки за рахунок зміни знаку керуючої дії з +u на –u. При цьому рух буде відбуватися по траєкторії 2 (гальмування). Таким чином, і після зміни знаку вектори 
[image: image181.wmf]y

j

і

 залишаються паралельними. Це й слугує ознакою оптимальності фазової траєкторії.

10.5 Аналітичне конструювання оптимальних регуляторів

Аналітичним конструюванням регуляторів  (АКР) називається методика синтезу оптимального регулятора для заданого об’єкта при заданих обмеженнях і критерію оптимальності, що задається у квадратичній інтегральній формі вигляду (10.8):
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Ця методика вперше була запропонована у роботах О.М.Льотова і Р.Калмана. Кожний з підходів має свої особливості, однак обидва рішення приводять до аналогічних результатів.

Суть задачі АКР полягає у визначенні варіаційними методами керуючої дії, яка мінімізує функціонал, що характеризує відхилення траєкторії справжнього руху системи від бажаної. У процесі аналітичного конструювання регуляторів відшукують закон керування у його аналітичній формі як деяку функцію фазових координат початкової системи. Таким чином, спочатку для заданого об’єкта керування при існуючих обмеженнях відшукують оптимальну траєкторію руху системи, а потім шляхом АКР визначають диференціальне рівняння (алгоритм керування) регулятора, що гарантує мінімальне відхилення траєкторії руху об’єкта керування від знайденої оптимальної траєкторії.

Узагалі рівняннями, що описують поведінку керуючого пристрою, можуть бути рівняння Ейлера, але вони не завжди виявляються такими, що реалізуються. Крім того, ці рівняння мають неприємну властивість: якщо час процесу керування у безперервній системі є скінченним, то рівняння Ейлера, що розглядають разом з рівняннями об’єкта, відповідають нестійкій системі регулювання. Так, у разі лінійного об’єкта і квадратичного функціоналу рівняння Ейлера є лінійними, причому серед коренів характеристичного рівняння обов’язково є як ліві, так і праві корені.

Якщо приєднання регулятора робить системи нестійкою, то це приєднання не може бути тривалим. Якщо відомо, що процес оптимального керування має спорадичний (одиничний, від випадку до випадку) характер, то можна піти на використання нестійкої системи, вмикаючи її лише на той момент, коли виникла потреба здійснити оптимальне керування, і обов’язково вимикаючи її після завершення керування. У тих випадках, коли регулятор має бути весь час підключеним до об’єкта, необхідно вжити заходів щодо забезпечення стійкості системи.

Цю задачу можна розв’язати шляхом відкидання у розв’язку рівняння складових, що відповідають додатним кореням. При цьому час керування стає нескінченно великим, проте функціонал набуває найменше з усіх можливих значення для різних Т.

Розглянемо окремі випадки такого роду систем і знайдемо рівняння екстремалі, що реалізує екстремум функціоналу (10.8) для цих випадків.

Нехай критерієм якості роботи системи слугує функціонал вигляду:
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(10.71)

Для знаходження екстремалі складаємо рівняння Ейлера (10.14). У даному випадку 
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(10.72)

Характеристичне рівняння має вигляд:
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(10.73)

Для знаходження екстремалі необхідно враховувати тільки корені рівняння: 
[image: image187.wmf],
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 інакше система буде нестійкою. Таким чином, розв’язок рівняння (10.72) для стійкої системи має вигляд:
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Сталу С визначають із початкових умов: при t = 0, y = y0, тоді
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(10.74)

Рівняння (10.74) є рівнянням екстремалі. Зазначимо, що екстремаль відповідає розв’язку диференціального рівняння першого порядку: 
[image: image190.wmf]0
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 з характеристичним рівнянням 
[image: image191.wmf],
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 де Т – постійна часу. Вагову константу r1 можна подати через цю постійну часу Т, якщо дорівняти поліноми: 
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Звідси r1 = Т2, і тоді рівняння екстремалі матиме вигляд:
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(10.75)

[image: image255.bmp]Таким чином, при мінімізації функціоналу вигляду (10.71) структуру або параметри системи слід підбирати так, щоб перехідний процес у системі наближався до аперіодичного (10.75). Оскільки величина Т може бути взята різною, то маємо поле екстремалей (рис. 10.13), з яких вибираємо екстремаль, яка найбільш повно відповідає вимогам до системи.

Наприклад, якщо 
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де 
[image: image197.wmf].
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Зазначимо, що при Т=0 отримуємо звичайний квадратичний інтегральний критерій:
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(10.76)

У цьому випадку рівняння екстремалі: у = 0. Фізично це означає, що при ступінчастому змінюванні керуючої дії вихідна координата у повинна змінитися стрибком від значення у0 до у=0. Зрозуміло, що в інерційній системі такий режим не можна реалізувати. Зазначимо також, що прагнення прискорити змінювання вихідної координати призводить до різкого збільшення коефіцієнта підсилення у ланцюгу зворотного зв’язку, що, у свою чергу, сприяє збільшенню коливальності процесу.

З’ясуємо на конкретному прикладі різницю синтезу систем за критеріями (10.71) і (10.76).

Приклад 10.7  Розглянемо слідкуючу систему заданої структури (рис. 10.14), яка описується диференціальним рівнянням другого порядку. Для поліпшення якості перехідного процесу виконавчий механізм охоплений жорстким від’ємним зворотним зв’язком за швидкістю. Необхідно визначити оптимальне значення коефіцієнта зворотного зв’язку kз.з., при якому критерії І1 та І2 набувають мінімального значення.

Передавальна функція розімкнутої системи має вигляд:
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а диференціальне рівняння буде:
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(10.77)

Нехай вхідний сигнал змінюється стрибком від u до 0, тоді, вважаючи у(0)=1; 
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отримуємо:
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      (10.78)

Визначимо величини І1 та І2 через коефіцієнти диференціального рівняння. Для цього помножимо (10.78) почергово на у і 
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(10.79)

Врахуємо, що 
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 (інтегрування частинами);
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Тоді після інтегрування системи (10.79) отримаємо:
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Звідси
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Для знаходження kз.з. , що відповідає І1= min, запишемо:
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Звідси оптимальне значення kз.з.: 
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Коефіцієнт kз.з., що відповідає І2 = min, буде за умови r1=0, тобто
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Візьмемо, наприклад, Т = 0,5 с; k1 = 200; k2 = 0,25 c-1; тоді k0 = 50 c-1; a0 = T/k0 = 0,5/50 = 0,01 c2.

Оцінку І1 знаходимо, задаючи r1. Поставимо вимогу, щоб перехідний процес наближався до експоненти з постійною часу Т = 0,1 с, тоді r1 = Т2 = 0,01 с2, і відповідні коефіцієнти зворотного зв’язку мають значення:
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[image: image218.wmf](
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Якість перехідного процесу визначається коефіцієнтом демпфірування (, який у даному випадку (10.78) дорівнює:
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З урахуванням значень kз.з.1 і kз.з.2 отримуємо відповідні значення коефіцієнта демпфірування: (1 = 0,7; (2 = 0,5.

На рис. 10.15 наведені результати моделювання перехідного процесу за допомогою пакета Matlab для обох випадків.
З графіків видно, що перерегулювання у першому випадку (kз.з.1 = 0,03; (1 = 0,7; безперервна лінія) не перевищує 5%, а у другому (kз.з.1 = 0,02; (1 = 0,5; пунктирна лінія) – досягає майже 20%, тобто вибір kз.з. за критерієм І1 (10.71) забезпечує менше перерегулювання, ніж за критерієм І2 (10.76). Подальше збільшення r1 приведе до збільшення kз.з.1 і, відповідно, (1. При цьому зменшиться перерегулювання, але зросте час перехідного процесу.
Таким чином, при заданій структурі об’єкта ми не можемо реалізувати оптимальний перехідний процес, що мінімізує критерії І1 та І2 при будь-яких kз.з.. Це обумовлено інерційністю об’єкта керування, що залишає можливість реалізації процесу, лише близького до оптимального.

Як зазначалося раніше, у реальних системах керуючий сигнал u(t) обмежений за потужністю і величиною. Для врахування цього часто застосовують критерій вигляду (10.9):
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Мінімізація цього інтеграла мінімізує величини у і u з урахуванням вагового коефіцієнта с.

Приклад 10.8 Об’єкт керування описується лінійним диференціальним рівнянням вигляду:
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(10.80)

Знайти закон керування u, який забезпечує мінімум функціоналу (10.9) під час переходу з початкового стану 
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Маємо варіаційну задачу Лагранжа на умовний екстремум – знаходження мінімуму функціоналу (10.9) за наявності рівняння зв’язку, що отримуємо з рівняння об’єкта:
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(10.81)

Складемо допоміжну функцію:
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де ( - множник Лагранжа.

Оскільки допоміжна функція містить першу і другу похідні, а також маємо дві змінні y і u, то рівняння екстремалі знайдемо як розв’язок системи рівнянь Ейлера-Пуассона (10.19):
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(10.82)

З другого рівняння отримуємо: u=k(/(2c), тобто для визначення оптимального керування u необхідно знайти (.

Додамо до рівнянь (10.82) рівняння зв’язку (10.81) і запишемо систему в зображеннях за Лапласом:
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(10.83)

Виключивши з цієї системи ( і u , отримаємо:
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Характеристичне рівняння має вигляд:
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(10.84)

Таке саме характеристичне рівняння отримаємо і при розв’язку системи (10.83) відносно (.

Поліном (10.84) можна розкласти на два із симетричним розташуванням коренів у правій і лівій півплощинах. Оскільки система передбачається стійкою, то враховуємо тільки ліві корені s1 і s2. Тоді розв’язок для ( і для у буде:
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Диференціюємо останнє рівняння:
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Тоді можна записати систему:
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Із останніх двох рівнянь знаходимо 
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(10.85)

Тоді оптимальне керування має вигляд:
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(10.86)

Відповідна передавальна функція керуючого пристрою буде:
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(10.87)

Таким чином, квадратичному критерію оптимальності вигляду (10.9) відповідає лінійний оптимальний закон керування (10.86), для здійснення якого необхідно мати зворотні зв’язки за всіма змінними стану системи. При цьому замкнута система залишається лінійною (рис. 10.16). Це можливе тільки за невеликих відхиленнях координат системи від положення рівноваги. Саме тому метод синтезу регулятора за квадратичним критерієм іноді називають оптимальною стабілізацією.

 Зазначимо також, що функціонали, відмінні від квадратичних, обумовлюють нелінійні закони керування.

Визначити коефіцієнти b1 і b2 можна так. Оскільки характеристичне рівняння замкнутої системи є рівнянням другого порядку і має корені s1 і s2 , то його можна подати у вигляді:
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     (10.88)

Тут s1 і s2 корені характеристичного рівняння об’єкта (10.80) з урахуванням закону оптимального керування u=k(/(2c).

З іншого боку, розв’язавши разом рівняння об’єкта (10.80) і регулятора (10.86), отримаємо:
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Тоді характеристичне рівняння матиме вигляд:


[image: image241.wmf].
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(10.89)

Дорівнюємо коефіцієнти при однакових степенях у рівняннях (10.88) і (10.89) і отримуємо: 
[image: image242.wmf].
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Звідси знаходимо: 
[image: image243.wmf].
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Визначивши з (10.84) корені s1 і s2 , можна знайти числові значення коефіцієнтів b1 і b2.

Аналогічно можна розв’язувати задачу і для об’єктів більш високих порядків, але обчислення стають більш громіздкими. 

Методи аналітичного конструювання регуляторів з розповсюдженням  на різні випадки обмежень останнім часом суттєво розширені. Розв’язок загальних задач АКР лінійних об’єктів доведено до рівнянь для визначення коефіцієнтів оптимальних керувань. Більш глибоко проблему аналітичного конструювання регуляторів розглядають у спеціальному курсі “Системи оптимального керування”.

Запитання для самоперевірки

1. Яка система керування називається оптимальною?

2. На які типи можна розділити обмеження координат і керувань?

3. Що таке критерій оптимальності? Назвіть основні типи критеріїв оптимальності.

4. Наведіть класифікацію задач оптимізації.

5. Які задачі називаються задачами динамічної оптимізації?

6. Назвіть класичні методи варіаційного числення.

7. Наведіть рівняння Ейлера і рівняння Ейлера-Пуассона. Поясніть їх суть.

8.  Наведіть теорему Лежандра.

9. Наведіть рівняння Ейлера-Лагранжа.

10.  Чим визначається кількість множників Лагранжа, що входять до функції Лагранжа? 

11. У чому полягає перевага сучасних методів варіаційного числення порівняно з класичними методами?

12.  Поясніть суть методу динамічного програмування.

13.  Який принцип лежить у основі методу динамічного програмування?

14.  Наведіть систему рівнянь Беллмана для системи першого порядку з однією керуючою дією.

15.  Сформулюйте принцип максимуму Понтрягіна у загальному випадку.

16.  Що таке функція Гамільтона?

17.  Наведіть математичний запис принципу максимуму.

18.  У чому полягає фізичний зміст оптимального керування?

19.  У якій послідовності розв’язують задачу про максимальну швидкодію за принципом максимуму Понтрягіна?

20.  Як визначаються моменти перемикання керувань у разі замкнутої системи? Розімкнутої системи?

21.  У чому полягає основний недолік принципу максимуму?

22.  Сформулюйте теорему про n-інтервалів.

23. Що таке аналітичне конструювання регуляторів?
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Рис. 10.1 – Об’єкт керування
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Рис. 10.2 – Приклад області керування
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Рис. 10.3 – Приклад кусково-безперервної функції
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Рис. 10.4 – До задачі із закріпленими кінцями
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Рис. 10.5 – Визначення мінімуму функції у замкнутій області керувань
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Рис. 10.6 – Нелінійна функція f(u) (обмеження лінійності за виходом)
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Рис. 10.7 - Діаграми зміни a, V, S
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Рис. 10.8 – Фазовий портрет системи
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Рис. 10.9 – До пояснення виразу: max(-y) = -min(y)
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Рис. 10.10 – Фазова траєкторія об’єкта
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Рис. 10.11 – Структурна схема об’єкта керування
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Рис. 10.12 – До геометричної інтерпретації оптимального керування
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Рис. 10.13 – Поле екстремалей





Рис. 10.14 – Структурна схема системи





� EMBED Equation.3  ���





y=(





u





kз.з.





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





(-)





Рис. 10.16 – Структурна схема системи
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Рис. 10.15 – Перехідні процеси у системі при kз.з.1=0,03 (безперервна лінія) і kз.з.2 = 0,02 (пунктирна лінія)
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