12 ВИПАДКОВІ ПРОЦЕСИ В АВТОМАТИЧНИХ СИСТЕМАХ КЕРУВАННЯ

У попередніх розділах ми припускали, що зовнішні впливи (керуючі дії та збурення), є визначеними відомими функціями часу. У цих випадках стан системи, що описується звичайними диференціальними рівняннями, у будь-який момент часу t однозначно визначається станом системи у попередній момент часу t0 < t. Звичайно вибирають t0 = 0 і кажуть, що стан системи однозначно визначається початковими умовами і може бути точно передбаченим для будь-якого моменту часу t. Такі системи називаються детермінованими.

Однак на практиці часто зустрічаються впливи, закон змінювання яких має випадковий характер і не може бути наперед точно визначений. Такими випадковими впливами є, наприклад, добові зміни навантаження енергосистеми; пориви вітру, що діють на літак; удари хвиль у гідродинамічних системах; флуктуаційні шуми у радіотехнічних пристроях тощо. При випадкових впливах даних про стан системи у момент t0 недостатньо, щоб судити про її стан у подальший момент часу t > t0.

Випадкові дії можуть прикладатися до системи зовні (зовнішні дії) або виникати усередині деяких її елементів (внутрішні шуми). Випадкові  зміни властивостей системи звичайно можна звести до еквівалентного впливу деяких випадкових завад, що діють на неї, тому далі будемо вважати, що на систему діють тільки зовнішні випадкові впливи.

 Розрахунок систем автоматичного керування при випадкових діях виконують за допомогою спеціальних статистичних методів. САК, що спроектована на основі цих методів, буде забезпечувати виконання вимог, до цієї системи не тільки для одного детермінованого впливу, а для цілої сукупності впливів, що задані за допомогою статистичних характеристик.

Статистичні методи дозволяють з’ясувати лише закономірності, що є притаманними випадковим явищам масового характеру. Наприклад, якщо помилка системи має випадковий характер, то точне її значення у будь-який момент часу за допомогою статистичного розрахунку передбачити неможливо. Однак, якщо провести багато вимірювань помилки у однакових умовах, то, наприклад, середнє значення помилки можна шляхом статистичного розрахунку передбачити з достатньою точністю.

12.1 Випадкові процеси та їх основні статистичні характеристики

Функція, значення якої при кожному значенні незалежної змінної є випадковою величиною, називається випадковою функцією. Випадкові функції, для яких змінною є час t, називають випадковими процесами або стохастичними процесами.

Якщо, наприклад, проведено n окремих випробувань, то у результаті випадковий процес X(t) може прийняти n різних невипадкових (регулярних) функцій часу xi(t), де і = 1, 2, ..., n. Будь-яка з цих функцій xi(t), якій виявився рівним випадковий процес X(t) у результаті випробування, називається реалізацією випадкового процесу (або можливим значенням випадкового процесу). Сказати наперед, за якою з реалізацій піде процес, неможливо.

Розглянемо, наприклад, випадковий дрейф на виході підсилювача постійного струму при вхідній напрузі, що дорівнює нулю. Щоб вивчити характеристики дрейфу, можна узяти n однакових підсилювачів, помістити їх у однакові умови роботи, одночасно увімкнути і отримати n осцилограм дрейфу на виходах підсилювачів. Кожна з осцилограм є конкретною реалізацією xi(t) випадкового процесу X(t). Для будь-якого фіксованого моменту часу t = t1 реалізація випадкового процесу xi(t1) є конкретною величиною, а значення випадкової функції X(t1) є випадковою величиною, що називається перерізом випадкового процесу у момент часу t1. Тому не можна стверджувати, що випадковий процес у даний момент часу має деяке детерміноване значення, можна говорити лише про ймовірність того, що у даний момент часу значення випадкового процесу, як випадкової величини, буде знаходитись у певних границях.

Статистичні методи вивчають не кожну з реалізацій xi(t), що утворюють множину X(t), а властивості всієї множини у цілому. Тому під час дослідження автоматичної системи керування роблять висновок про її поведінку не відносно до будь-якого певного впливу, а відносно до цілої сукупності впливів.

Статистичні властивості випадкової величини х визначають за її функцією розподілу (інтегральним законом розподілу) F(x) або за щільністю ймовірності (диференціальним законом розподілу) w(x).

Випадкові величини можуть мати різні закони розподілу: рівномірний, нормальний, експоненціальний тощо. У багатьох задачах автоматичного керування дуже часто використовують нормальний закон розподілу (закон Гауса), який має місце, якщо випадкова величина визначається сумарним ефектом від впливу великої кількості різних незалежних факторів.

З курсу теорії ймовірності відомо, що випадкова величина х при нормальному законі розподілу повністю визначається математичним сподіванням (середнім значенням) mx і середнім квадратичним відхиленням (х.

Аналітичний вираз функції розподілу у цьому випадку має вигляд:
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(12.1)

Аналітичний вираз щільності ймовірності для нормального закону розподілу:
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(12.2)

Для випадкового процесу використовують також поняття функції розподілу F(x, t) і щільності ймовірності w(x, t), що залежать від фіксованого моменту часу t і від деякого вибраного рівня х, тобто є функціями двох змінних: х і t. 

Розглянемо випадкову величину X(t1), тобто переріз випадкового процесу у момент часу t1. Одномірною функцією розподілу (функцією розподілу першого порядку) випадкового процесу X(t) називають ймовірність того, що поточне значення випадкового процесу X(t1) у момент часу t1 не перевищує деякого заданого рівня (числа) х1, тобто:
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(12.3)

Якщо функція F1(x1, t1) має частинну похідну за х1, тобто:
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(12.4)

то функцію w1(x1, t1) називають одномірною щільністю ймовірності (щільністю ймовірності першого порядку) випадкового процесу.

Величина
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(12.5)

являє собою ймовірність того, що X(t) знаходиться у момент часу t = t1 в інтервалі від х1 до х1 + dx1. 

Прикладом випадкового процесу, що повністю характеризується одномірною щільністю ймовірності, є так званий білий шум. Значення X(t) у цьому процесі, узяті у різні моменти часу t, цілковито незалежні одне від одного, як би близько не були вибрані ці моменти часу. Це означає, що крива білого шуму містить викиди, що затухають за нескінченно малі проміжки часу. 

Функції  F1(x, t) і w1(x, t) є простішими статистичними характеристиками випадкового процесу. Вони характеризують випадковий процес ізольовано в окремих його перерізах, не розкриваючи взаємного зв’язку між перерізами випадкового процесу, тобто між можливими значеннями випадкового процесу у різні моменти часу.

Знання цих функцій ще недостатньо для опису випадкового процесу у загальному випадку. Необхідно охарактеризувати також взаємний зв’язок випадкових величин у різні моменти часу.

Розглянемо тепер випадкові величини X(t1) і X(t2), що відносяться до двох різних моментів часу t1 і t2 спостереження випадкового процесу.

Ймовірність того, що X(t) буде не більше х1 при t=t1 і не більше х2 при t=t2, тобто
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(12.6)

називають двомірною функцією розподілу (функцією розподілу другого порядку).

Якщо функція F2(x1, t1; x2, t2) має частинні похідні за х1 і  х2 тобто:
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то функцію w2(x1, t1; x2, t2) називають двомірною щільністю ймовірності (щільністю ймовірності другого порядку) випадкового процесу.

Величина
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(12.8)

являє собою ймовірність того, що X(t) знаходиться у момент часу t = t1 в інтервалі від х1 до х1 + dx1, а у момент часу t = t2 - в інтервалі від х2 до х2 + dx2.

Двомірною щільністю ймовірності (12.7) повністю характеризуються так звані марковські випадкові процеси (за ім’ям відомого математика, академіка Петербурзької АН Андрія Андрійовича Маркова, який уперше дослідив ці процеси), для яких знання значення процесу у момент часу tk містить усю можливу інформацію про подальший хід процесу.

Аналогічно можна увести поняття про n-мірну функцію розподілу і         n-мірну щільність ймовірності. Чим вище порядок n, тим повніше описуються статистичні властивості випадкового процесу, але багатомірні закони розподілу є громіздкими і незручними для використання. Тому частіше обмежуються випадками, коли для опису випадкового процесу достатньо знати тільки одномірний чи двомірний закон розподілу.

У практиці досліджень систем автоматичного керування широке розповсюдження отримали порівняно більш прості, хоча й менш повні характеристики випадкових процесів, аналогічні числовим характеристикам випадкових величин: математичне сподівання, дисперсія, середнє значення квадрата випадкового процесу, кореляційна функція, спектральна щільність та інші.

Математичним сподіванням (середнім значенням) mx(t) випадкового процесу X(t)  називають величину:
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(12.9)

де w1(x, t) – одномірна щільність ймовірності випадкового процесу X(t).

Математичне сподівання випадкового процесу X(t) являє собою деяку невипадкову (регулярну) функцію часу mx(t), біля якої групуються і відносно якої коливаються усі реалізації даного випадкового процесу. Математичне сподівання називають середнім значенням випадкового процесу за множиною (статистичним середнім), оскільки воно являє собою ймовірносно усереднене значення нескінченної множини реалізацій випадкового процесу.

Середнім значенням квадрата випадкового процесу називають величину:


[image: image10.wmf]ò

+¥

¥

-

=

=

.

dx

)

t

,

x

(

w

x

]

)}

t

(

X

[{

M

)

t

(

x

~

1

2

2

2




(12.10)

Часто розглядають так званий центрований випадковий процес 
[image: image11.wmf])

t

(

X

o

- відхилення випадкового процесу X(t) від його середнього значення mx(t):
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Тоді випадковий процес X(t) можна розглядати як суму двох складових: регулярної складової, що дорівнює математичному сподіванню mx(t), і центрованої випадкової складової 
[image: image13.wmf])
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(12.12)

Зрозуміло, що математичне сподівання центрованого випадкового процесу дорівнює нулю:
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(12.13)

Для того, щоб урахувати ступінь розкидання реалізацій випадкового процесу відносно його середнього значення, застосовують поняття дисперсії випадкового процесу, яка дорівнює математичному сподіванню квадрата центрованого випадкового процесу:
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(12.14)

Дисперсія випадкового процесу є невипадковою (регулярною) функцією Dx(t), значення якої у кожен момент часу tk дорівнює дисперсії відповідного перерізу X(tk) випадкового процесу.

Математичне сподівання mx(t), дисперсія Dx(t) і середнє значення квадрата 
[image: image17.wmf])
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 випадкового процесу зв’язані співвідношенням:
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Із (12.15) видно, що середнє значення квадрата випадкового процесу 
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 у деякій мірі ураховує і середнє значення випадкового процесу, і ступінь розкидання його реалізацій відносно цього середнього значення, тому воно широко використовується яка оцінка точності систем автоматичного керування.

Іноді зручно використовувати статистичні характеристики випадкового процесу, які мають ту саму розмірність, що й сама випадкова величина:

- середнє квадратичне значення випадкового процесу:
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(12.16)

що дорівнює арифметичному значенню квадратного кореня із середнього значення квадрата випадкового процесу;

- середнє квадратичне відхилення випадкового процесу:
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що дорівнює арифметичному значенню квадратного кореня із дисперсії випадкового процесу.

Характеристику (12.17) використовують тільки для центрованих випадкових процесів.

Знання указаних вище статистичних характеристик часто є достатнім для вирішення багатьох задач теорії автоматичного керування.

12.2 Кореляційні функції випадкових процесів

Математичне сподівання й дисперсія є важливими характеристиками випадкового процесу, але вони не дають достатнього уявлення про те, який характер матимуть його окремі реалізації. Тобто для двох випадкових процесів, що мають цілковито різні структури, значення математичного сподівання й дисперсії можуть бути однаковими. 

Аби охарактеризувати внутрішню структуру випадкового процесу, тобто врахувати зв’язок між його значеннями у різні моменти часу або, інакше кажучи, врахувати ступінь мінливості випадкового процесу, необхідно ввести поняття кореляційної функції випадкового процесу.

Кореляційною функцією випадкового процесу X(t) називають невипадкову функцію двох аргументів Rx(t1, t2), яка для кожної пари довільно вибраних значень аргументів (моментів часу) t1 і t2 дорівнює математичному сподіванню добутку двох випадкових величин 
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 відповідних перерізів випадкового процесу:
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(12.18)

Різні випадкові процеси діляться на стаціонарні й нестаціонарні залежно від того, як з часом змінюються їхні статистичні характеристики. Розділяють стаціонарність у вузькому і в широкому розумінні.

Стаціонарним у вузькому розумінні називають випадковий процес X(t), якщо його n–мірні функції розподілу й щільності ймовірності при будь-якому n не залежать від зсуву всіх точок t1, t2, …, tn уздовж осі часу на однакову величину (, тобто:
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(12.19)

Це означає, що статистичні характеристики випадкового стаціонарного процесу незмінні у часі.

Стаціонарний випадковий процес є своєрідним аналогом усталеного процесу в детермінованих системах. Будь-який перехідний процес не є стаціонарним.

Стаціонарним у широкому розумінні називають випадковий процес X(t), математичне сподівання якого є постійним:
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а кореляційна функція залежить тільки від однієї змінної – різниці аргументів (=t2 - t1; при цьому кореляційну функцію позначають:
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(12.21)

Процеси, що є стаціонарними у вузькому розумінні, обов’язково є стаціонарними в широкому розумінні, однак, супротивне твердження не є вірним.

Для випадкового процесу з нормальним законом розподілу математичне сподівання й кореляційна функція цілком визначають його n-мірну щільність ймовірності, тому для нормальних випадкових процесів поняття стаціонарності в широкому й вузькому розумінні співпадають.

Теорія стаціонарних процесів розроблена найбільш повно і дозволяє порівняно просто виконувати розрахунки для багатьох практичних випадків. Тому припущення щодо стаціонарності іноді доцільно робити й для тих випадків, коли випадковий процес не є стаціонарним, але на інтервалі часу, що розглядають, статистичні характеристики сигналів не встигають істотно змінитися.

У теорії випадкових процесів використовують два поняття середніх значень: 

- середнє значення за множиною (математичне сподівання) (12.9), що визначається на підставі спостережень за множиною реалізацій випадкового процесу в один й той самий момент часу; середнє значення за множиною позначають хвилястою лінією над виразом, що описує випадкову функцію, тобто 
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- середнє значення за часом, що визначається на підставі спостереження за окремою реалізацією випадкового процесу x(t) протягом достатньо тривалого часу Т; середнє значення за часом позначають прямою рисою над виразом, що описує випадкову функцію, і визначають за формулою:
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(12.22)

якщо ця границя існує.

Взагалі, для одного й того самого випадкового процесу величини 
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 є різними. Однак, існує клас стаціонарних випадкових процесів, що називають ергодичними, для яких середнє за множиною дорівнює середньому за часом, тобто:

 
[image: image31.wmf]).

t

(

x

)

t

(

x

~

=







(12.23)

Кореляційна функція Rx(() ергодичного стаціонарного випадкового процесу X(t) необмежено зменшується за модулем при |(|((.

Властивість ергодичності має дуже велике практичне значення. Для визначення статистичних властивостей деяких об’єктів, якщо важко здійснити одночасне спостереження за ними у довільно вибраний момент часу (наприклад, за наявності одного дослідного зразка), його можна замінити тривалим спостереженням за одним об’єктом. Іншою мовою, окрема реалізація ергодичного випадкового процесу на нескінченному інтервалі часу цілком визначає весь випадковий процес із його нескінченними реалізаціями. Цей факт лежить в основі методу експериментального визначення кореляційної функції стаціонарного випадкового процесу за одною реалізацією.

Для ергодичних випадкових процесів за умови, що середнє значення випадкового процесу дорівнює нулю (
[image: image32.wmf]0
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), кореляційну функцію можна визначити за виразом:
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(12.24)

Крім того для ергодичних випадкових процесів можна встановити дуже важливий зв’язок між дисперсією й кореляційною функцією – дисперсія стаціонарного випадкового процесу дорівнює початковому значенню кореляційної функції:

Dx = Rx(0) = const.



(12.25)

Звідси випливає, що дисперсія стаціонарного випадкового процесу є постійною, отже постійним є й середнє квадратичне відхилення:
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(12.26)
Статистичні властивості двох випадкових процесів X(t) і G(t) можна охарактеризувати взаємною кореляційною функцією Rxg(t1, t2), яка для кожної пари довільно вибраних значень аргументів t1 і t2 дорівнює:
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Для ергодичних випадкових процесів можна записати:
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(12.28)

де x(t) і g(t) – будь-які реалізації стаціонарних випадкових процесів X(t) і G(t) відповідно.

Взаємна кореляційна функція (12.28) характеризує взаємний статистичний зв’язок двох випадкових процесів X(t) і G(t) у різні моменти часу, що віддалені один від одного на відрізок часу (. Значення Rxg(0) характеризує цей зв’язок в один і той самий момент часу.

Якщо випадкові процеси X(t) і G(t) статистично не зв’язані між собою і мають нульові середні значення, то їх взаємна кореляційна функція для всіх ( дорівнює нулю. Однак, супротивне твердження про те, що за нульової взаємної кореляційної функції процеси є незалежними, слушне тільки для процесів із нормальним законом розподілу.

Наведемо без доказу деякі основні властивості кореляційних функцій Rx(().

1. Початкове значення кореляційної функції (див. 12.25) дорівнює дисперсії випадкового процесу:

Rx(0) = Dx.

2. Значення кореляційної функції за будь-якого ( не може перевищувати її початкового значення, тобто:

Rx(0) ( |Rx(()|.



(12.29)
3. Кореляційна функція є непарною функцією (, тобто:

Rx(() = Rх(-().



(12.30)

4. Кореляційну функцію суми випадкових процесів Z(t) = X(t) + G(t) визначають виразом:

Rz(() = Rх(() + Rg(() + Rxg(() + Rgx((),

(12.31)

де Rxg(() і Rgx(() – взаємні кореляційні функції.

5. Кореляційна функція сталої величини x(t) = A0 дорівнює квадрату цієї сталої величини A02 (рис. 12.1, а).

6. Кореляційна функція періодичної функції, наприклад x(t)=Asin((1t+(), являє собою косинусоїду (рис. 12.1, д), що має ту саму частоту (1, що й x(t), і не залежну від зсуву фази (, тобто:

Rх(() = (А2/2)cos(1(,



(12.32)

7. Кореляційна функція часової функції, що розкладається у ряд Фур’є:
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має такий вигляд:
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(12.33)

8. Типову кореляційну функцію стаціонарного випадкового процесу (рис. 12.1, б) можна апроксимувати таким аналітичним виразом:


[image: image40.wmf].

e

D

e

)

0

(

R

)

(

R

|

|

x

|

|

x

x

t

a

-

t

a

-

=

=

t





(12.34)

де Dx – дисперсія, ( = const – параметр затухання.


Зі збільшенням ( зв’язок між X(t) і X(t+() послаблюється і кореляційна функція стає менше. На рис. 12.1, б,в наведені дві кореляційні функції й дві реалізації випадкового процесу, що їм відповідають. Легко помітити, що кореляційна функція, яка відповідає випадковому процесу з більш тонкою (більш мінливою) структурою, зменшується швидкіше. Іншою мовою, чим більш високі частоти присутні у випадковому процесі, тим швидкіше убуває відповідна кореляційна функція.

9. Кореляційна функція стаціонарного випадкового процесу, на який накладена періодична складова з частотою (k, також буде містити періодичну складову тієї самої частоти.

10. Чим слабкіший зв’язок між X(t) і X(t+(), тим швидкіше убуває кореляційна функція Rx((). Для білого шуму, де цей зв’язок відсутній, кореляційна функція являє собою (-функцію (рис. 12.1, г):

Rx(() = N(((),




(12.35)
де N = const.

Зазначимо, що випадковий процес типа білого шуму є фізично нереальним, оскільки йому відповідає нескінченно велике значення дисперсії й середнє значення квадрату випадкової величини 
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, а отже, й нескінченно велика потужність.

Під час вирішення практичних задач часто використовують нормовану кореляційну функцію:

(х(() = Rx(()/Dx.




(12.36)
Ця функція зручна тим, що завжди (х(0) = 1.

Іноді розглядають нормовану взаємну кореляційну функцію:
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(12.37)

причому можна показати, що 
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Кореляційні функції випадкових процесів можна визначити за експериментальними даними (за експериментальною реалізацією випадкового процесу). Але такий спосіб є трудомістким, тому на практиці звичайно кореляційні функції визначають за допомогою спеціальних приборів – кореляторів, що автоматично обчислюють середні добутки двох координат осцилограм, які знаходяться одна від одної на відстані (.

12.3 Спектральні щільності випадкових процесів

Під час дослідження автоматичних систем керування користуються ще однією характеристикою стаціонарного випадкового процесу – спектральною щільністю Sx((), яка у багатьох випадках є більш зручною, ніж кореляційна функція.

Термін “спектральна щільність” походить з теорії електричних коливань. Фізичний зміст спектральної щільності полягає в тому, що вона характеризує розподіл потужності сигналу за частотним спектром (кожна елементарна потужність, яка відповідає нескінченно малій ділянці спектра від ( до ( + d(, пропорційна значенню функції Sx(() для даної частоти (). Спектральну щільність можна визначити експериментально через середню величину квадрата амплітуди гармонік реалізації випадкового процесу. Прибори, що застосовують для цього, називаються спектрометрами.

Аналітично спектральна щільність Sx(() випадкового процесу X(t) визначається як перетворення Фур’є кореляційної функції Rx(():
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(12.38)

За допомогою формули Ейлера 
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 вираз (12.38) можна подати у вигляді:
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(12.39)

Оскільки 
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 - непарна функція (, то другий інтеграл у виразі (12.39) дорівнює нулю. Тоді з урахуванням, що 
[image: image48.wmf]wt

t

cos

)

(

R

x

 - парна функція (, отримаємо:
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(12.40)

Оскільки 
[image: image50.wmf])
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, то з (12.40) випливає:

Sx(() = Sx(-().




(12.41)

Таким чином, спектральна щільність Sx(() є дійсною і парною функцією частоти (, тому графік цієї функції завжди симетричний відносно осі ординат.

Якщо спектральна щільність відома, то за формулою оберненого перетворення Фур’є можна знайти відповідну кореляційну функцію:
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(12.42)

З урахуванням (12.25) і (12.42) можна встановити важливий зв’язок між дисперсією Dx і спектральною щільністю Sx(() випадкового процесу:
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(12.43)

Взаємну спектральну щільність Sxg(j() двох стаціонарних випадкових процесів X(t) і G(t) визначають як перетворення Фур’є від взаємної кореляційної функції Rxg(():
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(12.44)

Взаємна спектральна щільність Sxg(j() є мірою статистичного зв’язку між двома стаціонарними випадковими процесами X(t) і G(t). Якщо ці процеси некорельовані й мають рівні нулю середні значення, то взаємна спектральна щільність дорівнює нулю, тобто Sxg(j()=0.

На відміну від спектральної щільності Sx(() взаємна спектральна щільність не є парною функцією ( і являє собою не дійсну, а комплексну функцію.

Розглянемо без доказу деякі властивості спектральної щільності Sx(().

1. Спектральна щільність білого шуму є постійною на всьому діапазоні частот (рис. 12.1, г):

Sx(() = N = const.




(12.45)

Це означає, що енергія білого шуму розподілена за всім спектром рівномірно, а сумарна енергія процесу дорівнює нескінченності, що фізично неможливо. Тобто білий шум є математичною ідеалізацією реального процесу. Походження терміну “білий шум” пояснюється аналогією такого процесу з білим світлом, що має однакові інтенсивності всіх компонент.

2. Спектральна щільність постійного сигналу x(t) = A0 являє собою (-функцію, що розташована на початку координат (рис. 12.1, а):

Sx(() = 2(A02((().



(12.46)

Фізично це означає, що вся потужність постійного сигналу зосереджена на нульовій частоті.

3. Спектральна щільність періодичного сигналу x(t)=Asin((1t+() являє собою дві (-функції, що розташовані симетрично відносно початку координат при ( = (1 і ( = -(1 (рис. 12.1, д):
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(12.47)

Це означає, що вся потужність періодичного сигналу зосереджена на двох частотах: (1 і -(1 (для зони додатних частот уся потужність періодичного сигналу зосереджена на одні частоті (1).

4. Спектральна щільність часової функції, що розкладається у ряд Фур’є 
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має вигляд:
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(12.48)

Цій спектральній щільності відповідає лінійчатий спектр (рис. 12.2) із (-функціями, що розташовані на додатних і від’ємних частотах гармонік ((-функції умовно зображені так, що їх висоти показані пропорційними коефіцієнтам при одиничній (-функції, тобто величинам 
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5. Спектральна щільність випадкового процесу, що не містить періодичну складову, являє собою графік без чітко виражених піків (рис. 12.1, б, в). У цьому випадку спектральна щільність апроксимується аналітичним виразом:

Sx(()=2Dx(/((2+(2)=
=2DxTx/(1+(2 Tx2),
(12.49)

де Dx – дисперсія; ( = const – параметр затухання; Тх = 1/( - сталий коефіцієнт.

Із рис. 12.1, б, в видно, що чим ширше графік спектральної щільності Sx((), тим вуже графік відповідної кореляційної функції Rx((), і навпаки.

6. Спектральна щільність випадкового процесу, на який накладені періодичні складові, містить безперервну частину й окремі (-функції, що відповідають частотам цих періодичних складових.

Окремі піки на графіку спектральної щільності вказують на те, що випадковий процес змішаний із захованими періодичними складовими. На рис. 12.3 наведено графік спектральної щільності випадкового процесу, на який накладено один періодичний сигнал з частотою (k.

Іноді розглядають нормовану спектральну щільність (х((), яка має розмірність часу:

(х(() = Sx(()/Dx.




(12.50)

12.4 Проходження випадкового сигналу крізь лінійну систему

Розглянемо стійку стаціонарну лінійну систему автоматичного керування з передавальною функцією W(s) й імпульсною перехідною функцією w(t). Припустимо, що на вхід цієї системи надходить стаціонарний випадковий процес X(t) із середнім значенням, що дорівнює нулю, кореляційною функцією Rx(() і спектральною щільністю Sx((). Усталений вихідний сигнал Y(t) також буде стаціонарним випадковим процесом, середнє значення якого дорівнює нулю, однак, його статистичні характеристики Rу(() і Sу(() будуть відрізнятися від статистичних характеристик вхідного сигналу.

Зв’язок між кореляційними функціями вхідного і вихідного сигналів можна визначити за допомогою інтеграла Дюамеля (1.10):
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(12.51)

де ( - незалежна змінна інтегрування.

Для моменту часу (t + () отримуємо:
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(12.52)

де ( - нове позначення незалежної змінної інтегрування.

Кореляційна функція стаціонарного випадкового процесу на підставі (12.24) дорівнює:
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(12.53)

Підставивши до (12.53) вирази (12.51) і (12.52) після перетворень отримаємо шукану залежність:
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(12.54)

Вираз (12.54) дозволяє за відомою кореляційною функцією Rx(() випадкового процесу на вході системи і відомою імпульсною перехідною функцією w(t) системи знайти кореляційну функцію Rу(() випадкового процесу на виході системи.

На підставі (12.38) і (12.54) з урахуванням того, що зображенням Фур’є імпульсної перехідної функції є комплексна передавальна функція, тобто F{w(t)} = W(j(), можна визначити зв’язок між спектральними щільностями вхідного і вихідного випадкових процесів:
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(12.55)

Таким чином, спектральна щільність стаціонарного випадкового процесу на виході лінійної системи дорівнює спектральній щільності випадкового процесу на вході системи, помноженій на квадрат модуля комплексної передавальної функції цієї системи.

За виразами (12.54) і (12.55) можна розв’язувати не тільки задачу аналізу (визначення характеристик випадкової функції на виході системи), а й задачу синтезу, тобто вибирати параметри динамічної системи таким чином, щоб отримати Rу(() і Sy(() близькими до заданих.

Розглянемо два важливих випадки проходження випадкового сигналу крізь лінійну систему.

Статистичне диференціювання. Під час надходження випадкового сигналу до ідеального диференціювального пристрою з передавальною функцією W(s) = s маємо: 
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Тоді спектральна щільність вихідної величини (похідної від вхідної величини) буде:
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(12.56)

У разі подвійного диференціювання Sх(() помножується на  (4 і т.д.

Таким чином, чим більш високі частоти містить спектр випадкового сигналу, тим сильніше вони підсилюються. Це завжди необхідно мати на увазі під час уведення до системи коректувального диференціювального пристрою. У разі значного рівня випадкових завад уведення такої ланки може не привести до поліпшення динамічних властивостей, а навіть погіршити їх.

Статистичне інтегрування. Під час надходження випадкового сигналу до ідеального інтегрувального пристрою з передавальною функцією W(s) = 1/s маємо: 
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Тоді спектральна щільність вихідної величини (інтегралу від вхідної величини) буде:
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(12.57)

У разі подвійного інтегрування Sх(() ділиться на  (4 і т.д.

У даному випадку високі частоти послаблюються (відфільтровуються) інтегрувальною ланкою, на виході якої отримуємо більш згладжений сигнал.

Рівняння Вінера-Хопфа.

Це рівняння встановлює зв’язок між кореляційними функціями вхідного X(t) і вихідного Y(t) сигналів, що діють у лінійній динамічній системі.  

Відповідно до (12.28) взаємна кореляційна функція цих сигналів має вигляд:
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(12.58)

Тоді з урахуванням (12.51) запишемо:
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(12.59)

Цей вираз має назву рівняння Вінера-Хопфа.

Застосувавши до інтегрального рівняння (12.59) пряме перетворення Фур’є, можна записати:

Syx(() = W(j()Sx(() або W(j() = Syx(() / Sx((),

(12.60)

де Syx(() і Sx(() – взаємна і власна спектральні щільності.

Застосовуючи до (12.60) обернене перетворення Фур’є, маємо:
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(12.61)

Рівняння (12.60) і (12.61) дозволяють знайти динамічні характеристики системи W(j() і w(t) за відомими імовірнісними характеристиками входу X(t) і виходу Y(t), що визначаються за реалізаціями випадкового процесу.

12.5 Розрахунок усталених помилок в автоматичних системах

Замкнута система автоматичного керування може знаходитись від впливом випадкової керуючої дії U(t) із відомими Ru(() і Su(() та випадкового збурення F(t) із відомими Rf(() і Sf(() (рис. 12.4).

Необхідно знайти кореляційні функції й спектральні щільності вихідної величини Y(t) і помилки E(t).

Розглянемо спочатку випадок, коли U(t) є випадковим стаціонарним процесом, а F(t) = 0. 

Комплексна передавальна функція за помилкою для замкнутої системи має вигляд:
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(12.62)

Тоді спектральна щільність помилки відповідно до (12.55) буде:
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(12.63)

За (12.43) визначимо дисперсію D(  і середнє квадратичне відхилення (( за умови ( = 0:
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(12.64)

У випадку, коли U(t) = 0, а F(t) – випадковий стаціонарний процес, маємо:
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(12.65)

Тут припускають, що збурення діє на вході системи у місті прикладення керуючої дії. Якщо це не так, то в чисельнику Wf((j() буде стояти відповідна передавальна функція Wfу(j(), а знаменник не зміниться. 

У загальному випадку, коли U(t) і F(t) діють одночасно, спектральну щільність помилки S((() за умови, що керуючий сигнал і сигнал збурення є корельованими , можна визначити за формулою:
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(12.66)

де Suf((), Sfu(() – взаємні спектральні щільності між U(t) і F(t).
За відсутності кореляції між процесами U(t) і F(t) їх взаємні спектральні щільності дорівнюють нулю і вираз для спектральної щільності помилки спрощується:
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(12.67)

Дисперсія помилки, що визначається за (12.64), у загальному випадку містить такі складові:
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(12.68)

Відповідно до (12.15) середнє значення квадрата помилки дорівнює:
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(12.69)

де 
[image: image79.wmf])
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 - регулярна складова (математичне сподівання) помилки, що визначається за формулою:
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(12.70)

Тут mu(t) і mf(t) – еквівалентні регулярні складові керуючого сигналу і збурення, що містять математичне сподівання відповідного випадкового процесу і відповідний регулярний сигнал.

У випадку, коли зовнішні дії не містять регулярних складових (
[image: image81.wmf]e

m

=0) як критерій динамічної точності системи можна взяти дисперсію помилки або середнє квадратичне відхилення помилки:
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(12.71)

Аби за відомою спектральною щільністю знайти дисперсію помилки, необхідно обчислити інтеграл (12.64), що є складною задачею. Тому на практиці це обчислення виконують або аналітичним методом за допомогою табличних інтегралів, або методом графоаналітичного інтегрування.

Аналітичний метод визначення дисперсії помилки

Цей метод ґрунтується на припущенні, що спектральні щільності й частотні передавальні функції у виразі (12.66) є дробово-раціональними функціями від (. Тоді (12.66) для спектральної щільності можна подати у вигляді:

Si(j() = |B(j()|2/|H(j()|2,



(12.72)
де B(j(), H(j() – деякі поліноми від комплексної змінної j(.

Обчислення окремих складових дисперсії помилки зводиться до обчислення інтегралів стандартного типу:
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(12.73)

де
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(12.74)

У додатку Б посібника наведені табличні значення інтегралів Jn для n від 1 до 5 у вигляді формул, що залежать від значень коефіцієнтів a0, a1, …, an і b0, b1, …, bn-1.

Таким чином, за аналітичним методом спочатку визначають спектральну щільність помилки S(((), що складається з доданків вигляду (12.72), і знаходять коефіцієнти ai, bi поліномів H(j(), М(j(). Потім за допомогою стандартних інтегралів Jn визначають окремі складові дисперсії помилки і за (12.68)  знаходять саму дисперсію помилки D(.

Приклад 12.1 На вході замкнутої слідкуючої системи з одиничним зворотним зв’язком (рис. 12.4) діє сигнал U(t), що має спектральну щільність Su(() = 2DuTu / (1+(2Tu2), а на вході розімкнутої системи діє випадкове збурення F(t) типу “білий шум”, спектральна щільність якого Sf(() = N. Кореляція між цими сигналами відсутня.

Передавальна функція розімкнутої слідкуючої системи: W(s)= k/[s(1+Ts)].

Визначити середню квадратичну помилку системи за таких умов:

Du = 100 B; Tu = 20 c; N = 0,01 B2/Гц; Т = 0,1 с; k = 5 c-1.

Зазначимо, що у даному випадку зовнішні дії не містять регулярних складових і відповідно до (12.71) середня квадратична помилка співпадає з дисперсією помилки.

1. Знаходимо передавальні функції замкнутої системи за помилкою і за керуванням:

Wu((s) = 1/[1+W(s)] = s(Ts+1)/(Ts2+s+k);

Wf((s) = W(s)/[1+W(s)] = k/(Ts2+s+k).

2. Спектральна щільність помилки відповідно до (12.67) :
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3. За (12.64) знаходимо складову середнього квадрата помилки 
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, що обумовлена керуючим сигналом і співпадає у даному випадку зі складовою дисперсії помилки 
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 можна подати у вигляді 
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Порівнюючи отриманий вираз із виглядом підінтегральної функції (12.73), можна записати поліноми (для n = 3):
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Тобто 
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Отже, b0 = T2; b1 = -1; b2 = 0.

За таблицею Б.1 (додаток Б) знаходимо значення стандартного інтеграла J3:
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Тоді отримуємо:
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4. Знаходимо складову середнього квадрата помилки 
[image: image99.wmf]2
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, що обумовлена збуренням, і співпадає у даному випадку зі складовою дисперсії помилки 
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Порівнюючи отриманий вираз із виглядом підінтегральної функції (12.73), можна записати поліноми (для n = 2):
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Тобто 
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[image: image104.wmf].
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 Отже, b0 = 0; b1 = 1.

За таблицею Б.1 (додаток Б) знаходимо значення стандартного інтеграла J2:
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Тоді отримуємо: 
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5. Знаходимо підсумкове значення середнього квадрата помилки, що дорівнює у даному випадку дисперсії помилки D(:
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Середнє квадратичне відхилення помилки: 
[image: image108.wmf].
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12.6 Синтез лінійних систем із мінімальною середньою

квадратичною помилкою

Розглянемо систему автоматичного керування з передавальною функцією Wз(р), яка слугує для підсилення й перетворення керуючого корисного сигналу Х(t) за наявності випадкового збурення F(t). Це перетворення у загальному випадку виконується відповідно до деякого заданого алгоритму перетворення H(p) (рис. 12.5).

Система повинна якомога точніше відтворювати на своєму виході не саму керуючу дію Х(t), а деяку функцію від неї:

Z(t) = H(p)X(t).

(12.75)

У системах, що знаходяться під впливом випадкового (або регулярного) корисного сигналу і випадкового збурення, виникає задача відділення корисного сигналу від завади та фільтрації  цієї завади. Цю задачу називають задачею фільтрації або згладжування.

Уведення перетворюючого оператора Н(р) узагальнює задачу не тільки на слідкуючі системи, у яких Z(t) = X(t) (тобто Н(Р) = 1), але й на інші класи систем, що виконують різні перетворювання керуючого сигналу.

Залежно від вигляду оператора Н(р) задача фільтрації поєднується із задачею відтворювання (якщо Н(р) = const), випередження або екстраполяції, інтегрування, диференціювання тощо. У загальному випадку оператор Н(р) може бути довільним. Через динамічні помилки системи, а також наявність завад вихідний сигнал Y(t) буде відрізнятися від сигналу Z(t). Різницю 

E(t) = Z(t) – Y(t)




(12.76)

називають випадковою помилкою системи.

Синтез систем при випадкових впливах полягає у визначенні динамічних характеристик системи, що найкращим чином забезпечують виконання деякого статистичного критерію оптимальності. Найчастіше як такий критерій беруть критерій мінімуму середньої квадратичної помилки (див. 12.69):
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(12.77)

де ((t) – будь-яка реалізація випадкової помилки.

У цьому випадку задача синтезу полягає у тому, щоб знайти таку оптимальну передавальну функцію замкнутої системи Wз.опт.(р), яку можна фізично реалізувати, і при якій середнє значення квадрата помилки 
[image: image110.wmf]2
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 набувало би мінімуму:
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(12.78)

Використання даного статистичного критерію може бути нераціональним у тих випадках, коли вимоги до величини помилки у різні моменти часу неоднакові, але через свою простоту він набув широкого практичного застосування.

Способи розв’язування задачі синтезу при випадкових діях можуть бути різними залежно від вигляду графіка спектральної щільності керуючого сигналу і збурення.

У найпростішому випадку, коли спектри частот корисного сигналу Sx(() і збурення Sf(() не накладаються один на одного (рис. 12.6, а) АЧХ замкнутої системи А(() вибирають достатньо широкою для забезпечення необхідної точності відтворювання керуючого сигналу й водночас достатньо вузькою, щоб система менше реагувала на заваду.

Якщо керуючий сигнал має спектр частот, що швидко убуває зі зростанням частоти, а спектр завад є близьким до білого шуму (рис. 12.6, б), то форму АЧХ |W(j()| розімкнутої системи слід вибирати на низьких частотах, де |W(j()| >> 1 і де сконцентрована основна енергія керуючого сигналу, якомога близькою до форми спектральної щільності керуючого сигналу Sx(().

У загальному випадку, коли спектри частот корисного сигналу й завади накладаються і мають довільну форму (рис. 12.6, в) визначення оптимальних параметрів системи стає достатньо складним.


Під час синтезу систем із випадковими впливами розрізняють два види задач:

- синтез при заданій структурі системи керування, коли намагаються досягти мінімуму середньої квадратичної помилки за рахунок вибору оптимальних параметрів коректувальних ланок системи на підставі відомих статистичних характеристик корисного сигналу і збурення;

- синтез при довільній структурі системи керування, коли за відомими статистичними характеристиками корисного сигналу і збурення визначають оптимальну структуру і параметри системи, що забезпечують мінімум середньої квадратичної помилки.

Синтез при заданій структурі системи керування.

У даному випадку задані: статистичні характеристики корисного сигналу і збурення, наприклад, їх спектральні щільності Sx(() і Sf((); структура системи та її передавальна функція W(s) = W(s, (1, (2, … , (n), де (і – параметри системи.

Необхідно знайти оптимальні параметри системи (1опт, (2опт, … , (nопт, за яких забезпечується мінімум середньої квадратичної помилки.

Цю задачу розв’язують так: 

- за відомими спектральними щільностями Sx(() і Sf((), та передавальною функцією системи визначають спектральну щільність помилки S((();

- за допомогою табличних інтегралів знаходять аналітичний вираз середнього значення квадрата помилки 
[image: image112.wmf]2
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, яке залежить від параметрів системи:
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- диференціюють (12.79) за (і , і, дорівнюючи до нуля частинні похідні, знаходять n рівнянь, із яких визначають оптимальні параметри системи, що забезпечують мінімум середньої квадратичної помилки.

Як правило, більшість параметрів системи змінити неможливо або важко, оскільки вони визначаються заданими технічними або конструктивними міркуваннями. Тому звичайно вибирають два – три параметри, наприклад сталі часу коректувальних ланок, коефіцієнт підсилення розімкнутої системи тощо. Параметри системи, що вибрані за критерієм мінімуму середньої квадратичної помилки, оцінюють, виходячи з можливості технічної реалізації та припустимих динамічних показників системи (часу регулювання, величини перерегулювання і т.д.).

Приклад 12.2 За умовою прикладу 12.1 визначити оптимальне значення коефіцієнта підсилення розімкнутої системи kопт, що відповідає мінімуму середньої квадратичної помилки, й обчислити середню квадратичну помилку при k = kопт.

У прикладі 12.1 був отриманий вираз для середнього значення квадрата помилки: 
[image: image114.wmf].
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Для дослідження на мінімум середньої квадратичної помилки необхідно дорівняти до нуля похідну цього виразу за коефіцієнтом підсилення розімкнутої системи:
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Звідси оптимальне значення коефіцієнта підсилення розімкнутої системи:
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Тоді середнє значення квадрата помилки:
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Середня квадратична помилка, що відповідає kопт:


[image: image118.wmf].
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Синтез при довільній структурі системи керування.

Розглянемо систему керування (рис. 12.5). Сумарний сигнал на вході системи дорівнює: U(t) = X(t) + F(t). Вихідний сигнал системи Y(t) зв’язаний з вхідним сигналом U(t) рівнянням:

Y(t) = Wз(p)U(t) = Wз(p) [X(t) + F(t)],

де Wз(p) – передавальна функція замкнутої системи.

Припустимо, що  система має відтворювати деяку функцію від керуючого сигналу Z(t) = H(p)X(t), помилка відтворювання дорівнює: E(t) = Z(t) – Y(t).

Задача синтезу в разі довільної структури лінійної системи полягає в тому, щоб за відомими статистичними характеристиками корисного сигналу і завади знайти таку оптимальну передавальну функцію замкнутої системи Wз.опт.(р), при можливій фізичній реалізації якої виконувалася би умова (12.78): 
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Розглянемо спрощену задачу синтезу оптимальної передавальної функції замкнутої системи за таких умов:

- задані спектральні щільності корисного сигналу Sx(() і збурення (завади) Sf((), а також оператор перетворення Н(р);

- корисний сигнал і збурення не корельовані (цей випадок часто зустрічається на практиці);


- передавальну функцію спочатку шукаємо без урахування можливості її фізичної реалізації.

Для цієї задачі можна записати такий вираз оптимальної передавальної функції (без виведення):
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(12.80)

Із (12.80) видно, що єдиними статистичними характеристиками корисного сигналу і збурення, що необхідні для визначення оптимальної комплексної передавальної функції замкнутої системи, є їх спектральні щільності.

У загальному випадку ця передавальна функція може виявитися такою, що не реалізується фізично. Зазначимо, що умовою можливості фізичної реалізації системи є рівність:

w(t) = 0  при t < 0,

тобто реакція системи на (- функцію, що діє в момент часу t = 0, дорівнює нулю при t < 0.

Передавальна функція Wз.опт.(s) системи, що фізично реалізується, повинна мати тільки ліві корені.

 Для того, щоби реалізувати функцію, найбільш близьку до оптимальної, необхідно із Wз.опт.(j() виділити частину, що фізично реалізується, а решту членів відкинути (наприклад, за методикою Г. Боде і К.Шенона). 

Запитання для самоперевірки

1. Яка функція називається випадковою?

2. Що таке реалізація випадкового процесу?

3. Назвіть основні статистичні характеристики випадкового процесу.

4. Що таке одномірна і двомірна функція розподілу? Одномірна і двомірна  щільність ймовірності? 

5. Що таке білий шум?

6. Які випадкові процеси називаються марковськими?

7. Що таке математичне сподівання?

8. Що таке середнє значення квадрата випадкового процесу?

9. Що таке дисперсія випадкового процесу?

10.  Що таке кореляційна функція випадкового процесу?

11.  Які випадкові процеси називають ергодичними?

12.  Наведіть основні властивості кореляційних функцій.

13.  Як пов’язані між собою дисперсія стаціонарного випадкового процесу і кореляційна функція?

14.  Що таке спектральна щільність? Поясніть її фізичний зміст.

15.  Як пов’язані між дисперсія Dx і спектральна щільність Sx(() випадкового процесу?

16.  Наведіть основні властивості спектральної щільності.

17.  Як пов’язані між собою спектральні щільності стаціонарного випадкового процесу на вході і виході лінійної системи?

18.  Як пов’язані між собою спектральні щільності стаціонарного випадкового процесу на вході і виході лінійної системи при статистичному диференціюванні? Статистичному інтегруванні?

19.  Наведіть рівняння Вінера-Хопфа і поясніть його зміст.

20.  Як визначають спектральну щільність помилки S((() коли керуючий сигнал і збурення діють одночасно і є корельованими? За відсутності кореляції між процесами U(t) і F(t)?

21.  Які існують методи визначення дисперсії помилки?

22.  Як визначається дисперсія помилки за аналітичним методом?

23.  Що таке задача фільтрації?

24.  У чому полягає задача синтезу системи при випадкових впливах? 

25.  У чому полягає синтез систем керування при заданій структурі? При довільній структурі?
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Рис. 12.1 – Реалізації випадкового процесу x(t) і відповідні їм кореляційні функції Rx(() і спектральні щільності Sx(()
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Рис. 12.5 – Структурна схема замкнутої САК
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Рис. 12.4 – Структурна схема замкнутої САК
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Рис. 12.3 – Графік спектральної щільності випадкового процесу з одним накладеним періодичним сигналом 
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Рис. 12.2 – Лінійчатий спектр із (-функціями
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Рис. 12.6 – Визначення оптимальних параметрів системи за виглядом спектрів частот керуючого сигналу Sx(() і збурення Sf(()
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